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Abstract
E——

This paper presents an automatic procedure using the membrane theory of shells to analyse and define geometries for axisymmetric domes sub-
jected to its own weight, varying its thickness and bend radius, to obtain constant normal stresses along the structure. The procedure offers a great
advantage over the analytic solution of the problem and usual shell numerical methods when one wants to determine the dome geometry with
constant stresses, since the presented procedure has the goal stress as input value for obtaining the geometry, as opposed to the usual numerical
methods, where the reverse occurs. An example clarifies the differences between a spherical dome with constant thickness and a dome subjected
to constant stress. The convergence of the method for a specific material weight and stress for a dome are also presented.
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Resumo

Este artigo apresenta um processo automatico para analise e definicdo de geometria pela teoria de membrana para clpulas de revolugéo axissi-
métricas submetidas ao peso préprio, com variagéo de espessura e raios de curvatura, de modo a obter tensdes normais tangenciais e meridio-
nais constantes em qualquer ponto da estrutura. O processo apresenta grande vantagem sobre a solugdo analitica do problema e a por métodos
numéricos usuais de casca quando se deseja determinar a geometria da cUpula em fungéo de apenas uma tensao solicitante constante, uma vez
que o processo tem como dado de entrada a prépria tenséo inicial para obtengdo da geometria, diferente dos métodos numéricos usuais, onde
ocorre o inverso. Um exemplo explicita as diferengas entre uma cupula esférica com espessura constante e uma ctpula com tensdes constantes
submetida ao peso proprio. A verificagdo da convergéncia do método para uma tensao solicitante e peso especifico do material de uma cutpula
também s&o apresentados.
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1. Introducgao

EE——

Cascas finas sdo pecas laminares curvas cuja espessura é peque-
na em relagédo as suas outras dimensoes. Estes elementos podem
estar sujeitos a esforgos de membrana e flexado, dependendo dos
vinculos nos apoios e do seu carregamento. Estruturas com car-
regamento axissimétrico e com adequada configuragdo de apoios
podem apresentar apenas esforgos de membrana que atuam pa-
ralelamente a um plano tangente a superficie média da casca em
um dado ponto, onde se podem considerar as tensdes distribuidas
uniformemente ao longo de sua espessura.

As cascas constituem um tipo de estrutura que possui uma vas-
ta quantidade de aplicagdes, incluindo, por exemplo, fuselagens
de avides e submarinos, silos metalicos, coberturas de hangares,
estruturas de prédios, componentes automotivos e aeroespaciais,
vasos de pressao, reservatorios de liquidos, misseis e, entre ou-
tros, as cupulas.

Cupulas sao cascas com formato semi-esférico ou similar, cuja
estrutura pode ser constituida de diversos materiais e seus va-
riados usos e concepgdes arquitetbnicas remetem a pré-histoéria.
Entre as vantagens do uso de cupulas, podem-se citar os grandes
vaos possiveis de serem cobertos, baixo peso, alta rigidez e pos-
sibilidade de manipulagdo geométrica na sua concepg¢ao, o que,

em muitos casos, as tornam arquitetonicamente belas. Podem-se
mencionar como desvantagens as dificuldades construtivas e o
custo muitas vezes elevado [8].

A construgd@o das primeiras cupulas tecnicamente avangadas co-
megou na Europa, com a Revolugao Arquitetdnica Romana, quan-
do tal sistema estrutural era freqlientemente utilizado para moldar
grandes espacos interiores de templos e edificios publicos [12].
Naquelas cupulas, normalmente o material usado na construgdo
ndo tinha grande resisténcia a tracéo e, para se reduzir o peso
proprio, variava-se a espessura e o material agregado a medida
que se aumentava a altura, sendo que deste modo reduziam-se
as tensbes normais na dire¢do dos meridianos na estrutura con-
cluida. Um exemplo é o Pantedo de Roma (Figura 1), construido
originalmente em 27 a.C.. Tendo 43,4 metros de vao, o Pantedo
de Roma permaneceu como a maior cipula do mundo por mais
de um milénio e atualmente é a maior clpula do mundo feita de
concreto ndo-armado.

A geometria das cupulas influencia diretamente o seu desempenho
estrutural. Portanto, para dado material com certas caracteristicas,
a eficiéncia estrutural esta diretamente ligada a eficiéncia da sua
forma, incluindo sua espessura e raios de curvatura. Existe uma
tendéncia de pesquisas na busca da otimizagao da geometria deste
tipo de estrutura, conforme pode se observar em [1], [2], [3], [4] e [7].
Um dos principais fatores para esse interesse séo os avangos e a

Figura 1 - Corte da cipula do Pantedo de Roma (6)
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acessibilidade dos computadores e o desenvolvimento de modelos
numéricos e algoritmos de otimizacdo para resolucdo de tais pro-
blemas [1]. As solugdes por métodos numéricos com algoritmos de
otimizagéo séo adequadas para casos mais gerais de geometrias e
carregamentos, enquanto que ainda exista um conflito entre o custo
computacional, a precisao dos resultados obtidos e a complexidade
matematica das solugdes [3]. O enfoque ainda pode apresentar cer-
tos problemas de convergéncia, onde algumas analises apresen-
tam valores de tensdes ou deslocamentos que nao se encontram
sequer no dominio dos nimeros reais [3].

Neste trabalho é proposto um processo automatico para analise
e definicdo de geometria de segmentos de cascas finas de revo-
lugdo (cupulas) submetidas ao peso préprio pela teoria de mem-
brana, com variagcao de espessura e raios de curvatura, de modo
a obter tensGes meridionais e tangenciais constantes por um pro-
cesso de simples implementacdo e com baixo custo computacio-
nal. O processo apresenta vantagem sobre métodos numéricos
usuais de casca, como o Método dos Elementos Finitos, quando
se deseja determinar a geometria da cipula em fungdo de apenas
uma tenséao solicitante constante, uma vez que o processo tem
como dado de entrada a propria tensao inicial para obtengéo da
geometria, diferente dos métodos numéricos usuais, onde ocor-
re o inverso. Além disso, a solugdo analitica exata do problema
é extremamente dificil, como € mostrado na metodologia, o que
torna o processo apresentado bastante interessante para solugao
de tais estruturas. Uma cupula com tensbées meridionais e tan-
genciais constantes tende a fornecer um projeto com um
bom aproveitamento do material em toda a cupula e diminuir os
momentos fletores e cortantes que podem ser significativos em
outros tipos de geometria.

Segundo a teoria de membrana, as rigidezes a flexdo e a torgéo
na casca nao devem ser consideradas, o que faz com que os mo-
mentos fletores e de torgdo resultem nulos. Nestas condigoes,
anulam-se também as forgas cortantes e a casca estara solicitada
unicamente por forgas normais e tangenciais. Para que esta teoria
seja valida, deve-se atender as seguintes condic¢oes:

A lei de variagdo das curvaturas da superficie média é continua;
A lei de variagao da espessura da casca é continua;
A distribuicdo das cargas aplicadas na superficie é continua;
As forgas aplicadas aos bordos livres atuam nos planos cor-
respondentes tangentes a superficie média;
B As reacgOes de apoio estdo contidas em planos tangentes a
superficie média.
A solugéo geral do problema de revolugao axissimétrica usando ci-
lindros de paredes grossas foi originalmente resolvido em 1833 por
Lamé, engenheiro francés, cuja solugéo por vezes também é chamada
de problema de Lamé. A solugéo inicial era baseada em um cilindro
submetido a pressao interna, onde se fazia uso das relagdes lineares
da Lei de Hooke. A formulagao apresentada neste trabalho conside-
ra apenas as equagdes de equilibrio das cupulas. Assim, nenhuma
propriedade do material é utilizada nas relagbes e seu uso ndo esta
restrito aos materiais elasticos. No entanto, estas equagdes sao validas
para situacbes onde a espessura da culpula n&o ultrapassa 10% do
raio interno, mantendo-se o erro pequeno [15]. Usando as equagdes
de Lamé e as apresentadas neste trabalho, pode-se verificar, pela Fi-
gura 2, a variagdo nas tensGes tangenciais G, das paredes das cascas
de revolugdo submetidas a press&o interna p; , quando se tém cascas
de revolug@o com espessura igual a 10% do raio interno e quando a
espessura do cilindro é igual a 400% do raio interno.

1.1 Objetivo

O objetivo deste trabalho é apresentar um processo pela teoria de
membrana para analise e definicdo de geometria de uma cupula
axissimeétrica submetida ao peso préprio, com variagéo de espes-
sura e raios de curvatura, de modo a obter tensées normais e
tangenciais constantes.

2. Meétodo
HE

2.1 Equacées de equilibrio
Nos casos de cupulas estudados neste trabalho, apresentam-se

Figura 2 - Variacdo nas tensées tangenciais nas paredes de cascas de revolucdo
submetidas a pressdo interna em fun¢do de sua espessura (11)

08 Lamémin — 9,5.p;

09, Lamémax = 10, 5.p;

09 Lamémin — E-pi

560

1 http://www.mathworks.com - Student version.

IBRACON Structures and Materials Journal 2016 * vol. 9 +n°4

2 Licensed Software to Santa Catarina Federal University. Mix System is a system developed by Engineer Ricardo Sergio Pinheiro Medeiros and marketed by TQS Informatica Ltda.



F. T. RABELLO | N.A. MARCELLINO | D.D. LORIGGIO

Eixo da cupula
|

!
Ele[gento/, Ny
,// |
O eria
X/ / M erwdla no
AT
/ /

) / / | Paralelo
/ / \

N Pz

/ /! e ——— e ——
/_: '_ ’f ’}" | —— ﬁ\\\
e ;'r / ‘-\.\
( /o
/
N/ | -
~_ o

Figura 3 - Clpula e elemento infinitesimal da superficie

Eixo da cupula

. ~I2 Q_—*
N T —— ~
o “‘-@?.‘_‘__\_-:t
\\.\\\.
dN
N, + —2d
ot 29 ¢

as equagodes de equilibrio da teoria de membrana para cascas
finas submetidas a carregamentos com simetria de revolugéo.
Para tais estruturas, devido a sua simetria, ttm-se as seguintes
caracteristicas:

B Ny =Ny (¢);
® Ng=Ng(6);
| N(Pe =N9(p=0;
W pp =Py (¢);
B pg =0;

B py=p; ()
Onde

Forga normal por unidade de comprimento na diregéo do meridiano;
Ng - Forga normal por unidade de comprimento na diregéo do
paralelo;

Ncpe ) Ne(p — Forgas de cisalhamento por unidade de compri-
mento;

Py - Carregamento tangente a superficie da casca na diregéo do
meridiano;

pg - Carregamento tangente a superficie da casca na diregéo
do paralelo;

p, - Carregamento perpendicular a superficie da casca.

Pode-se definir completamente a geometria de uma cupula pela
sua espessura h e pelos raios de curvaturarq ery , arbitrariamen-
te variaveis (Figura 3). O raio ry tem seu centro de curvatura loca-
lizado no eixo da casca e ele gera a superficie da casca na diregéo
perpendicular a diregao tangente ao meridiano. Na geometria das
cascas, pode-se definir também o raio, que reside em um plano
perpendicular ao eixo da casca e tem uma relagdo com ro igual a
ro =ro .seng . Admite-se que a espessura h é muito pequena em
relagéo a rqy e ro , portanto ndo se faz distingdo entre os raios
interno, médio e externo da cupula.

Em virtude da simetria das cupulas, ha uma condi¢cdo de carre-
gamento axissimétrico. Esta situagéo leva a estrutura a ter forgas

tangenciais Ng constantes em cada lado do elemento infinitesimal
da superficie da cupula, o que ndo ocorre com a forga meridional
N(p . As forgas de cisalhamento N(pe e Ne(p se anulam devido a
simetria do problema.

Considere-se o elemento infinitesimal da superficie da cupula da
Figura 2. O elemento esta submetido a forgas externas de superfi-
cie na dire¢cdo do meridiano ( Py ) € na diregdo normal a superficie
( p, positiva entrando na cupula).

Sendo a equagao:

ro=r,.Sen @

(1)

tem-se no lado superior do elemento:

N,rod@=Ng,r;.sen @ d

)

€ no lado inferior:

©)

N+ Moy L9040 4o

IBRACON Structures and Materials Journal 2016 + vol. 9 +n°4

IEEESESSSSSS————— 561



Automatic procedure for analysis and geometry definition of axisymmetric domes by the membrane theory

with constant normal stress

Figura 4 - Componente normal
da forca meridional N,
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Como estas forgas néo sao colineares (Figura 4), surge uma com-
ponente na diregéo z igual a:

N,rod6dep (4)

Figura 5 - Componente normal
da forca tangencial N,
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no nas equagdes (2), (3) e (6) igual a zero, desprezando termos
de segunda ordem e dividindo a equagéo por ded6 , tem-se a
equagao (8):

d(N ro)
#-Nerl €0S @ +pyror; =0 (8)

Fazendo-se o somatorio de forgas na direcdo normal a superficie
nas equacoes (4) e (7) igual a zero e dividindo a equagao por dedo
€ por rqroseng , tem-se:

Na direcéo do paralelo, as forgas no lado direito e esquerdo do
elemento também néo sdo colineares (Figura 5), portanto surge
uma componente de forga.

Nor;depd® (®)

Esta forga esta projetada no sentido horizontal no plano médio da
cupula. Projetando-se esta forga na diregcdo tangente ao meridia-
no, tem-se:

Ngr;dgd6 cos @ (6)

e na direcdo normal & superficie média:

Ngr;dqd0 sen @ (7)

Fazendo-se o somatério de forgas na direcdo tangente ao meridia-

N, N
Te o, )

Figura 6 - Diagrama de equilibrio
do segmento de uma casca
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Figura 7 - Diagrama de equilibrio da
forca de compressdo em um contorno

No

4——‘H
V

Podem-se determinar as forgas desconhecidas na membra-
na por meio da analise do corpo livre da casca toda, acima
de um circulo paralelo. A partir da equacao (9) escreve-se a
equacao (10):

(10)

Ng
Ng=-p,I;-—1;
ry

e substituindo (10) em (8), obtém-se:

d(Ngro) Ng
T_ —pzrz-qrz Iy COS P =-Pyloly (] lI)

Substituindo (1) em (11) e multiplicando por , chega-se a:
d(Ngro)
de
-p,I'1I'2 SEN P COS @ -py, ' T, sen@

sen @ +Ng,rg cos @ =

(12

onde
d (N wro)
de

tem-se portanto:

sen@+N, r,cosp= % [(NwrO )semp}

d
1 [(NoTo) sen @]=-rir; sen ¢ (p, cos @ +py sen ) (13)

Integrando-se os dois lados da equagéao (13), chega-se a:

N,ro sen @ -F(¢)-C=0

(14)

onde:
F(o) =J.'rlrzsen(l)(pzcoS(P"‘pq,sen(p)d(p

No caso das cupulas sem abertura no topo, a constante C
sera igual a zero. Entédo, multiplicando-se (14) por 2x , tem-se:

2mrgN,, sen ¢ -2nF(@)=0

(19)

A resultante vertical R devida ao carregamento p, e py, €
mantida em equilibrio pela componente vertical da forga NCP .
A resultante P (Figura 6) para cupulas sem aberturas no topo é
dada por:

@®
P=2n fo riry sen@ (p, cos @ +p, sen@)de  (16)

Substituindo a (16) em (15) e isolando N(p , tem-se:

P
Ny=-—————
¢ 2mry(@) sen @

(17)

Pode-se assim determinar as forcas de membrana em cascas de
revolugao axissimétricas.

As condigbes de suporte das cupulas deverao ser sempre tan-
genciais a forga Figura 7.

Pela Figura 7 percebe-se que apenas uma componente vertical
V ndo preenche a condi¢cao de equilibrio. Pode-se equilibrar a
componente horizontal H com a adigdo de um anel resistente
por exemplo. No entanto, a adogao de tal artificio causa tensdes
locais de flexdo significativas, o que ndo sera abordado neste
trabalho.

2.2 Cuapula esférica

Para a analise de uma cupula esférica submetida ao peso pro-
prio, considera-se a espessura h constante e o raio de curvatura
rq =ro . Considere-se, portanto, uma cupula esférica de raio rq
=rp =a e espessura h constante submetida ao peso préprio, com
¢ variando de 0° a 90°. A resultante P é dada por p (peso proprio,
forga por unidade de area) multiplicado por A (area da segéo
infinitesimal), onde A é dado por:

A= _.-dA = dA =27r,ds
?

4
A= J-27msen(pa dp = A= 2ﬂazjsen¢d¢
0

0
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Figura 8 - Forcas tangencial N, e meridional N, em fungdo do angulo ¢ na clpula esférica
No No
| -11.8 N/em -11,8 N/em
3
iy
TTh,
N
™y
[
+23,6 N/cm -23,6 N/em
Sendo a resultante P=p.A , pode-se obter a expressao (18): substituindo as equagdes (18) e (1) em (17), tem-se a for¢a ou a
tenséo meridional:
-2z pa*(1-cos @)
¢ RN sl S
P=p 2ma? fo sengpde = P=-2mpa’(1-cos @) (]8) N, 2rasen’p
_ ap _ ap

¢ O-(P

. - .
(1+cos @) h(1+ cos @)

Figura 9 - TensGes tangenciais ¢, e tensdes meridionais ¢, respectivamente (N/cm?)
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Figura 10 - Segmento de casca
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Da (9) tem-se que:
Ny,=-p.a—N,

ap

SNy =— —_—
oy =—Dpcos@a+ (1+cosp)

Solucionando obtém-se a forga ou tensdo tangencial da cupula
esférica:

N, =aq ;—cos ou o,=L ;—cos
0= Ap (I+cosp) v “ b (1+cosp) ?

Supondo uma espessura h=1 cm , a=10 m e p=0,0236 N/cm? ,
traca-se os diagramas de forcas meridional e tangencial em fun-
¢ao de ¢. Os resultados séo apresentados na Figura 8.

Nota-se que de =0 até ¢=51.827 ", nenhuma forga de tragéo se
desenvolve na cupula, apenas forgas de compressao.
Solucionando o problema usando o método dos elementos finitos,
obtém-se uma forca maxima de compressao igual a 11,983 N/cm?
e de tragdo igual a 26,243 N/cm?. O angulo ¢ em que ndo ha ten-
séo tangencial se desenvolve na cupula na direcdo do paralelo é
de aproximadamente 52°. O diagrama de tensdes é apresentado
na Figura 9.

2.3 Cupula com tensoes constantes

Na analise da cupula com tensdes constantes, considera-se uma
cupula com espessura variavel submetida ao peso préprio p .
Tais cupulas devem n&o apenas variar sua espessura ao longo
da altura, mas também seus raios de curvatura, de modo que as
tensdes tangenciais e meridionais sejam iguais e constantes.

O peso por unidade de area no plano médio destas cupulas é
dado por:

(19)

p=vh

Portanto, as componentes p, e Pe sdo dadas por:

(20)

p,=Yhcos¢@ p,=yhsenq

No caso de cupulas com tensdes constantes, a geometria dos me-
ridianos é determinada de tal forma que as tensdes meridionais de
compressao sejam constantes e iguais a ¢ em todas as dire¢cdes
em seu plano médio, sendo:

N,=N,=-ch

Substituindo em (9), tem-se:

1)

h 1+1 =vh
oh. e =vh cos ¢

Substituindo (1) e isolando r4 , obtém-se:

Ip

=y (22)

5o Cos@-sen@

Da Figura 10 é possivel deduzir a seguinte relagao:

dr, (23)

ds=r;de ri;de= 05

Substituindo a (23) em (22), obtém-se:

dr, I'y COS @

(24)

d(P_%rocoscp-sen(p

Integrando-se ambos os lados da equagéo (24)

@
cos
ro = .[—7 ) ¢ d(p
0 7, COS @ —sengy
o2
obtém-se:

0.2

_— 1
)

(p 2
ro=- y.rp.tan (E) -

0.2

T e

Y.rg+2.tan (%) .0

(29)

@\?2 o? ®
In |1+t — 22— yr )l =
" +’““(2) ]+ (@2 V0 (2)

No topo da cupula, onde ¢ =0, o lado direito da equacéo (24) se
torna indefinido. Para solucionar este problema se usa as equa-
¢oes (21) e (23). Como no topo o raio rq =rp , conclui-se que:

2 2
ﬁ:rzzﬁ drozrld(p:—o-d(p

Y e

IBRACON Structures and Materials Journal 2016 + vol. 9 +n°4

EEEEESES————— 565



Automatic procedure for analysis and geometry definition of axisymmetric domes by the membrane theory

with constant normal stress

Portanto, no topo da cupula tem-se:

dry 20
de vy

(26)

Define-se entdo a forma do meridiano da clpula com tensdes
constantes pelas equagoes (24) e (26).

A variagéo da espessura da cupula pode ser determinada pelas
equacdes (8) e (20), onde se obtém, dividindo a equagao por o :

27)

d Y
- % (hry)+hr; cos @ + Ehrﬂ‘o sen ¢ =0

Para ¢=0, obtém-se pela equagéo (27):

d dr.
L (b Vohr, = 2o
co( "o )oh do

Substituindo (22) em (27), obtém-se:

Y
d COS @ + —r( sen @
-— (hro):hro Y o
de 50 COS@-sen ¢

(28)

e integrando nos dois lados de 0 a ¢ , chega-se a:

(p 2
h.rg=h.ro.In [1+tan (E) ] -h.rg.In

Y.rp.tan (%)2 (29)

-y.rg+2.tan (%) .0

Figura 11 - Determinacdo gréfica da geometria
da clpula com tensbes constantes (5)

Figura 12 - Geometria do meridiano
da cupula

Pode-se entédo definir a espessura da cupula com tensdes cons-
tantes pelas equacgdes (27) e (28).

As equacdes (25) e (29) foram obtidas por programa computacio-
nal MathCAD. No entanto, por se tratar de fungbes cujas integrais
ndo sao faceis de obter uma solugdo analitica, € possivel usar a
integragcdo numérica para sua determinagao, de modo a calcular o
valor aproximado das integrais definidas - uma vez que nao se tem
conhecimento da expressao analitica para a sua primitiva usando,
por exemplo, a Regra dos Trapézios e a Regra de Simpson [10].
Pode-se obter os raios de curvatura rq e rp por processo iterativo
mais simples, apresentado por [5].

Da equagéo (26) se determina o raio no topo da cupula, onde:

_20
4
Rearranjando (21), chega-se a:

rlopa:ri:rZ

(30)

_[ycosep 1 .
= (e} ry

Conhecendo-se o raio de curvatura no topo, pode-se iniciar a de-
terminagao da geometria da cupula com tensdes constantes, con-
forme mostra a Figura 11.

Faz-se uma construcado grafica gradativa usando a equacao (30)
a partir do raio do topo "opo * entdo seguindo os pontos A, B, C,
etc. Inicialmente, traga-se o arco do ponto O ao B. No ponto B se
calcula o novo peso p, pela equagéo (30) e sendo ry =AB , € pos-
sivel determinar um novo raio de curvatura curvatura rq anterior.
O prolongamento do novo rq , que resulta maior que o raio de rq
no raio ro  tem um novo centro C, que tem uma nova curvatura,
maior que a anterior. A elaboracdo da geometria deve ser feita
com A@ aproximadamente iguais. Quanto menor o A@ , mais pro-
ximos serdo os valores obtidos em relagéo a solugao exata.
Percebe-se pela equagéo (30) que a forma do meridiano é de-
terminada unicamente pela tensdo que se deseja estabelecer
como constante e pelo peso especifico do material empregado.
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Figura 13 - Triangulo ACE para
automatizacdo do processo

A Figura 12 apresenta o eixo da superficie de uma cupula subme-
tida ao peso proprio, com tensdo constante 0=20 N/cm? e peso
especifico do material y=0,0236 N/cm? , com ¢ até 70°.

A automatizacéo proposta, baseada no processo iterativo apre-
sentada por [5], é feita tomando-se o tridangulo ACE da Figura 12,
apresentado na Figura 13. Uma vez calculado o escolhe-se um
A@ para a determinag&o dos raios roy , Mtopo ri,rp € assimpor
diante. O raio "2,n sera dado por: '

r2,n= r{-u

1)

onde

u=sec(A@ ) [s+1]+ M

1
tan (n.A(p ) "

O valor de n
refere-se a iteracdo em que se esta determinando o valor de rp .
A geometria do meridiano pode ser obtida sem haver dependéncia da
espessura h , usando apenas a equagéo (30). No entanto, diferente-
mente de outras cascas finas de revolugdo como o cilindro ou reser-
vatdrios fechados, o uso apenas desta equagao nao é suficiente para
estabelecer uma condigao de tensbes constantes em toda a cupula.
Para se determinar a variagdo da espessura h ao longo da altura
da cupula, deve-se tomar um elemento infinitesimal da superficie
média da casca de lado ds , conforme a Figura 14.
Observa-se pela Figura 14 que a presenga de uma componente

do carregamento na dire¢cdo do meridiano necessita de uma forga
para equilibra-lo, portanto deve-se ter um incremento dh no lado
inferior do elemento infinitesimal.

A equacao de equilibrio aproximada das forgas no meridiano da
cupula pode ser obtida da Figura 14 e é dada por:

ohds + yhds’senp—o (h+dh)ds =0
Ou dividindo a equagéao por ds :
odh = yhdsseng

Pela Figura 14 é possivel observar que dsseng=dl , onde dI
€ a variagao da altura vertical da cupula, a contar do seu topo.
Chega-se entéo a:

dh vy
oo

(32)

Integrando (32), obtém-se:

mh=X1+C
(e)

(33)

ou

h=C eY% =h, ey% (33b)

Figura 14 - Equilibrio meridional de
um elemento infinitesimal da cupula (5)

ohds

.yhds? sin¢

o(h + dh)ds
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Figura 15 - Variagdo de espessura
h (hyepe< Duere) €M UMa clpula
com tensdes constantes

10¢m

! h(0%)

hiw)

-

h(60%) = 58.2cm

Sendo hg a espessura da clpula no seu topo, onde /=0 . AFigura
15 apresenta uma cupula submetida ao peso proprio com tensdes
constantes. Pelas equagbes (27) e (33), observa-se que a espes-
sura no topo da cupula ndo depende de nenhum fator externo,
portanto pode ter qualquer valor h inicial, uma vez que depende
apenas do peso proprio.

A automatizagéo do calculo de h pode ser feita usando novamente
a Figura 13, em que o valor de / para cada j pode ser obtido por:

(34)

1 =Ttopot Zn=1 Vi -I2n-COS(N.AQ)

onde n é o numero da iteragdo em que se esta obtendo o valor de
| para o Ap acumulado.

3. Resultados
e

3.1 Cupula com tensées constantes

Para explicitar as diferengas entre clpulas esféricas com espes-
sura constante e clpulas com tensdes constantes submetidas ao
peso proprio, apresenta-se um exemplo para comparagao.

A clpula com tensbes constantes 0=20 N/cm’ (compressao nas
duas diregdes) tem espessura no topo hg =10 cm , peso especifico
vy=0,0236 N/em® , 0 que resulta em um raio de curvatura inicial no
topo rq =rp =rgpo =1.695 cm . Fez-se o angulo ¢ variando ateé 60°,
com Ag igual a 0,1°.

A cupula esférica tem espessura constante h=10 cm e seu raio
de curvatura é igual ao raio de curvatura do topo da cupula com
tensdes constantes ( r = 1.695 cm ). O peso especifico é de
vy = 0,0236 N/em® ,onde também se faz a variagédo do angulo ¢
até 60°.

A Figura 16 mostra o diagrama de tensdes desenvolvidas na cu-
pula esférica. A Figura 17 e a Tabela 1 demonstram a variagédo da
espessura e raios de curvatura rq e rp ao longo da altura da ctpula
com tensdes constantes.

O meridiano e a espessura das duas cupulas (escala 2:1 em rela-
¢80 aos raios de curvatura) sdo apresentados na Figura 18.
Percebe-se que, no exemplo, a clpula esférica apresenta ten-
sbes de compressao maiores ao longo de ¢ , além de tensdes
de tracdo na direcdo 6 . Como a relagédo y/c é muito pequena,
mesmo quando se considera uma tensao solicitante conserva-
dora, os raios de curvatura da cupula com tensdes constantes
sempre aumentam conforme se aumenta @ , o que faz que com
que estas cupulas submetidas ao peso préprio sejam maiores
em altura que as equivalentes em raio inicial esféricas quando
se considera um mesmo @ , mas menores em altura quando se
considera um mesmo rg . Isso se repete para praticamente todos
os materiais usados em construgao civil. Por haverem tensoes
constantes s6 de compressao, permite a utilizagdo de materiais
ndo resistentes a tracdo e melhora as condigdes necessarias
para suporte da cupula. Além disso, o fato de haver apenas uma
tensao solicitante nos dois eixos leva a um aumento do desem-

Figura 16 - Tensdes tangenciais
o, € meridionais
c, ha cupula esférica, com raio de curvatura e espessura constantes

Oo Oo

-20 N/cm? -20 N/em?
\: |

S — —

Y |

k= ——

N N [ E—
W hi\ /
» !

+7 N/em? -27 N/em?

568 T

IBRACON Structures and Materials Journal 2016 * vol. 9 +n°4




F. T. RABELLO | N.A. MARCELLINO | D.D. LORIGGIO

Figura 17 - Raios de curvatura e espessuras da clpula com tensdes constantes

I | )
1695 cm 1695 cm

6022 em 2353 cm

penho estrutural da cupula em fungéo do melhor aproveitamento
do material utilizado.

A espessura inicial da cupula com tensdes constantes hg confor-
me se aumenta ¢ com o fator € multiplicada pelo exponencial e
y/o . Percebe-se que o inverso da relagdo y/o é igual a metade
de Mtopo - Dessa maneira, hO aumenta exponencialmente em fun-
¢do de jquando / é maior que Mtopo /2, conforme se observa na
Tabela 1 com ¢ = 50°.

3.2 Convergéncia do processo e limites
da geometria

Os resultados obtidos pelo processo apresentado séo dependen-
tes dos dados de entrada tensao inicial o , peso especifico do ma-
terial y e do passo de integracdo A@ . Quanto maior o valor de A,
menor sera a qualidade dos valores obtidos. A Figura 18 apresen-
ta a convergéncia do raio de curvatura do meridiano com ¢ = 60° .
Pode-se verificar que com rq conforme se reduz Ag para a cupula
do exemplo anterior Ag préximo a 0,1°, os resultados do raio de
curvatura comecam a convergir. O mesmo se observa na Figura
20 para a espessura h , em que a convergéncia se da também

com A@ proximo a 0,1°. Em outras simula¢des este mesmo valor
de Ag pareceu adequado para a convergéncia dos resultados.

De modo a se fazerem validas as formulagdes do modelo de mem-
brana apresentado para cupulas, devem ser satisfeitas as condi-
cOes de:

hSO,l.I‘O

(39)

conforme apresentado na Figura 2. A Figura 21 apresenta a conver-
géncia do angulo maximo de ¢ em funcéo de A¢ , de modo a atender
a relagao (35). Observa-se que a partir de Ap=1° ja ha convergéncia
do valor maximo de ¢ para a validade do modelo de membrana no
exemplo apresentado. O valor maximo de ¢ é dependente da tenséo
inicial e peso especifico do material, portanto variavel.

4. Conclusoes
E——

Este artigo apresentou um processo automatico para definicdo da

Angulo
¢

0° 0
10° 21
20° 107
30° 252
40° 485
50° 853
60° 1492
69° 2744

Tabela 1 - Geometria da clpula com tensGes constantes em funcdo de ¢ com Ag = 0,1°

h (cm)
10,0
10,3
1.6
13,5
17,7
27,4
58,2
254,9

Raio de curvatura
r, (cm)

1695 1695
1728 1704
1866 1745
2123 1815
2601 1925
3566 2092
6022 2359
14932 2810
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848

1468 [

1505

2043

Figura 18 - Cupula esférica e clpula com tensdes constantes

,I?topo = hbase = 10cm

htopo = 10cm

hvase = 58,2cm

geometria de cupulas axissimétricas submetidas ao peso proprio
pela teoria de membrana, com variagéo de espessura e raios de
curvatura, com a finalidade de obter tensdes meridionais e tangen-
ciais constantes.

Os resultados mostram que cupulas submetidas ao peso préprio
geralmente tém alturas maiores que as equivalentes em raio inicial
esféricas para um mesmo @ , mas apresentam alturas menores
para um mesmo rq devido a relagéo y/o ser muito pequena. Por-
tanto, mesmo quando se adota uma tenséao inicial conservadora,

Figura 19 - Convergéncia de rl
em funcdo de Ae para ¢ = 60°

Convergéncia de rs em fungdo de Ag para ¢ = 60"

7000

Raio de curvatura r1 (cm)

.2 -1 [i] 1 2 3
- log(Ag)

os raios de curvatura de cupula com tensdes constantes sempre
aumentam conforme se aumenta ¢ .

Com relagéo ao processo apresentado, percebe-se que a preci-
séo dos resultados é fungéo do passo A¢ . Para diferentes confi-
guracgoes de y e 0, verificou-se que a convergéncia dos resulta-
dos comega com valores de Ag abaixo de 0,1°. Quanto a validade
do modelo de membrana, assegurou-se que a relacédo (35) fosse
atendida de modo a manter o erro da variagdo da tensao normal
constante ao longo da espessura da cupula. A convergéncia no
exemplo apresentado ficou em torno de ¢ = 69°, no entanto esse

Figura 20 - Convergéncia de h
em funcdo de Ap para ¢ = 60°

Convergéncia de 1 em fungdo de Ay para ¢ = 60°

g

w
o

g

Espessura h (cm)
& &

w
w

w
o

- log(Ag)
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Figura 21 - Convergéncia do valor limite
de ¢ para validade do modelo de membrana

72

70 70 69 68,9
68 69

68,95

68,954

. 66
5

S 64

62

60 60
6060

58

-2 -1 0 1 2 3
- log(Ag)

valor varia conforme os valores iniciais usados para a cupula com
tensbes constantes.

O processo automatico proposto para definicdo da geometria de
cupulas axissimétricas com tensbes constantes submetidas ao
peso proprio € de simples aplicagdo e apresenta grande vanta-
gem sobre métodos numeéricos usuais de casca. Como também
nao sao faceis de se obterem solugdes analiticas para o proble-
ma, o processo apresentado se torna bastante interessante para
solugao de tais estruturas. A ferramenta se mostra adequada, por-
tanto, para o langamento estrutural de cupulas com tensdes cons-
tantes para posterior dimensionamento.
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