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Resumen

En el presente trabajo se estudia el método general de resolucion de ecuaciones polindmicas que expuso el
matematico valenciano José Zaragoza en su libro Arithmetica Universal, publicado por primera vez en 1669. Este
método estd basado en el desarrollado por Viéte y publicado en su libro De numerosa potestatum, de 1600, y es
una evolucion del antigiio método babilonio de céalculo de raices. En concreto, este método de resolucion se basa
en la expansion binomial de las potencias implicadas en la ecuacion, detectando dos puntos clave: uno es la
seleccion del mimero de digitos de la solucion y otro es la seleccion del divisor adecuado para la estimacion de los
sucesivos digitos. El uso de tablas y la explicacion detallada de las diferentes ramificaciones del proceso hacen
que la configuracion empleada por Zaragoza sea muy didactica, incluso mas que la de algunos de los diferentes
matematicos europeos que emplearon este método durante el siglo XVIIL.

Palabras clave: Historia de las matematicas y educacion matematica. Algebra. Ecuaciones. Siglo XVII. José
Zaragoza.

Abstract

Our study analyses the general method for solving polynomial equations that the Valencian mathematician José
Zaragoza exposed in his book Arithmetica Universal, published for the first time in 1669. This method is based on
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the one developed by Vieta, which was published in his book De numerosa potestatum (1600), and it is an evolution
of the ancient Babylonian method for calculating roots. Specifically, this resolution method is based on the
binomial expansion of the powers involved in the equation, and it has two key points: the selection of the number
of digits in the solution and the selection of the appropriate divisor for estimating the successive digits. The
configuration used by Zaragoza includes tables and detailed explanations of the different ramifications of the
process and these didactic aspects allow us to highlight Zaragoza’s work, when we compare it with other European
mathematicians who used this method during the 17th century.

Keywords: History of Mathematics and mathematics education. Algebra. Equations. 17th century. José Zaragoza.

1 Introduccion

A finales del siglo XX, se produjo un auge de las investigaciones y publicaciones acerca
de la historia de la educacién matematica. La interconexion entre las matematicas, su curriculo
y su historia constituye una base que sirve para profundizar en el conocimiento de la ensefianza
y el aprendizaje de los conceptos y estructuras matematicas a lo largo de la historia. La historia
nos sirve como nexo de unidn entre matematicas y educacion, permitiendo conocer mejor las
caracteristicas formales y estructurales del conocimiento matematico y los contenidos y
problemas relacionados con su ensefianza y aprendizaje (Picado; Rico; Gomez, 2015).

La linea de investigacion que ha suscitado mas interés, en las ultimas décadas, en esta
area, es la del andlisis de los libros de texto (Leon-Mantero; Casas-Rosal; Argudo-Osado, 2020).
El estudio de los libros de texto nos permite tener conocimiento acerca del nivel de desarrollo
de los conceptos y métodos matematicos, su evolucion, el nivel alcanzado, su incorporaciéon a
la educacion y varios aspectos mas que nos permiten mejorar tanto en el conocimiento como
en su aplicacion en los procesos de ensefianza y aprendizaje (Ledn-Mantero; Casas-Rosal;
Argudo-Osado, 2020).

Un libro de texto se suele caracterizar por contener una presentacion sistematica de
principios sobre un determinado objeto de conocimiento (Maz-Machado; Rico, 2015).

El interés del estudio de libros de texto se puede sustentar en dos argumentos: por una
parte, para una sociedad es importante saber como se ha producido la transmision de su cultura,
siendo los libros, tradicionalmente, el vehiculo principal de transmision. Por otra parte, para la
construccion de nuevos conceptos, el lenguaje es el mediador (principalmente el lenguaje
escrito) y por tanto el analisis de libros de texto tiene una gran importancia epistemoldgica
(Maz-Machado; Rico, 2015).

Si nos circunscribimos a Espafia, hay bastantes trabajos de investigacion en el area del
analisis de libros de texto de matematicas con fines relacionados con la didactica de las

matematicas. Por ejemplo, Picado, Rico y Gomez (2015) analizan la implantacion del Sistema
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Métrico Decimal en Espafia, en la segunda mitad del siglo XIX. Y, para ello, analizan trece
libros de texto de distintos niveles educativos.

En otro trabajo, en este caso de Maz-Machado y Rico (2015), los autores analizan un
total de catorce libros de texto de los siglos XVIII y XIX para determinar ciertos criterios
didacticos presentes en la organizacion de los contenidos.

También, hay trabajos centrados en partes especificas de libros de texto de matematicas.
Un ejemplo es el andlisis del prefacio del Compendio Mathematico de Tomas Vicente Tosca,
trabajo realizado por Oller-Marcén y Muioz-Escolano (2019) en el que se permite tener una
vision de la concepcion de la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas a primeros del siglo
XVIII en Espania.

En Maz-Machado, Leon-Mantero y Madrid (2020) se analizan las motivaciones de
autores de libros de texto de matematicas en Espaiia, en el siglo XVIII, para abordar la dificil
tarea de escribir este tipo de textos con las dificultades que esta labor tenia en la época.

Leén-Mantero, Casas-Rosal y Argudo-Osado (2020) analizan en una investigacion
algunos libros de texto utilizados en el siglo XVIII para la formacion de agrimensores en
Espaia, centrandose en los diferentes tipos de problemas tratados en el contexto de la
agrimensura, en los sistemas de representacion empleados y en las estrategias didacticas
seguidas para el proceso de ensefanza-aprendizaje.

Ledn-Mantero, Santiago y Gutiérrez-Arena (2020) también analizan, en un estudio,
coémo se produjo la introduccion del calculo infinitesimal en la educacion matematica durante
el siglo XVIII en Espafia, centrandose especialmente en el enfoque utilizado, los contenidos, la
secuenciacion, la notacion y la manera de ensefiar el calculo de méximos y minimos.

En el area del algebra, area de este trabajo, hay algunos trabajos de investigacion, como
el de Madrid, Le6n-Mantero y Lopez-Esteban (2020) en el que las autoras analizan diecinueve
textos de algebra espafioles del siglo X VIII, fijdndose en la relevancia que los diferentes autores
daban al dlgebra y en las diferencias de las definiciones dadas por los mismos a esta disciplina.

Otro trabajo de Madrid et al. (2019) se centra en comparar la definicion de ecuacioén que
dan diferentes autores de libros del dlgebra espanoles del siglo XVIII utilizando un analisis de
contenido de dichos textos.

Ya hemos visto la importancia del estudio de la historia de la educacion matematica, y
en concreto de los libros de texto. Con este trabajo, pretendemos presentar el método general
de resolucion de ecuaciones (polindmicas) empleado por el matematico espafiol del siglo XVII
José Zaragoza, analizando las diferentes ramificaciones y la configuracion del mismo y los

aspectos didacticos que este autor incluyd. En concreto, nuestro objetivo es: conocer la

Bolema, Rio Claro (SP), v. 38, e230084, 2024 3



ISSN 1980-4415
X1 DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v38a230084

estructura y el funcionamiento del método general de resolucion de ecuaciones con la
configuracion empleada por José Zaragoza y valorar los aspectos didacticos incluidos por este

autor en la presentacion del método.

2 El algebra en Espaiia hasta el final del siglo XVII

Rey Pastor (1913) indica que los primeros cincuenta afios del siglo X VI, en Espana, son
propiedad de los aritméticos y no es hasta 1552 cuando aparece el primer libro impreso de
algebra publicado en Espafia. Se trata del Libro primero de Arithmetica Algebraica (Aurel,
1552) del aleman Marco Aurel.

Pero, el mismo Rey Pastor considera que es un compendio (a veces mejorando y otras
empeorando) de la Summa de Pacioli, de 1494. Lo que si considera de valor es la notacién
cosistica empleada por Aurel, en contraposicion a la notacion italiana. Dicha notacidn proviene
del algebrista aleman Rudolf, aunque teniendo en cuenta que tanto la notacion alemana como
la italiana son sincopadas (aunque la alemana tiene apariencia de simbolica), tampoco puede
considerarse en exceso como una mejora (Puig; Fernandez, 2013).

Se afiaden a la lista de matematicos que publicaron contenidos sobre dlgebra en Espafia,
durante el siglo X VI, a Gonzalo de Busto y, sobre todo, al bachiller Pérez de Moya (1562), que
publicé un texto muy popular en su época, hecho que corrobora las muchas ediciones existentes.
Se trata de la Arithmetica practica y speculativa, cuya primera edicion es de 1562. En la parte
algebraica sigue a Marco Aurel (Rey Pastor, 1913). Aunque Pérez de Moya no utilice la
sincopacion alemana sino la italiana, pero segun parece, simplemente porque en la imprenta no
tenian los tipos de los caracteres cosicos alemanes. Segun Rey Pastor, la obra de Pérez de Moya
copia hasta los errores cometidos por Marco Aurel, salvo que en el capitulo XVI condensa en
una sola ecuacion general cuatro ecuaciones simples (Rey Pastor, 1913). En un libro posterior,
Pérez de Moya incluye ya las demostraciones de los algoritmos de resolucion de las ecuaciones
canonicas (Puig; Ferndndez, 2013). Se trata del Tratado de Mathematicas en que se contienen
cosas de Arithmetica, Geometria, Cosmographia y Philosophia natural de 1573.

Citamos solo a Antich Rocha, que en su libro de aritmética hace una recopilacion de las
aritméticas de algunos de sus predecesores, de los que cita al comienzo a 49 de ellos, entre
filosofos de la antigiiedad y matematicos notables de diferentes épocas (Rey Pastor, 1913).

Para Rey Pastor, el punto culminante estd en Pedro Nuiez (o Nunes, ya que era
portugués), que, citando a su bidgrafo Ribeiro dos Santos, es “el matematico de mas nombre

que tuvo Portugal y toda Espafia, en el siglo XVI” (Rey Pastor, 1913, p. 114). Sin embargo, Rey
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Pastor considera que no consigui6 grandes éxitos en matematicas porque el objeto principal de
sus investigaciones fue la Cosmografia y la Navegacion.

El Libro de algebra en arithmetica y geometria, de 1567, es la unica obra de Nufiez
publicada en espafiol. Rey Pastor se hace eco de que el libro se public¢ treinta anos después de
ser escrito, por lo que es logico que el lenguaje algebraico utilizado esté acorde no a la época
de su publicacion sino a treinta afios antes. Aun asi, Rey Pastor considera el libro de Nufiez
como el primer tratado completo, impreso en Espaia, que contiene ideas fecundas que
posteriormente fueron desarrolladas con éxito, estando a la altura de los libros de algebra de la
época en que fue escrito. Nufiez considera las obras de Lucas del Burgo como desordenadas, y
senala algunas imperfecciones de las obras de Tartaglia y Cardano, por lo que podemos
considerar a Nufiez como uno de los pocos matematicos de la época (e incluso posteriores) que
estd al tanto de los trabajos exteriores mas importantes en su época (Rey Pastor, 1913; Dou,
1990).

El siglo XVII espafiol sufre un deterioro y casi abandono de las ciencias matematicas,
sobre todo en los dos primeros tercios del siglo (Dou, 1990), surgiendo un cierto renacimiento
en el ultimo tercio, principalmente con el matematico valenciano José Zaragoza (sobre todo en
algebra) y en menor medida con el matematico cataldn Andrés Puig (Recasens, 2003).

Junto a ellos, a primeros de siglo el matematico Juan Bautista Tolra publicé una obra en
la que tradujo un texto del catalan Ventallol, al que le afiadi6 una parte de algebra (Ruiz-Catalan,
2020).

De Andrés Puig sabemos poco. Segun figura en la portada de su tnico libro conocido,
Arithmetica Especulativa, y Practica y Arte del Algebra cuya primera edicion es de 1672, nacio
en Vic, provincia de Barcelona. Utiliza un lenguaje algebraico mas del siglo XVI que del XVII,
aunque en su algebra hay dos métodos generales de resolucion de ecuaciones que podemos
considerar avanzados (Ruiz-Catalan, 2020).

El otro matematico destacado en algebra, durante este siglo XVII en Espana, es José
Zaragoza, del que trata este trabajo, y que estaba a un alto nivel matematico e, incluso, hizo
alguna contribucion en astronomia como La teoria del centro minimo (Labarga, 2018).

Y asi, mientras que Andrés Puig (1672) utilizd un lenguaje algebraico un tanto
anticuado, José Zaragoza estaba en sintonia con los matematicos mas avanzados de la época

(como por ejemplo Descartes).

3 Metodologia
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Este trabajo consiste en una investigacion descriptiva de tipo histdrico en el area de la
historia de las matematicas y la educacidn matematica. La técnica utilizada ha sido el analisis
de contenido de textos matematicos, técnica ampliamente utilizada en estudios de estas
caracteristicas, como por ejemplo los trabajos de Docampo (2006, 2008) o de Vallhonesta
(2012).

Para conseguir nuestros objetivos, hemos seguido el método histdrico descrito por Ruiz
Berrio (1976). Se definen cuatro etapas para la investigacion: heuristica, critica, hermenéutica
y exposicion. En cada etapa se definen unas tareas que hemos seguido en tanto se adaptaban a
nuestros objetivos de investigacion. La primera etapa ha consistido en la localizacion y
verificacion de autenticidad de las fuentes escritas (principalmente textos digitalizados por
Google). La fuente primaria que hemos utilizado es la Arithmetica Universal de 1669 de José
Zaragoza (Zaragoza, 1669).

Tras esto, hemos analizado (critica interna) el libro de Zaragoza, centrandonos en los
capitulos o paginas objetivo de nuestra investigacion (el método general de resolucion de
ecuaciones). En la siguiente fase, la hermenéutica, hemos analizado, relacionado, interpretado
y organizado la informacién que hemos adquirido con la intencién de conseguir nuestros
objetivos de investigacion. Finalmente, mediante este trabajo exponemos una sintesis de los

resultados obtenidos en nuestro estudio.

4 Resultados

4.1 José Zaragoza (1627-1679)

El padre José Zaragoza, Zaragoza, Caragoga, Caragoza, Saragossa o Ziracusano
(Sobrino, 2018, p. 1) naci6 en 1627 en Alcala de Xivert (Castellon) y murié en 1679, en el
Colegio Imperial de Madrid.

José Zaragoza naci6 en el seno de una familia modesta (Labarga, 2018), estudiando en
un seminario y, finalmente, en la Universidad de Valencia, obteniendo el grado de Doctor en
Filosofia. Hizo el noviciado en Huesca y en 1651 ingres6 en la Compania de Jesus (Lopez
Pifiero et al., 1983). Ensend retorica en Calatayud y artes y teologia en Mallorca, donde tomo
contacto con los astronomos Vicente Mut y Miguel Fuster, posiblemente este sea el origen de
su orientacion cientifica, y mas concretamente, en el area de la Astronomia.

De Mallorca se trasladd a Barcelona y luego impartio clases de teologia en el Colegio

de San Pablo, en Valencia, ciudad donde residié desde 1660 y durante mas de un decenio. Pero
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durante ese tiempo, de manera privada estudia y ensefia matematicas y astronomia. Fue en
Valencia donde contactd con varios cientificos y editd sus primeras obras, siendo, a su vez,
maestro de algunos cientificos y técnicos como José Chafrion y José Vicente del Olmo. Su labor
cientifica y didactiva provoco la introduccion en tertulias y academias de temas cientificos y
promovio la creacion de un grupo de novatores a finales del siglo XVII en Valencia (Sobrino,
2018).

En 1670 se traslad6 a Madrid como titular de la catedra de matematicas del Colegio
Imperial de Madrid, puesto que ocup6 hasta el final de su vida (1679), donde fue también
maestro de matematicas del rey Carlos II (Labarga, 2018).

La primera obra que imprimi6 fue su Arithmetica Universal (Zaragoza, 1669) con un
marcado caracter didactico (Lopez Pifiero et al., 1983), aunque escribié mds obras, de mas

profundidad cientifica, tanto de matematicas como de astronomia.

4.2 La Arthmetica Universal

Publicado en 1669, la Arithmetica de José Zaragoza es una obra con marcado caracter
didactico, “que contribuyd a elevar el nivel de estas materias en Espafa” (Navarro, 2005).

Se trata de un libro de 448 paginas numeradas, aparte de las no numeradas (portada,
dedicatoria, licencia, censura, calificador, imprimatur, introduccion, fe de erratas, tabla de
capitulos, explicacion de los caracteres e indice alfabético).

Uno de los detalles que nos hace ver el cardcter didactico del texto es analizar la
introduccion, que consta de seis paginas no numeradas y previas al libro I. En estas paginas,
Zaragoza explica qué es la aritmética y como se divide en Mayor y Menor, también habla de su
utilidad. Después, habla sobre la sutileza del algebra y su aplicacion a la geometria y de los
logaritmos.

En la introduccion habla, también, del estilo y el método de la obra, indicando

claramente sus intenciones didacticas.

Los Authores, que en nuestra lengua han salido, son por la maior parte en la mesma
prolixidad diminutos, y confusos en la ensefianca. Para obviar estos dafios, he
procurado ceilir el estilo de suerte, que la brevedad no fuesse a costa de la materia, ni
de la claridad: Iuntar estas tres cosas, es bien dificil, pero no imposible (Zaragoza,
1669, s. n.).

Y aun mas, en la misma introduccidon aconseja al lector principiante el itinerario que
debe seguir a lo largo de las diferentes partes del texto. Primero, el principiante debe conocer

las cuatro reglas (de la aritmética), y continta diciendo que con ellas solas el estudiante puede
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llegar “a lo sumo de la Arithmetica” (Zaragoza, 1669, s. n.). Después, indica al lector que puede
entrar en el segundo libro (el de las raices) sin haber estudiado las aligaciones, falsas posiciones
ni combinaciones. Para el tercer libro (del algebra), segiin Zaragoza, son necesarios los cinco
primeros capitulos del segundo libro (todo lo relativo al calculo de raices y el método general
de resolucion de ecuaciones) y para estudiar el cuarto libro son necesarios los tres anteriores.

Por ultimo, Zaragoza aconseja al estudiante hacer primero los ejemplos del libro y luego
“formar otros a su imitacion” (Zaragoza, 1669, s. n.).

El texto matematico consta de cuatro libros divididos en capitulos, que a su vez se
dividen en secciones. Tanto los capitulos como las secciones se numeran independientemente
en cada libro. El libro I, de la Arithmetica menor, paginas 1 a 152, y con un encabezado de
pagina del Arte menor, trata sobre aritmética, incluyendo la proporcionalidad, regla de tres,
falsa posicion, aligaciones, progresiones y combinaciones.

El libro II, de las Raizes, paginas 153 a 264, y con un encabezado de pagina del Arte
maior, trata sobre calculo de raices con diferentes indices, una aproximacion general a todas las
raices y uso del céalculo de raices a la resolucion de ecuaciones polindmicas (tratandolas con un
algoritmo derivado del usado para el calculo de raices).

El libro I11, de la Algebra, paginas 265 a 344, y con encabezado de pagina del Algebra,
trata sobre operaciones con polinomios, operaciones con irracionales y reduccion de problemas
aritméticos a expresiones algebraicas resolubles o bien con su semejanza con las ecuaciones
canonicas o con el método general expuesto en el libro II.

El libro, 1V, de los Enigmas, paginas 345 a 448, y con encabezado de pagina de los
Enigmas, trata sobre problemas resueltos con procedimientos algebraicos anteriormente

expuestos.

4.3 El algebra de José Zaragoza

Podriamos decir que el lenguaje algebraico de José Zaragoza es casi simbodlico, mucho
mas avanzado que el de su contemporaneo Andrés Puig (Ruiz-Cataldn, 2020), y al nivel de
matematicos ilustres europeos de la época. Al final de su libro, tras la tabla de contenidos y
antes que el indice, aparece un resumen de la simbologia que utiliza, donde se incluyen los

simbolos algebraicos. Podemos verlo en la Figura 1.
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Figura 1 - Simbologia utilizada por Zaragoza
Fuente: ZARAGOZA (1669, s. n.).

El algebra de Zaragoza es una de las primeras que contiene alguna de las ideas
innovadoras de Viete (Puig, 2018). Como ejemplo, introduce el concepto de dlgebra especiosa.
Pero mas interesante, si cabe, es el uso de simbolos para referirse a las incognitas, algo que es
mas avanzado incluso que en Vieta y al nivel de los algebristas mas destacados en su tiempo en
Europa.

Zaragoza es el primer matematico que utiliza la palabra exponente en Espafa, pero no
con el significado de “nimero de veces que una cantidad aparece cuando se multiplica por si
misma reiteradamente” sino “como el lugar que una potencia tiene en la progresion geométrica
que la genera” (Ruiz-Catalan, 2020). Para formar los caracteres (nombres de las potestades o
potencias de las incognitas), Zaragoza utiliza el sistema aditivo. Es decir, que para nombrar
cada potestad se sirve de la suma de los anteriores, no como con el sistema multiplicativo, en
el que se utiliza el producto de los anteriores (con el inconveniente de que si la potencia es
prima, no puede ser el producto de dos anteriores que no sean la unidad y ella misma, por lo
que hay que introducir un nuevo nombre de caricter para las sucesivas potencias primas, como
relato o sursolido).

Zaragoza utiliza una letra para representar los caracteres. En concreto, utiliza la letra Z.

Para el signo de igualdad utiliza, de manera general, el simbolo 2 aunque también se refiere

al simbolo 3’)" decidiéndose por el primero al resultarle mas facil de escribir. La eleccion de
una letra en vez de la sincopacion (tal y como se solia hacer en siglos anteriores e incluso en su

misma apoca por otros matematicos) es por sencillez, claridad y facilidad, tal y como dice ¢l
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mismo: “otra forma de Caracteres mas senzillos, claros, y faciles: tomase por Raiz la letra Z, (y
se pudo tomar qualquiera otra del abecedario) [...]” (Zaragoza, 1669, p. 155). En la siguiente
figura (Figura 2), aparece una tabla en la que relaciona las progresiones geométricas,

exponentes, nombres, caracteres sincopados y caracteres simboélicos (Zaragoza, 1669, p. 154).

2 Exemplode la R aizsy [us Poreftades?
1. Prog.| 2.Prog.[3. Prog. | Expo-[ Nonbres, 1. Carac.| 1.Cavael
Geom, Geom, Geom, nentes. ‘ reres. teves.
1 1. 1. 0
2 4. 8. 1 | Rasz, R. zI,
4 16. 64- 2 | Quad. A Zz,
H] 64. §1z. 3 | Cube. C. Z3,
16 246.| 4096. 4 | Quad Quad. Q8. Z4,
32 1024.| 32768, § | Quad.Cubo. g C. VAR
64 4096, |262144. 6 | CuboCubo. - ccC. Z6,
124 16384, Log7i52. 7 | Q. @.Cubo. C.| 27.
&c &t. 976$<c. &e. (’;-%. %% &re-

Figura 2 - Caracteres en Zaragoza
Fuente: Zaragoza (1669, p. 154).

4.4 El método general de resolucion de ecuaciones

La resolucion de ecuaciones en Zaragoza no estd en el libro de algebra, tal y como
ocurria en el siglo XVI e incluso en algunos contemporaneos del XVII (Eroles; Massa Esteve;
Blanco Abellan, 2019) sino en uno de los dos que le dedica a la aritmética (al del arte mayor).
Para Zaragoza, la resolucion de ecuaciones es una ampliacion del calculo de raices, por lo que
no la considera algebra sino aritmética.

Eso si, la regla del algebra usa este arte mayor para resolver los problemas algebraicos.
Por lo que nos centramos en el libro II, que se divide en catorce capitulos.

En el capitulo I de este libro II (de /as raizes), dice que va a explicar el asunto mas dificil
de la aritmética, y que el aritmético debe estar bien ejercitado en el arte menor.

En el segundo capitulo, Zaragoza expone los principios universales para todas las raices.
Indica que el nimero del que se quiere obtener la raiz se separa en grupos de tantos digitos
como indica el exponente de la raiz, comenzando por la derecha.

Para el proceso de obtencion de la raiz, comienza por el primer grupo (el més a la
izquierda) de digitos y busca su raiz en una tabla de potencias que previamente ha calculado
(en el libro figuran las potencias de 1 a 9 de los nimeros del 1 al 19). Si no es una raiz exacta,
selecciona el siguiente menor. Segin Zaragoza, toda la dificultad esta en hallar los divisores y
los restadores, y para ello pone una tabla que no es mas que el desarrollo de los coeficientes de

los sucesivos binomios.

La Raiz, que se busca, necessariamente ha de tener tantas letras, como puntos el
numero de quien se saca; si la Raiz huviere de tener tres, 6 mas letras, se afiadira un
zero a las dos primeras, y se llamara A, y la tercera que se hallara por division, se
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llamara B! otra vez: sus Potestades se hallan de la mesma suerte, y asi se continua
infinitamente, hasta sacar tantas letras, como el numero tiene puntos. Toda la
dificultad esta en hallar los Divisores, por quien se ha de partir, y los Restadores, que
se han de restar: para esto sirve la Tabla triangular [ ...] (Zaragoza, 1669, pp. 160-161).

La tabla triangular la explica y desarrolla a partir de la pagina 139 del libro I, utilizando
la combinatoria. En este capitulo, Zaragoza explica solamente los primeros pasos del proceso
de célculo, y deja para mas adelante los detalles de como se obtienen los sucesivos digitos
usando los conceptos de Divisor'y Restador.

En el capitulo III del libro II (de la raiz quadrada) desarrolla ya el proceso completo

para el calculo de raices cuadradas. Hace una taxonomia de las potestades (Cuadro 1).

Simples 72,73, ..
Potestades Compuestas Muchas potestades de una especie 30Z%,50Z3, ...
P Muchas potestades de diferentes especies | 30Z2 + 5073, ...

Cuadro 1 - Taxonomia de las potestades
Fuente: elaboracion propia.

Como podemos apreciar, Zaragoza usa el término pofestad para referirse a lo que,
actualmente, denominamos polinomio. Las potestades simples son los monomios con
coeficiente unitario, y las potestades compuestas las divide en lo que nosotros llamariamos
monomios con coeficientes no unitarios y polinomios.

Comienza explicando el proceso de calculo para sacar una raiz cuadrada, que es el de la
potestad simple mas sencilla. El primer ejemplo esta en la pagina 164 y consiste en calcular la
raiz cuadrada de 5480281. Como ya explico en el capitulo anterior, divide los digitos del
numero en grupos de dos en dos, comenzando por la derecha. Luego toma el primer grupo a la
izquierda, que es 5 y busca en una tabla de cuadrados creada en el capitulo anterior su raiz por
defecto, que es 2.

De manera que, a este primer grupo, que es el 5, le resta el cuadrado de la primera raiz,
que es 4, quedando lo que llama primer residuo, que es 1, seguido del resto de cifras del namero.

Destacar que Zaragoza confecciona una tabla para organizar mejor los nimeros con los
que va a operar. La tabla contiene una columna para el coeficiente que va a utilizar, otra para el
valor del primer digito, otra para el divisor, otra més para la estimacion del segundo digito y
una Ultima para el restador.

Hay que hacer notar que usa una configuracion posicional de las cantidades para evitar
tener que completar con ceros a la derecha. Nosotros, para mayor claridad, vamos a utilizar
notacion actual (con ceros incluidos) para poder seguir los pasos que sigue Zaragoza en el
ejemplo.

A continuacion, explicamos el método de resolucion, utilizando la ayuda de simbologia

Bolema, Rio Claro (SP), v. 38, 230084, 2024 11
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actual. Zaragoza no utiliza tantos simbolos, aunque las operaciones necesarias las explica de
palabra y con la ayuda de las tablas.

Al separar el nimero 5480281 en grupos de dos en dos digitos, obtenemos que la
solucion consta de 4 digitos. El primero ya sabemos que es 2. Llamemos A a este primer digito
y estimemos el siguiente, al que llamamos B. Si la solucién tiene 4 digitos, entonces
aproximadamente (1034 + 102B)? = 10°4%2 + 2 - 10°4AB + 10*B? = 5480281. Como
estima que A = 2, entonces 10242 = 4 - 108, por lo que el primer residuo es R; = 5480281 —
4000000 = 1480281. El residuo contiene el valor de 2 - 10°AB + 10*B2. Precisamente esto
es lo que pone en la tabla, desestimando para el divisor el término en B? y usando una

configuracion posicional (Figura 3).

' Diryi/br. Keﬁudoresl

2| A" 20 40 |B* 3 120
B* o 9

fuma: 129

Figura 3 - Tabla con el desarrollo binomial y sus valores
Fuente: Zaragoza (1669, p. 165).

Si nos damos cuenta, la tabla no se puede completar de una vez. Hasta ahora sélo
conocemos hasta la tercera columna. Esta tercera columna es muy importante, ya que es la que

nos va a servir para estimar el valor del siguiente digito, el B. Entonces, como el primer residuo

—_104nRn2

es R, = 2-105AB + 10*B2, si despejamos B, tenemos B = 22" Sj despreciamos B2,
2-1054

quitamos ceros a la derecha y llamamos divisor a 204 = 40, tenemos que B = % = % = 3,7

que trunca a las unidades como 3. Es decir, que hace una estimacion por defecto del segundo
digito al valor B = 3. Por lo tanto, si ahora al residuo le resta 2 - 10°AB + 10*B?, con la
estimacion por defecto de B, obtendra un segundo residuo. A esta cantidad 2 - 10°AB + 10*B?,
con la estimacion por defecto de B es a lo que le llama restador. En este caso, el restador seria
2-10°AB + 10*B% = 1290000. En la Figura 5 lo vemos en la quinta columna (utilizando la
configuracion posicional que no contiene algunos ceros a la derecha).

R, = 1480281 — 1290000 = 190281

Para cada digito confecciona una tabla nueva y paralelamente va calculando los

sucesivos residuos (ver Figura 4).
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Divifor: R e fad. 16:1a{uma es 1856, reBadade los 1902, del R efi-
2 |AY 230 [;.60 Bt 1\820 duo 2° queda el Rcﬁduo 37 4681, i
B* 16 16 22 La mefma operacionferepite para el ultime

1856 | fima; PUOLO. Afadidoun zeroa 234, ferd A* 2340.
Multiplico 230. por 2. fale 460. el divifor,gr veo . Diwifor, x R eftadores.
quecabe enlos 1902.del ® efiduo2’ g.vezes:elcri- | 2 A’ 2340] 4680.|B* 4680
vole conlos 23, fobre la ra- 4% .

. 234 -—
ya,y tanbien enla Tabla  Gapr: N 4681.\fuma
‘ 430281 A .
enfrente de B .(u Quadra- J * Multiplicando 23 40.por 2. 23,41 V*

dq, 4.vezes 4.es16. feel-
criveenfrente de B> Multi-

4
Refid.1e 1480281,

fale 4630, el divilor.que ca-

be en el Refiduo 3° ¥ vezr

Camid, 5480231,

Plico 460.por 4.Gle 1840 Refidzt 1o0287; EFiVOL. conlos saafobre  Refidxe 1450251,
que fe clerive en el ord::dc Refilz ’19822(;8 "l raya, y enfrente d¢' B fu A 142-2;02.8 x
los reftadores , y debasocl Refds® 4810 Quadrado 1. vez 1.es1.{e  Refida® 1002813
" clerive enfrente de BXmul- 1856

tiplico 4680, por 1. fale - Refid.3e 4681

+680.que fe elcrive en el or- 4681,

dindelos Reftadores,y de- Refid.4* - o000

basoel 1. la fuma es 4681; reftada del Refiduo 32

46381, queda ¢l Refiduo, 42 0000. y la Raizes jul
fa 234,[_‘ .. -

Figura 4 - Continuacién del ejemplo de la pagina 164
Fuente: Zaragoza (1669, p. 164).

Continuemos con los calculos. Ahora llama A a 104 + B,conloque A =10-2 + 3 =

23. Por lo que como (1024 + B)? = 10*4% + 2 - 103AB + 10?B?, el segundo residuo es R, =
2-10%AB + 10%B2. Si despreciamos B? y despejamos, podemos estimar B ~ —2— ~ — =~

4 si eliminamos ceros.
El restador serfa 2 - 1034B + 10°B? = 2-103-23-4 + 10% - 42 = 185600
Entonces R; = R, — 185600 = 190281 — 185600 = 4681
Ahora A es 104 + B, y por tanto A = 230 + 4 = 234. Por lo que como (104 + B)? =
10242 + 2 - 10AB + B?, el siguiente residuo es R; = 2+ 104AB + B?2. Si despreciamos B? y

. . R 4681 ’ ’ 14t .
despejamos, estimamos B = ﬁ v 1. Ahora calculariamos el ultimo residuo, que

saldra 0 si la raiz es exacta. Y en efecto, el restadores 2-10AB + B> =2-10-234-1+1 =
4681. Obteniendo R, = R; — 4681 = 0. Por lo que el resultado es que V5480281 = 2341.
Uno de los puntos mas importantes del proceso es la estimacion de los sucesivos digitos
a partir del primero. Al despreciar el valor de B2, se produce una sobreestimacion de B, que se
contrarresta al truncar, pero que puede llegar a producir una estimacion por encima del valor
real del digito, que provocaria un proceso de recélculo con una estimacion menor del valor de
B. Esto es mas probable cuanto mayor sea el valor real de B y cuanto mayor sea el indice de la
raiz (ya que, como explicamos mas adelante, si el indice de la raiz es mayor, el desarrollo
binomial tiene mas términos y si se desestiman mas términos, la posibilidad de sobreestimar el

valor de B aumenta). Lo de la sobreestimacion de B ya lo indica Zaragoza al final del capitulo.

Advierta el Arithmetico, que no siempre ha de tomar por letra de la Raiz todo lo que
el divisor cabe en el residuo, porque quando la letra es grande, suelen crecer los
Restadores de suerte, que la suma sale maior, que el residuo; y en este caso es sefial,
que la letra se tomo maior de lo justo, y se ha de repetir la operacion, aunque en nuestro
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metodo es facil la correccion (Zaragoza, 1669, p. 170).

En el capitulo V, Zaragoza expone la extensiéon del método para poder obtener
soluciones por aproximacion cuando la solucidén no es un entero. El proceso es simple, se afiade
al ultimo residuo obtenido tantos ceros como indice de la raiz a calcular y se continta con el
proceso de obtencion de digitos. Los digitos asi obtenidos serdn los correspondientes a las
décimas, centésimas, milésimas, etc.

Entre el capitulo VIII y el XIII, Zaragoza detalla las diferentes maneras de resolver
ecuaciones como una extension del método de célculo de raices en funcion de si los coeficientes
son positivos o negativos, si las potencias mayores son las que tienen mas peso o no en la
ecuacion, y en general todos los posibles casos que se pueden dar.

En el capitulo XIV, el ultimo dedicado a la resolucion de ecuaciones y que concluye
el Libro II, el autor hace un resumen del proceso explicado en los capitulos anteriores.
Zaragoza indica que las operaciones aumentan conforme suben las potestades y entran mas
especies diferentes en la composicion. Ademas, afirma que el artificio es una extension
infinita del algebra y que, si se entiende bien, no habra ecuacion que no se pueda resolver.

En el libro III (capitulo X), sobre el algebra, describe el método de resolucion de
ecuaciones, al que llama Regla Unica del Algebra, y que descompone en tres pasos:

e [gualacion
e Reduccion de la igualacion
e Valor de la letra

En el tercer paso, el de Valor de la letra, es donde emplea el método general de
resolucion de ecuaciones que hemos descrito previamente y que ¢l expuso en el libro II.
Los otros dos pasos anteriores son para preparar la ecuacion (estableciendo la igualdad de
dos expresiones y manipulando los términos para dejar una ecuacién normalizada). La
Regla Unica del Algebra la descompone en una Regla General y una Regla Particular
(para ecuaciones bicuadradas).

A continuacidn, exponemos una sintesis del método general empleado por Zaragoza.
Sea la ecuacion a resolver: agx™ + a;x" 1 + -+ a,_1x = R,.

Sea la solucién de la ecuacion: 10m~1x; + 10™ 2x, + --- + 10%x,,,.

Estimacion del numero de digitos de la solucion y del primer digito:

» Para ecuaciones del tipo a; = 1,Vi € {0 ...n — 1}, simplemente se separa R, en grupos
de n digitos comenzando por la derecha (por ejemplo en notacion actual Zaragoza

resuelve x° + x* + x3 + x2 + x = 105025640). Y la solucién tendra tantos digitos
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como grupos se obtengan. El primer digito de la solucion se estimard como la raiz entera

de % donde g, es el grupo de més peso de la solucion (el primero por la izquierda).

» Para ecuaciones en las que existe algin a; > 1y ay > 0 donde R, tiene los suficientes
digitos como para poder separarlos (no hay disminucion), debe estimar cual es la
potencia de mayor peso. Para ello, compara la potencia de mayor grado con la que
considere que por tener un coeficiente muy grande, puede tener mas peso que ella. Sea
la potencia a;x™ ¥ la que compite con ayx™.

e Separamos R en grupos de n digitos, obteniendo r grupos, g1, gz, ---» 9r

e Separamos R, en r grupos de n — k digitos, hq, hy, ..., h,

e Sia, > g4, lapotencia ayx™es candidata a ser la de mayor peso

e Siay, > hy,lapotencia a;x™ ¥ es candidata a ser la de mayor peso

e De las dos potencias, si % > Z—’l‘ entonces la potencia de mayor peso es aygx™ y si no, es

apx"k

e El numero de digitos de la solucién es m = r — 1, fundiéndose en un solo grupo el
primero y el segundo grupos de la potencia seleccionada

e Para estimar el primer digito, se calcula la raiz con indice de la potencia dominante y
radicando los dos grupos anteriormente fundidos
Por ejemplo, Zaragoza resuelve (en notacién actual) 20x3 + 1000x2 + 10000x =

5157160000.

Zaragoza dice:

Quando el Numero de alguna Potestad, sea o no maior, es mas que su punto 1° se le
partiran el 1°, y 2° punto por el tal numero, como se dixo §.59, y se buscara en las
Tablas del §.11. la raiz de aquella Potestad (Zaragoza, 1669, p. 206).

Es decir, separamos en grupos el término independiente, 5.157.160.000, y vemos que

el grupo més a la izquierda es 5, que es menor que el coeficiente de x3, divide los dos primeros
grupos entre el coeficiente de la potencia mayor, es decir % ~ 257. Ahora calcula la
aproximacion entera de la raiz cubica de este numero, por lo tanto, el primer digito es 4 =
V257 ~ 6 y la solucion consta de 3 digitos. Después el primer residuo (Figura 5).

20+ (1024 + 10B)® = 20-10°4%3 + 20-3-10°4?B + 20-3-10*AB? + 20 - 103B3

1000 - (10?24 + 10B)? = 1000 - 10*A4% + 1000 - 2 - 1034B + 1000 - 10%B?
10000 - (1024 + 10B) = 10000 - 1024 + 10000 - 10B

R, = 5157160000 — 20 - 10643 — 1000 - 10*4% — 10000 - 1024 = 4686000000
= 471160000

Bolema, Rio Claro (SP), v. 38, 230084, 2024 15



ISSN 1980-4415
B DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v38a230084

Difpoficions o formul
6.2.0, VdelaCantid,
51§7160000 |Cantidad] ®
4.3.20. 1 4=, 20Z
36000. I .|+ 1000%"
© 6000.0. . .+1ooooZ‘
46360000 [uma,
471160000 |Refiduox?

Figura 5 — Calculo del primer residuo del ejemplo 3°
Fuente: Zaragoza (1669, p. 206).

Primer divisor D; = 20-3-10°4?B + 20-3-10*4AB% + 20 - 103B3
{se utilizan todos los términos de los desarrollos binomiales
de la potencia de mayor peso, pero sin tener en cuenta el valor de B}
D; = (216000000 + 3600000 + 20000) = 219620000

Tablade 207} Cap.7° §.58.

Poze Ae Al Produffos. |[Numere ifare ote
3[A* .gdgol 10800|N, ;*c z?gcj::t;(; (1;:”“; :;ﬁ;:g;
3]AN 60l 180[N.z20| 360032 4. 14400
N.z20|  20|Bs. 160
219620 fzﬂma. m

Tubla de 1000Z*Cap.9° §.5 8.
IPmﬂ de A.| Produc.,  Numero, Diwviferes,| Poseft.B. Redadores,
2{A%. 60| 120[N.1000 120000(B*. 2|240000
: N.1000| 1000/B% 4| 4000
' [uma.} 244000
Figura 6 — Tablas para obtener el primer divisor del ejemplo 3°y los dos restadores
Fuente: Zaragoza (1669, p. 207).

Ahora, para la estimacion del siguiente digito se tendrian en cuenta solo las cifras mas

significativas. Nosotros, por claridad las usamos todas.

R, 471160000
D, 219620000

R, =R, —(20-3-1054%2B +20-3-10*AB% + 20-103B3 + 1000 -2 - 103AB + 1000
-102B2 4+ 10000 - 10B)
= 471160000 — (446560000 + 24400000 + 200000) =0

471160000 Keﬁduprg
446560, |4 207!
2;]-4-006.' 4+ 1000Z4°
~ 20000. . .}..10000%‘
471160000 |fuma

00 |R ¢fiduo 2*
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Figura 7 — Calculo del segundo residuo del ejemplo 3°
Fuente: Zaragoza (1669, p. 207).

Ahora A vale 104 + B, es decir A = 60 + 2 = 62. Y hacemos otro ciclo de calculos,

pero como el residuo es 0, entonces el siguiente digito es 0. Por lo que la solucion de la ecuacion

esx = 620.

>

En el caso de ecuaciones donde R, no tiene los suficientes digitos como para poder
hacer una separacion en grupos o cuando la potencia mayor es la que se resta, el
procedimiento es el siguiente:

Se selecciona la potencia mayor y la de mayor peso aparente del resto, a;x™ %
Sea a el cociente entero entre el coeficiente mayor y el menor

Sea k es la diferencia entre el grado mayor y el menor. Separamos a en grupos de k
digitos cada uno. El niimero de grupos es el ntimero de digitos de la solucion,
91,92, -, Im

El primer digito es x; =~ ’i/z

Como ejemplo, Zaragoza incluye —x* + 3469375x = 136215000.

Estimacion de los sucesivos divisores:

Para ecuaciones del tipo a; = 1,Vi € {0...n — 1}, utiliza como divisor todos los

términos que quedan de la potencia mayor, excepto el de menor peso.

Para el resto de ecuaciones, si a, = 1, utiliza todos los términos que quean de los

desarrollos de todas las potencias, excepto el de menor peso de la potencia agx™. Y si ay # 1,

utiliza todos los términos que quedan de los desarrollos de todas las potencias, sin excepcion.

Con el desarrollo de una ecuacidon genérica de tercer grado lo podemos ver mejor y

extrapolar a una ecuacion de cualquier grado.

aox3 + ax? + a,x =R,

ay(A+B)3+a,(A+B)? +a,(A+ B) =R,

ao(A + B)3 = ayA3 + 3ayA?B + 3ay,AB? + ayB3

a,(A+ B)? = a;A* + 2a,AB + a, B?

a,(A+B) = a,A+ a,B

Sy = apA3 + a; A% + a,A

R, =Ry — Sy = 3a9A%B + 3ayAB? + ayB3 + 2a,AB + a,B? + a,B

Sia;=1Vi €{0..n—1} = D, = 3a,4% + 3a,A

Bolema, Rio Claro (SP), v. 38, 230084, 2024 17



ISSN 1980-4415
X1 DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v38a230084

Siao = 1 ﬁDk = 3a0A2+3a0A+2a1A+a1+a2

Si3 -¢1:>{
Fe Sia, # 1= D, = 3a,A? + 3apA + ag + 2a,4 + a, + a,

En la Figura 8 esta representado el algoritmo de resolucién de ecuaciones generales
polindmicas, indicando los dos puntos clave, que son la estimacion del nimero de digitos de la
solucion y la seleccion de los términos adecuados para utilizarlos como divisor para estimar los

sucesivos digitos.

<aux" +a Xt et @ x = RD

Estimar el nimero de digitos de
la solucion m

1

Separa.r Roen m grupos de Seleccionar el divisor D; de entre los
digitos (g, g2 --gm) términos que contienen el siguiente digito B
Estimar el primer digito A mediante Estimar el siguiente digito
A= Y4 B Ri
!
Desarrollar los binomios T
ay-(A+B),a,-(A+B)" Y, ...,ap_y - (A+ B) Calcular S; con los términos que
T contienen al segundo digito B

1

Calcular Sy con los términos que

contienen sélo al primer digito A Calcular el siguiente residuo R;.; = R;—S;
Calcular el primer residuo R; =Ry — S, Nuevo A := 10A+B
i=1 i=i+1

|
Figura 8 - Resumen del algoritmo de resolucion que plantea Zaragoza
Fuente: elaboracion propia.

Como hemos visto anteriormente, el hecho de incluir tablas para desglosar los
célculos y la profusion de las explicaciones de cdmo se van realizando las operaciones
dotan al texto de un marcado caracter didactico. Si a eso le afadimos la gran cantidad de
ejemplos resueltos y la organizacion por capitulos de las diferentes combinaciones posibles
en las ecuaciones a resolver nos puede hacer pensar que es un texto muy util para la

ensenanza.

5 Conclusiones

El método general de resolucion de ecuaciones polindmicas desarrollado por José
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Zaragoza estd basado en el método de Viete (1600), bien por medio de €l o por medio de alguno
de sus difusores en Europa. Zaragoza incluye su método de resolucién en uno de los dos
libros de aritmética, en el denominado Arte Mayor. Esta configuracion no es la normal en
los libros del siglo XVI ni en los contemporaneos al suyo (Eroles; Massa Esteve; Blanco
Abellan, 2019). Esto nos indica que considera el método de resolucion de ecuaciones como
un método numérico que es una extension del método de calculo de raices.

El método general utiliza el desarrollo binomial para ir obteniendo los sucesivos
digitos de la solucién de la ecuacion, y tiene como puntos clave la identificacion del
término de mayor peso (que nos permitird obtener el numero de digitos de la solucion y el
primer digito) y la seleccion del divisor adecuado en cada caso para poder estimar los
sucesivos digitos. La mayor dificultad del proceso de resolucion aparece cuando hay
términos sumados y restados y cuando los coeficientes son grandes. Zaragoza pormenoriza
cada una de las posibilidades, lo que hace que el método sea un tanto tedioso ya que implica
gran cantidad de decisiones intermedias y calculos. Y esto ocurre en los primeros pasos del
proceso de resolucion, cuando hay que decidir cudl es la potencia dominante en la ecuacion,
establecer el nimero de digitos de la solucion y estimar el primero de ellos.

El siguiente punto clave es el de la seleccion del divisor adecuado para estimar los
siguientes digitos. En este punto, Zaragoza toma, de manera general, el mismo divisor de
Viete (1600), que consta de todos los términos de los desarrollos binomiales. Pero, de
manera particular, cuando el coeficiente de la potencia mayor es 1, desestima el factor de
menos peso del desarrollo de dicha potencia. Ademas, si todos los coeficientes de las
potencias de la ecuacion son unitarios, como divisor toma solamente los términos del
desarrollo de la potencia mayor, y esto es una mejora respecto a la versioén de Viete ya que
reduce el numero de operaciones a realizar en estos casos concretos. En resumen, para la
seleccion del divisor:

e Si el coeficiente de la potencia mayor es unitario, desestima el altimo término (el
de menor peso) del desarrollo de esta potencia mayor.

e Si todos los coeficientes son unitarios, utiliza como divisor sélo el desarrollo de la
potencia mayor.

e Para el resto de casos, utiliza los desarrollos de todas las potencias, tal y como hace

Victe.

En cuanto al lenguaje utilizado y la configuracion de las operaciones y resultados,
Zaragoza usa un lenguaje mdas simbodlico que Viete, lo que lo hace mas entendible y
generalizable. Ademas, el uso de tablas por parte de Zaragoza es de gran ayuda para organizar

los datos y entender el proceso de célculo.

Bolema, Rio Claro (SP), v. 38, 230084, 2024 19



ISSN 1980-4415
X1 DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v38a230084

La configuracion empleada por Zaragoza es muy exhaustiva y adecuada para la
ensenanza, ya que incluye en tablas casi todos los elementos, junto a su simbologia, necesarios
para realizar los calculos. Echamos de menos, quizas, un desarrollo simboélico previo al proceso
de configuracion y creacion de las tablas.

El método general de resolucion de ecuaciones expuesto por Zaragoza tuvo, en el siglo
XVII, gran difusion por Europa, pero finalmente fue sustituido por la adaptacion o modificacion
ideada por Newton (Plaza; Gutiérrez, 2013), con calculos més sencillos. Ademas, José Zaragoza
utilizo un lenguaje algebraico mas moderno y una capacidad didactica mayor que muchos de
sus contemporaneos europeos, principalmente por el uso de simbolos, por el lenguaje sencillo

de entender y por el uso ordenado de tablas.
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