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Resumen

La investigacion que se presenta en este articulo, tuvo por objetivo valorar la comprension que han alcanzado
futuros profesores de matematica sobre objetos matematicos de la divisibilidad. Para tal fin, se disefié y valido
un instrumento de indagacion, el que se constituye en un insumo valioso para revisar no solo las practicas que
llevan a cabo los futuros profesores de matematica, sino también, para explorar y potenciar la faceta del
conocimiento epistémico sobre la divisibilidad en los formadores de profesores. La resolucion de cada situacion
problema que compone el instrumento deja al descubierto funciones semioticas actuativas y argumentativas, y
una amplia red de relaciones conceptuales involucradas entre objetos matematicos primarios, lo que hace posible
valorar la comprension lograda de la divisibilidad.

Palabras clave: Ensefanza de la divisibilidad. Tipos de problemas sobre divisibilidad. Analisis ontoldgico y
semiotico. Comprension de la divisibilidad. Formacion de profesores.

Resumo

Este artigo apresenta uma pesquisa que teve como objetivo valorar a compreensdo que apresentam futuros
professores de matematica sobre os objetos matematicos relacionados a divisibilidade. Para tanto, foi elaborado e
validado um instrumento de investigag@o, que constitui um valioso contributo para revisar ndo apenas as praticas
realizadas pelos futuros professores de matematica, mas, também, para explorar e aprimorar a faceta do
conhecimento epistémico sobre divisibilidade em formadores de professores.

A resolugdo de cada situagdo-problema que compde o instrumento expde as fungdes semidticas performativa e
argumentativa, ¢ uma grande rede de relagdes conceituais envolvidas entre objetos matematicos principais,
tornando-se possivel avaliar a compreensao adquirida pelos professores sobre a divisibilidade.

Palavras-chave: Ensino de divisibilidade. Tipos de problemas sobre divisibilidade. Anélise semidtica e
ontologica. Compreensdo da divisibilidade. Formacao de professores.
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1 Introduccion

A partir del siglo XX, la Teoria de Numeros ocupdé un amplio espectro en la
matematica, destacandose el estudio de la Divisibilidad en el conjunto de los Numeros
Naturales. En la educacion formal, el estudio de esta tematica se inicia en la escuela primaria
o basica, cuando los alumnos trabajan con tareas que involucran divisores, multiplos, factores,
criterios de divisibilidad, factorizacion, maximo comun divisor, minimo comun multiplo,
clasificacion de numeros en primos o compuestos, entre otros.

En el siguiente nivel educativo (educacion secundaria, nivel medio o bachillerato,
dependiendo la denominacion que le otorgan los diferentes paises) se profundizan conceptos,
definiciones, algoritmos y rutinas con renovados problemas sobre Divisibilidad en el conjunto
de los Numeros Naturales, y se extienden algunas propiedades al conjunto de los Numeros
Enteros.

Al respecto, diversos reportes de investigacion (DUBINSKY, 1991; VERGNAUD,
1994; ZAZKIS; GADOWSKY, 2001; BODI, 2006; BODI; VALLS; LLINARES, 2007;
ESPINOZA, 2012; VALLEJOS-VARGAS, 2012), muestran que los alumnos, en esta etapa,
continiian teniendo dificultades para resolver tareas sencillas vinculadas con este contenido
matematico. Los reportes expresan, por ejemplo, que los estudiantes frecuentemente asocian
el concepto de divisor con la operacion de dividir y el concepto de multiplo con la operacion
de multiplicar, lo cual muestra una comprension incompleta del concepto de factor, entre otros
objetos matematicos involucrados. Otros, en cambio, realizan un intercambio constante e
incoherente entre el lenguaje formal y no formal, como por ejemplo, la expresion ser divisible
(relacion entre dos numeros) es sustituida por ser dividido (un nimero que puede ser dividido
por otro).

Culminando la educacion media, secundaria o el bachillerato, algunos estudiantes
escogeran carreras profesionales para ser maestros o profesores de matematica. Nuevamente
seran abordados, con mayor rigurosidad, los contenidos de la Teoria de Numeros en las
primeras materias, catedras o asignaturas de la formacion de profesores. El National Council
of Teachers of Mathematics (NCTM, 1989) explica que el abordaje de esta tematica
proporciona una comprension profunda a los maestros de las propiedades y las estructuras
numéricas. Asimismo, el informe de la Conference Board of the Mathematical Sciences
(CBMS, 2001) insiste sobre esta recomendacion, pero referida a la formacion de profesores de
matematica para la escuela secundaria.

Las investigaciones relacionadas con la Divisibilidad y futuros maestros o profesores
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de matematica, en el nivel superior o universitario, vuelven a ser numerosas y con resultados
dispares. Por ejemplo, Zazkis (2001) explora la red de relaciones que establecen diecinueve
estudiantes de magisterio entre los términos de multiplo, divisor y factor, en el ambito de un
curso de formacion, en el que se abordaron temas como el algoritmo de la division, divisores,
factores, multiplos, reglas de divisibilidad, numeros primos, numeros compuestos,
factorizacién en niimeros primos, minimo comuin multiplo y méximo comun divisor. Los
resultados sugieren que las relaciones, que matematicamente parecen claras y sencillas,
representan una red compleja para los estudiantes. Al resolver los problemas, las
aproximaciones que tienen los alumnos también demuestran que no utilizan totalmente las
vinculaciones matematicas de estos conceptos, dado que la mayoria de las veces son débiles o
incompletas.

En contraposicion, se tiene la tesis doctoral desarrollada por Feldman (2012), quien
describe el proceso llevado a cabo por 59 maestros en formacion en la comprension de topicos
de Teoria Elemental de Numeros (factores, divisibilidad, maximo comun divisor y minimo
comun multiplo). Al analizar los resultados, la investigadora sefiala que el estudio realizado
proporciona evidencias de que los maestros en formacion pueden desarrollar una comprension
profunda y relacional de este topico. Sugiere que, en investigaciones futuras sobre
comprension de objetos matematicos de la Teoria de Numeros, se preste atencion al trabajo
que los maestros desarrollan durante los periodos de instruccidon en las aulas. Asimismo,
sefiala que las tareas matematicas que requieren de la descomposicion factorial prima de un
nimero, como herramienta fundamental de la Teoria de Nuimeros, deben ser investigadas por
los efectos que producen en la comprension de los maestros en formacion.

En consecuencia, el objetivo de este trabajo fue disefiar y validar un instrumento que
permita valorar la comprension que han alcanzado los futuros maestros y profesores de
matematica, cuando inician estudios superiores o universitarios sobre la Divisibilidad. Se
pretende, a su vez, que el instrumento sea Util para realizar un diagnostico de las relaciones
matematicas construidas, o no, entre los topicos centrales que conforman la Teoria Elemental
de Numeros. Con este diagnostico inicial, el profesor formador podré disefiar tareas partiendo
de lo que, efectivamente, comprendieron los futuros maestros y profesores, logrando un

proceso cognitivo mas relevante y una comprension mas profunda sobre la Divisibilidad.

2 Marco tedrico

La nocion de comprension tiene multiples acepciones y numerosos investigadores en

Bolema, Rio Claro (SP), v. 34, n. 66, p. 294-313, abr. 2020 296



ISSN 1980-4415
EC DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v34n66a14

Educacion Matematica la caracterizan (GODINO, 2000, 2003; FONT, 2011; PINO-FAN;
GODINO; FONT, 2011, entre otros). En este trabajo se la entiende del siguiente modo, a
partir de una adaptacion expresada en el INFD (2010, p. 122):

Comprender un objeto matematico significa (...) producir, organizar y reorganizar la
red de relaciones que se deben establecer en la resolucion de una situacion
problematica (intra y extra-matematica) que “obliga” al funcionamiento del objeto,
los procedimientos o técnicas que se despliegan para resolverla, las definiciones,
propiedades, argumentos que validan las acciones realizadas, todas ellas soportadas
y reguladas por el lenguaje (...), propio de la Matematica, y la lengua natural.

Esta concepcion involucra al profesor en el disefio de buenas tareas de matematica
para la comprension y una gestion de la clase apropiada, para que el estudiante pueda ser
capaz de articular coherentemente y establecer relaciones entre seis elementos: las situaciones
problemas en las que participa el objeto matemadtico, los conceptos, las propiedades, los
procedimientos, los argumentos y el lenguaje. No obstante, tal como se sefiala en INFD
(2010), al reflexionar sobre esta acepcion, la pregunta que subyace de fondo es: ;cémo sabran
los profesores y los estudiantes que se ha alcanzado la comprension de determinado objeto
matematico?, ;jcomo se recaba informacion sobre la comprension alcanzada por un
estudiante?

Para encontrar respuestas a estas preguntas se recurre a constructos y herramientas del
Enfoque Ontologico y Semidtico del conocimiento e instruccion matematica (EOS) que
proponen Godino (2000, 2003) y Godino, Batanero y Font (2007). E1 EOS considera que toda
practica o actividad matematica esta centrada en la resolucion de problemas (en el sentido
mas amplio de su acepcion, los cuales van desde simples ejercicios a instancias de
modelacion), y se pueden encontrar algunos o todos de los siguientes elementos primarios:
situaciones problemas, conceptos, propiedades o proposiciones, procedimientos,
argumentaciones y lenguaje.

Estos seis objetos primarios que estan presentes en una practica matematica se
relacionan entre si formando configuraciones epistémicas o cognitivas (Figura 1). Las mismas
son entendidas como las redes de objetos intervinientes y emergentes de los sistemas de
practicas, y las relaciones que se establecen entre los mismos, y constituyen los elementos del
significado de un objeto matematico particular.

Las configuraciones pueden ser epistémicas o instruccionales, si son redes de objetos
institucionales (extraidas de un texto escolar, obtenidas de la clase que imparte un profesor
etc.); o cognitivas, si representan redes de objetos personales (actividad de los estudiantes).
Tanto los sistemas de practicas como las configuraciones se proponen como herramientas

teoricas para describir los conocimientos matematicos, en su doble version, personal e
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institucional (GODINO; BATANERO; FONT, 2007).

SITUACION PROBLEMATICA
Motivan _— -
—‘ Resuelven

E CONCEPTOS

= | PROPIEDADES

é / PROCEDIMIENTOS
ARGUMENTOS

Figura 1 — Configuracion Epistémica
Fuente: Adaptacion de D’ Amore, Font y Godino (2007, p. 59)

Se puede advertir que, en las configuraciones epistémicas, las situaciones
problematicas son las que le dan origen a la propia actividad matematica y las que vienen a
motivar el conjunto de reglas que aparecen en ella. El lenguaje, por su parte, sirve de
instrumento para accionar en la actividad matematica que acontece. Los argumentos, en tanto,
se entienden como practicas que aparecen para justificar las definiciones, procedimientos y
proposiciones, las que estan reguladas por el uso del lenguaje que, por su parte, sirve de
instrumento para la comunicacion. Cada objeto matematico, dependiendo del nivel de anélisis
que se quiera hacer, puede estar compuesto por entidades de los restantes tipos. Un
argumento, por ejemplo, puede poner en juego conceptos, proposiciones, procedimientos o
combinaciones entre ellos y, obviamente, estd soportado por el lenguaje.

La finalidad de estas configuraciones es analizar las practicas matematicas
describiendo su complejidad ontosemidtica. Esto induce a detectar y explicar conflictos
semiodticos que se pueden producir cuando se lleva a cabo estas practicas en un determinado
proceso de estudio.

En una situacion ideal y en una institucion dada, Godino (2003) sostiene que un sujeto
comprende el significado de un objeto o se apropia del significado de un concepto, si es capaz
de reconocer los problemas, definiciones, procedimientos, argumentaciones, propiedades y
representaciones caracteristicas, relacionarlo con los restantes objetos matematicos en toda la
variedad de situaciones planteadas por la institucion correspondiente.

Los distintos objetos primarios no resultan aislados entre si, sino que se vinculan a

Bolema, Rio Claro (SP), v. 34, n. 66, p. 294-313, abr. 2020 298



ISSN 1980-4415
EC DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1980-4415v34n66a14

través de las funciones semioticas construidas entre ellos. D’ Amore, Font y Godino (2007)
indican que una funcion semidtica estd caracterizada por una correspondencia entre un
antecedente (expresion, significante o representante) y un consecuente (contenido,
significado, representado) que establece un sujeto, persona o institucion de acuerdo con cierto
criterio. La correspondencia (representacional o instrumental) se constituye entre dos objetos
(ostensivos o0 no-ostensivos), cuando uno de ellos se pone en lugar del otro o bien uno es
usado por otro. Tanto el objeto inicial como final, en una funcidén semiética, pueden estar
constituidos por uno o varios de los objetos primarios, los que pueden desempeniar el papel de
expresion o de contenido en las funciones semidticas (GODINO, 2003).

Con la nocidn de funcidon semidtica, se evidencia el caracter netamente relacional de la
actividad matematica y de los procesos que difunden el conocimiento mateméatico. Como
podra observarse en la seccion de los resultados, de este trabajo emerge una clasificacion de
funciones semiodticas establecidas por futuros profesores: actuativas y argumentativas
(conceptuales, proposicionales, con contragjemplos y deductivas).

Font (2002) manifiesta que el hecho de comprender un objeto (ostensivo o no,
concreto o abstracto) por parte de un sujeto (persona o institucion) se interpreta en términos
de las funciones semidticas que tal sujeto puede establecer. Explica que cada funcion
semiotica implica un acto de semiosis por parte de un agente interpretante y forma un
conocimiento; razén por la cual, las funciones semioticas poseen un gran potencial como
herramientas metodoldgicas al momento de estudiar significados, particularmente, los

significados personales construidos por los estudiantes.

3 Metodologia

La metodologia de investigacion de este trabajo estd basada en el disefio (COBB;
GRAVEMEIJER, 2008) y fundamentada en el empleo de herramientas del EOS (GODINO,
2000, 2003, 2013; GODINO; BATANERO; FONT, 2007). En particular, se consideraron las
nociones de configuracion epistémica (para modelizar los sistemas de practicas institucionales
de referencia), configuracion cognitiva (para modelizar los sistemas de practicas personales
de los estudiantes) y funcion semidtica (para establecer relaciones conceptuales en sistemas
de practicas institucionales y personales).

En las investigaciones basadas en el disefio se deben considerar tres etapas: (1)
planificacion del experimento, (2) experimentacion y (3) andlisis retrospectivo de los datos

generados en el experimento (COBB; GRAVEMEIJER, 2008). En este estudio, las etapas se
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repitieron ciclicamente para poder realizar los ajustes necesarios al disefio del instrumento.

Para la primera etapa (planificacion del experimento), se elabord un marco epistémico
y didactico de referencia, modelizado a partir de configuraciones epistémicas referidas a la
Divisibilidad. No se tratd de un listado de contenidos desvinculados, como habitualmente
puede observarse en textos escolares, sino de un conjunto de objetos matematicos primarios y
las relaciones establecidas entre ellos. En particular, se tuvieron en cuenta:

- Los trabajos que estan centrados en el estudio didactico-matematico de redes de
relaciones entre objetos matematicos basicos de la Teoria de Numeros
(ETCHEGARAY, 1998; ESPINOZA, 2012).

- Las investigaciones que se han llevado a cabo con maestros o profesores durante la
formacion inicial (ZAZKIS, 2001; BODI, 2006; LOPEZ, 2016) sobre Divisibilidad.

- Los informes que se han realizado en las escuelas, con estudiantes o docentes
(maestros o profesores) en ejercicio de la profesion (BODI; VALLS; LLINARES,
2007; VALLEJOS-VARGAS, 2012) sobre Divisibilidad.

- Los reportes que ponen énfasis en la importancia de las distintas formas de
representacion de los numeros en la comprension de los contenidos de la
Divisibilidad (ZAZKISY; GADOWSKY, 2001; BROWN, 2002; ZAZKIS;
LILJEDAHL, 2004; BODI, 2006; BODI; VALLS; LLINARES, 2007).

- Las investigaciones que estan relacionadas con la comprension de un objeto
matematico (DISTEFANO, 2017; PINO-FAN; GODINO; FONT, 2013, entre otras).

- Los libros de texto escolares que se emplean para la ensefianza de la Divisibilidad en
Argentina (ocho destinados a estudiantes de escuela secundaria, basica o media y
cinco para la formacidén de maestros y profesores de matematica).

- Recomendaciones que devienen de los disefios y lineamientos curriculares
jurisdiccionales de Argentina sobre Divisibilidad.

A partir de las configuraciones epistémicas anteriores, se diseiid el primer instrumento
destinado a recuperar informacion sobre la comprension alcanzada por los futuros maestros y
profesores de matematica, cuando ingresan al nivel superior o universitario. Junto al
instrumento se construyd una matriz, o rubrica, que contiene las practicas matematicas
institucionales determinadas a priori para cada situacion problematica, segun diferentes
desempefios: novato, aprendiz, experto y distinguido.

Para diferenciarlos, se tuvieron en cuenta los siguientes aspectos: la pertinencia,
economia o adecuacion de los objetos de la Divisibilidad empleados en la resolucion

(especialmente procedimientos); la utilizacion de conocimientos adecuados como
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definiciones, proposiciones y propiedades en la resolucion de los problemas; y la
incorporacion de argumentos apropiados para validar las distintas producciones.

Arends (2004) sostiene que a través de las rubricas se logra una descripcion detallada
del tipo de desempefio esperado por parte de los estudiantes. Por tal razon, la rubrica se utilizo
como complemento del anélisis ontosemidtico del instrumento de indagacion.

Posteriormente, se realizd6 una prueba piloto (etapa de experimentaciéon) con
estudiantes del primer afio del Profesorado en Matematica del Instituto Superior de Formacion
Docente (ISFD) Dr. Juan Pujol, de la ciudad de Corrientes, Argentina. El proposito de esta
prueba llevo a reelaborar las consignas que podrian estar produciendo conflictos semidticos o
dificultades de comprension de términos o palabras, ajustar tiempo de resolucion y las
practicas matematicas que forman parte de la matriz de desempefio (etapa de analisis
retrospectivo de los datos).

Culminada la fase anterior, se inici6é un segundo ciclo de disefio. Para ello, se ajusto el
instrumento de indagacion y se realizd una validacion de su contenido usando valoracion
experta de pares académicos (cuatro docentes e investigadores idoneos en el area de
Matematica y Educacion Matematica, con el grado de doctor). En la etapa de experimentacion
se realizd una exploracion con futuros profesores de matematica que iniciaban sus estudios en
la Universidad Nacional del Nordeste (UNNE), de la ciudad de Corrientes, Argentina.

El tercer y ultimo ciclo de disefio del instrumento implicé ajustes que devienen del
analisis didéctico de los sistemas de practicas, desarrollados por futuros maestros y profesores
al enfrentarse con la resolucion de las situaciones problematicas, y atendiendo a las
observaciones y recomendaciones realizadas por los pares académicos. La focalizacion en la
identificacion de relaciones conceptuales, en las practicas personales, posibilitdé achicar el
nimero de problemas del instrumento, eligiendo un representante entre aquellos que
promovian el mismo tipo de dichas relaciones.

En la etapa de planificacion de este tercer ciclo de disefo, se puntualizaron las
principales relaciones entre objetos matematicos que quedan al descubierto en las
configuraciones cognitivas, definidas en términos de funciones semioticas. Ademas, se
mejoraron sustancialmente las practicas matematicas institucionales de la matriz de
desempefio, merced al analisis de las producciones de los alumnos que trabajaron con la
segunda version del instrumento.

La etapa de experimentacion se llevo a cabo a principios del afio 2018, en una de las
primeras clases de Algebra, con veinte futuros profesores de matematica de la UNNE, durante

dos horas de trabajo. Luego de haber analizado las practicas personales y confeccionar las
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configuraciones cognitivas, se convoco a varios de los futuros profesores para pedirles la
ampliacion de algunas producciones, relacionadas con la falta de claridad en el uso del
lenguaje, la aplicacion de ciertos procedimientos o algoritmos, el empleo de definiciones,
propiedades o deducciones, la ausencia de fundamentacion en las respuestas, entre otras.
Finalizado el tercer ciclo de disefio, se analizaron las configuraciones cognitivas de los
futuros profesores de matematica, detectando las funciones semidticas que establecen en la
resolucion de las situaciones problematicas del instrumento. Asimismo, se determinaron redes
de relaciones conceptuales involucradas en esas funciones semidticas. Teniendo en cuenta la
variedad y complejidad de los objetos matemadticos implicados en las funciones semidticas y
de la red de relaciones establecidas entre los mismos, se realizé una clasificacion de las

mismas, lo que permitio valorar la comprension que alcanzaron los profesores destinatarios en

Divisibilidad.
4 Resultados

Del marco epistémico y didactico de referencia se recuperan los siguientes tipos de
situaciones problematicas sobre Divisibilidad, expuestas en Espinoza (2019), y que estan
presentes en los libros de texto y reportes de investigacion sobre este objeto matematico:

- Dado el cardinal de una coleccion que se pretende subdividir en subcolecciones
equipotentes, determinar el nimero de subcolecciones de la particion, el cardinal
de cada subcoleccion y el resto.

- Determinar si un niimero a es divisor o factor de otro b, cuando b estd expresado
en base decimal, como producto de factores primos, con base en el algoritmo de la
division o la propiedad distributiva.

- Determinar si a, nimero natural o entero, estd expresado como producto de
factores primos, con base en el algoritmo de la division o en la propiedad
distributiva.

- Determinar si 0 es divisor o multiplo de todos los numeros.

- Determinar si 1 es divisor o multiplo de todos los numeros.
. . a_ b .. . ,
- Caracterizar las fracciones P cuando a es divisor de b, siendo a y b nimeros no

simultaneamente nulos.
- Determinar en qué condiciones, en una division, el divisor de la division es divisor

del dividendo.
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- Hallar maltiplos de un numero.

- Hallar un nimero conociendo una lista finita, exhaustiva y ordenada de sus

multiplos.

- Hallar todos los divisores de un numero.

- Dados los divisores (naturales o enteros), encontrar el nimero correspondiente.

- Decidir si un numero es primo, compuesto, cuadrado perfecto.

- Determinar la cantidad de divisores de un niimero.

- Determinar la paridad de la cantidad de divisores de un numero.

- Hallar un nimero con una determinada cantidad de divisores.

- Encontrar el minimo comun multiplo de dos 0 mas niimeros.

- Encontrar el maximo comun divisor de dos o més niimeros.

- Determinar si dos nimeros son coprimos.

Las situaciones problematicas que componen el instrumento de indagacién son, en
general, problemas particulares de algiin tipo de tareas de Divisibilidad involucrados en el
marco epistémico de referencia. Fueron adaptadas de las que se proponen en diferentes
investigaciones (ZAZKIS; CAMPBELL, 1996; ZAZKIS, 2000, 2001; ZAZKIS;
GADOWSKY, 2001; BROWN, 2002; ZAZKIS; LILJEDAH, 2004; BODI, 2006; BODI;
VALLS; LLINARES, 2007; LOPEZ, 2016) y las que estan presentes en los libros de texto
escolares que abordan la Divisibilidad.

Estas adaptaciones implicaron modificaciones en el enunciado de las consignas para
que la resolucion admitiera diferentes posibilidades de exploracién y argumentacion. En
consecuencia, permitiria a los futuros maestros o profesores de matematica tomar decisiones,
organizar sus intentos o modos para abordar la resolucion, recurrir a heuristicas o utilizar
distintas habilidades generales matematicas, reflexionar sobre sus intentos para sostenerlos o
descartarlos, establecer una manera de explicar el por qué de la respuesta y validar las
conjeturas que emergen del proceso. Este proceso se asimila al trabajo del matematico, lo que
legitima el tipo de actividad que se espera realizaria el profesor en el aula, y pone en
evidencia las relaciones entre objetos primarios que son necesarias para valorar la
comprension alcanzada por los sujetos.

Asimismo, se considerd que el instrumento de indagacién no tuviera demasiada
cantidad de tareas o que demandara mucho tiempo para su desarrollo, pues provocaria que los
futuros profesores dejaran inconclusas las resoluciones. En total se incluyeron diez
situaciones problematicas, las que son enunciadas a continuacion:

Problema 1: a) ;3 es divisor de 30?7, ;y de 473?, b) (3 es factor de 307, c) ;441 es
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multiplo de 7? Fundamenta tu respuesta.

Problema 2: Si se divide al numero a por el numero b, ;existe alguna condicion para
que b sea divisor de a? Justifica tu respuesta.

Problema 3: Todos los multiplos de un nimero, comprendidos entre 370 y 460 son:
380, 399, 418, 437 y 456. ;De qué numero se trata?, ;es inico? Explica como lo/s encontraste
y fundamenta tu respuesta.

Problema 4: 15a45 es un numero de 5 cifras, ;existe algin valor de a para que este
numero sea divisible por 3? En caso de que tu respuesta fuera afirmativa, indica todos los
posibles valores de a. Explica como lo hiciste y justifica tu respuesta.

Problema 5: se sabe que, si a y b son nimeros naturales y a es divisor de b, siempre a
es menor o igual que b. ;Sucede lo mismo si los nimeros fueran enteros? Identifica todas las
posibilidades para este caso y justifica tu respuesta.

Problema 6: jes posible que dos numeros distintos tengan los mismos divisores? Si tu
respuesta es afirmativa, indica en qué condiciones eso ocurre. Justifica tu respuesta.

Problema 7: teniendo en cuenta que: 187 = 11x17, ;son correctas las siguientes
afirmaciones?: a) 17 es divisor de 11x17, b) 11x17+1.870 es multiplo de 187, ¢) 11x17+16 es
multiplo de 187.

Problema 8: si fuera posible, escribe un nimero que tenga: a) exactamente cuatro
divisores naturales, b) mas de quince divisores naturales. Si te resultd posible, explica la
estrategia que usaste para encontrarlos y si no, explica por qué no es posible. En cualquier
caso, fundamenta tu respuesta.

Problema 9: en una estacion de colectivos, un bus para con una frecuencia de 18
minutos y el otro lo hace cada 15 minutos, ;habrd un encuentro posterior después de una
coincidencia? Si la respuesta fuera afirmativa, ;dentro de cuantos minutos, como minimo, se
encontrardn en esa estacion, después de haber coincidido en esa estacion los dos colectivos?
Fundamenta tu respuesta.

Problema 10: se tienen dos cuerdas que miden 240 cm. y 308 cm., se las quiere cortar
en trozos que tengan la misma longitud, ;cudl sera la mayor longitud en que se las puede
cortar, de forma tal que la longitud de corte sea la misma en ambas cuerdas y que no sobre
cuerda? Fundamenta tu respuesta.

Como parte del andlisis didactico, se resolvieron las situaciones problematicas del
instrumento narrando los procesos cognitivos que, a priori, se piensa que elaborarian los
futuros profesores, y que serian adecuadas o pertinentes de acuerdo con el nivel educativo

para el que esta destinado. Por cada practica de resolucion del instrumento se explicitaron los
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elementos de significados primarios y se determinaron las relaciones entre ellos, definidas en
términos de funciones semidticas. Mas precisamente, por cada practica se definid6 una
sucesion de funciones semidticas, considerando que generalmente el establecimiento de una
de ellas implica la determinacion de las anteriores.

A modo de ejemplo se expone el andlisis a priori realizado para la situacion
problematica 7, donde se explicitan los objetos matematicos primarios involucrados en la
practica institucional de resolucion. En esta practica no se trata de desplegar todos los
conocimientos que dispone el futuro maestro o profesor, sino, mas bien, de ilustrar los
procesos cognitivos que a priori se piensa que podrian desarrollar, y cuya practica es
considerada adecuada o pertinente.

Se resume a continuacion los aspectos centrales sefialados para la situacion
problematica.

a) Se puede afirmar que 17 es divisor de 11 X 17, pues es un factor de la
descomposicion factorial prima de 11 X 17. Esto es asi, pues teniendo en cuenta la definicion
de divisor (concepto), podemos decir que 17 es divisor de 11 X 17, en tanto existe un
numero, el 11, que multiplicado por 17 da por resultado 11 X 17.

b) El nimero 11 X 17 + 1870 estd escrito teniendo en cuenta la propiedad
distributiva. Como 11 X 17 = 187 y 1870 = 187 X 10, y en funcién de la propiedad
distributiva del producto respecto de la suma de numeros, al nimero en cuestion (11 X 17 +
1870) se lo puede escribir asi: 187 + 187 x 10. Ahora bien, 187 + 187 x 10 =
187 x (1 4+ 10) = 187 X 11 (concepto y procedimiento), y esta expresion dice que el
numero dado en la consigna del problema 11 X 17 + 1870 (que también puede escribirse
como 187 + 187 X 10) es multiplo de 187. Esto es asi pues 187 es divisor del mismo, por lo
que el nimero propuesto se puede escribir como 187 X 11 (concepto y argumento).

Entonces, si un nimero puede descomponerse en la suma de n productos con un factor
comun (basandonos en la propiedad distributiva), este numero es multiplo del factor comun
(propiedad).

c¢) El nimero 11 X 17 + 16 est4 expresado con base en el algoritmo de la division.
El dividendo es 203 = 11 X 17 + 16, el divisor es 17, el cociente es 11 y el resto 16.

El primer multiplo positivo de 187 es el mismo 187 y el multiplo consecutivo es:
187 + 187 = 374 (procedimiento). El nimero 11 X 17 + 16 = 203 estd comprendido
entre estos dos multiplos consecutivos de 187, pues 187 < 203 < 374. Por esta razdn se

puede afirmar que 11 X 17 + 16 no es multiplo de 187, dado que entre dos multiplos
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consecutivos de un nimero no existe otro multiplo (argumento).
La configuracion epistémica de la situacion problematica 7 resulta ser la que muestra

la Figura 2.

Situacion Problematica
Situacion intramatemadtica que implica determinar si un mimero escrito en base
10, como producto de factores primos, en funcidn de la propiedad distributiva o
el algoritmo de la division, es multiplo o divisor de otro nimero expresado en
algunas de estas mismas formas.

Lenguaje ﬁ {}
Verbal: C i
17 es divisor de L o o onceptos
11x17. Definicion de divisor y miltiplo.
Un nimero :> Definicion de nimero primo.
natural “a” es
divisor de un Propiedades
TITIETO niatural Sin=a.b, con n, a y b nimeros naturales, entonces n es multiplo
“b", si existe un deayb
numero nat_ural Propiedad distributiva del producto respecto de la suma de
¢, tal que a=b.c. niimeros naturales.
Numérico:
Distintas Procedimientos
operaciones. .. Expresar un nimero natural con base en la propiedad distributiva
\'A:I del producto respecto de la suma.
Simbélico: Realizar sumas reiteradas para hallar miltiplos consecutivos.
18?-:1111-?-}-16 _ Algoritmo de la division entre dos nimeros naturales.
187+16<187+18= Descomposicion factorial prima.
374

Arpumentos
17 es divisor de 11x17, pues lo justifica la definicién de divisor.
Ix17+1870 = 187+187x10 = 18Tx(1+10) = 187x11, por lo que 11x17+1870
es miltiplo de 187, pues 187 es divisor de 11x17+1870, teniendo en cuenta la
definicion de divisor.
Como [1x17+16 = 187+16 estd comprendido entre dos miltiplos
consecutivos de 187 (el 187 v el 187+187), se puede afirmar que 11x17+16
no es miltiplo de 187, yva que, entre dos multiplos consecutivos de un
nimero ne existe otro multiplo.

Figura 2 — Configuracion Epistémica de la situacion problematica 7
Fuente: Elaboracion propia

El anélisis a priori de la situacion problematica y el uso de la herramienta
configuracion epistémica resultaron utiles para analizar y evidenciar la trama de relaciones
que caracteriza la comprensidon matematica. En este caso, las funciones semiodticas (FS)
involucradas en esta configuracion son las siguientes:

FS1: entre el problema y el procedimiento de observar si un niumero p es un nimero
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primo de la descomposicion factorial de un nimero n, para decidir que p es divisor de n.

FS2: entre el procedimiento que consiste en observar si un niamero p es un primo de la
descomposicion factorial de un numero n para decidir que es su divisor y el concepto dado
por la definicion de divisor.

FS3: entre el problema y el procedimiento que consiste en expresar un nimero con
base en la propiedad distributiva (dejando explicito el factor comun) para decidir que el
numero en cuestion es multiplo de ese factor comun.

FS4: entre el procedimiento que conlleva escribir un numero con base en la propiedad
distributiva (dejando explicito el factor comun) y el concepto de divisor.

FS5: entre el procedimiento de escribir un numero con base en la propiedad
distributiva (dejando a la vista el factor comln) y la propiedad que expresa que cuando un
numero puede descomponerse en la suma de n productos con un factor comun (propiedad
distributiva), entonces este nimero es multiplo de ese factor comun.

FS6: entre el problema y el procedimiento de acotar el nimero 11x17+16 entre dos
multiplos consecutivos de 187.

FS7: entre el procedimiento de acotar el nimero 11x17+16 entre dos multiplos
consecutivos de 187, y el argumento que explica que aquel nimero no es multiplo de 187, ya
que entre dos multiplos consecutivos de un numero no existe otro multiplo.

Cabe aclarar que tanto en estas FS, enmarcadas en la referencia institucional, como en
aquellas identificadas en las practicas personales de los futuros profesores, que se exponen
mas adelante, la expresion corresponde al primer objeto matematico sefialado en cada una de
ellas, mientras que el contenido, al segundo objeto, el que queda explicito luego de la
conjuncion y.

A modo de complemento del analisis expuesto recientemente, pueden apreciarse otras
précticas institucionales de referencia en el Cuadro 1, el cual contiene la matriz de
desempefios o rubrica asociada a la situacion problematica 7. Se decide exponer dichas
practicas en el formato mencionado para facilitar la comprension de un lector que no es
experto en el marco tedrico de este trabajo, a pesar de que en el mismo se pueden distinguir

los objetos matematicos primarios.

Diferentes desempeiios para la situacién-problema 7

Novato

Aprendiz

Experto

Distinguido

Usar definiciones
rudimentarias de
Divisor y
Multiplo y
proceder asi:

a) 17 es divisor de

(a) Dividir 187 entre
17. (procedimiento)
Como se obtiene
cociente 11 y resto 0,
se tiene que 17 es
divisor de 187

(a) 17 es divisor de 187, pues
cumple con la definicién de
divisor, ya que existe el 11, tal
que 11x17 = 187 (concepto y
procedimiento).

(b) El niimero 11x17+1.870

a) 17 es divisor de 11x17,
porque es un factor de la
descomposicién factorial
prima de 11x17 (concepto y
argumento). En efecto, todo
factor p de la descomposicion
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11x17, porque 17
entra once veces

en 187
(17+17+17+..).
(concepto,
procedimiento 'y
argumento).

b) 2.057

(11x17+1.870) es
multiplo de 187
porque contiene
11 veces a 187
(187+187+...)

(concepto,
procedimiento 'y
argumento).

c) 203

(11x17+16) no es

multiplo de 187,
porque no
contiene un
numero exacto de
veces a 187
(concepto,
procedimiento 'y
argumento).

(concepto y
argumento).

(b)  Expresar el
nimero 11x17+1.870
en base decimal
(2.057) y dividirlo
por 187
(procedimiento).
Como el cociente es
Il y el resto 0, se
tiene que,
11x17+1.870 (o
2.057) es multiplo de
187  (concepto 'y
argumento).

(c) Expresar el
nimero dado en base

decimal: 203
(procedimiento).
Como la division

entre 203 y 187 no es
exacta, se tiene que
11x17+16 no es
multiplo de 187
(concepto y
argumento).

puede  escribirse  como:
187+187x10, que es igual a
187x(10+1) = 187x11
(procedimiento), o sea que
11x17+1870 es multiplo de
187, pues este numero por
definicion es divisor de
11x17+1870 (concepto).

(c) El nimero 11x17 = 187 es
el primer multiplo de 187,
mientras que el siguiente
multiplo es 187+187
(concepto). Como 11x17+16
= 187+16 esta comprendido
entre los dos miultiplos
consecutivos de 187 recién
indicados, 11x17+16 no es
multiplo de 187, dado que,
entre dos multiplos
consecutivos de un numero,
no existe otro multiplo
(propiedad y argumento).

factorial prima de un nimero a
es su divisor, pues a puede
expresarse como el producto
entre p y ¢, siendo q el
producto de todos los otros

factores primos de la
descomposicion factorial
prima de a, cumpliendo

entonces con la definicion de
divisor (concepto y
argumento).

b) 11x17+1.870 es multiplo de
187, ya que dicho numero es
la suma de otros dos multiplos
de 187, 11x17 y 1.870
(concepto y propiedad).

¢) 11x17+16 no es multiplo de
187, porque de los dos
sumandos, uno solo de ellos,
el 11x17, es multiplo de 187
(concepto y propiedad).

Cuadro 1 — Rubrica de desempefios de la situacion problematica 7
Fuente: Elaboracion propia

Para valorar la comprension alcanzada por futuros maestros y profesores de

matematica, es necesario determinar niveles de comprension. En cada nivel, se explicitan las

funciones semidticas pertenecientes al mismo y se procede al andlisis de las redes de

relaciones conceptuales involucradas. En el andlisis, se pone énfasis fundamentalmente en el

contenido de las funciones semioticas. Estos niveles se pueden definir en términos de la

variedad, riqueza matematica y complejidad de las relaciones conceptuales involucradas en

las funciones semidticas pertenecientes a ellos.

Ademas de la clasificacion en niveles de las funciones semidticas, el analisis de redes

de relaciones conceptuales puestas en funcionamiento por los futuros maestros y profesores

de matematica aporta sustanciales elementos para valorar la comprension. Estas funciones

semioticas pueden clasificarse:

Funcion semiotica actuativa: cuando su contenido es un procedimiento, una técnica,

una manera de hacer.

Funcion semidtica argumentativa: cuando su contenido es un argumento. Se

clasifican, a su vez:

- Argumentativa conceptual: la que tiene como contenido una justificacion dada

a través de una definicioén o concepto.
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- Argumentativa proposicional: cuando su contenido es una justificacion basada
en una propiedad.

- Argumentativa con contraejemplo: cuando su contenido es una justificacion
dada a partir de un contraejemplo.

- Argumentativa deductiva formal: cuando su contenido es una justificacion
basada en una deduccidon escrita formalmente en base a una cadena de
implicaciones, equivalencias o igualdades.

Una distincidén en niveles de comprension de las practicas de estudiantes (futuros
profesores) que se analizan, resulta ser el siguiente: al primer nivel pertenecen las funciones
semioticas actuativas (s6lo se emplean procedimientos, técnicas, rutinas y algoritmos); al
segundo, las funciones semioticas argumentativas conceptuales, proposicionales y con
contraejemplos; mientras que el tercer nivel incluye las funciones semidticas argumentativas
deductivas formales.

A modo de ejemplo, se describe la red de relaciones conceptuales involucradas en las
funciones semiéticas argumentativas deductivas formales, identificadas en las practicas
personales que se analizan (maximo nivel de comprension que podrian evidenciar los futuros
maestros y profesores de matematica).

FS que relaciona el problema de determinar si un numero expresado con base en la
propiedad distributiva es multiplo de otro, y la deduccion: 11x17+1180 = 187+187x10 =
187x(1+10) = 187x11, por lo tanto, 11x17+1180 es multiplo de 187.

Hay un reconocimiento que 11x17+1180 es un niimero. No hay necesidad de obtener
la expresion en base decimal del mismo para responder la pregunta acerca de si es multiplo de
187. En el desarrollo de la deduccion se ponen en funcionamiento conocimientos de tipo
procedimental, como sumar y obtener descomposiciones multiplicativas de un nimero.
Asimismo, se emplean definiciones y propiedades: la definicion de multiplo (la que indica
que un numero es multiplo de un factor de una descomposicion multiplicativa del mismo) y la
propiedad distributiva del producto respecto de la suma de niumeros naturales.

FS que relaciona el problema de determinar el orden que se establece entre dos
numeros, cuando uno es divisor de otro, y la deduccion: si a y b son numeros naturales y a|b,
se sabe que a<b. Si a|b, entonces, a|-b, siendo a>-b, considerando que a y b son numeros
naturales. En este caso, al ser el divisor mayor que el numero, el orden que se establece entre
ayben Zno es el mismo que en N.

Esta argumentacion deductiva, desarrollada en lenguaje simbdlico y natural, permite

responder la pregunta planteada. Puede apreciarse el establecimiento de una relacion entre las
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nociones de divisor y divide, ya que en el problema se pide relacionar dos nimeros, cuando
uno de ellos es divisor del otro, y en la argumentacion aparece planteada la relacion divide,
inclusive, con la notacion pertinente. En el desarrollo de la deduccion se aprecia la correcta
identificacion de los nimeros a y b en la relacion alb, como asi también, el uso de la
propiedad: si a|b, entonces, aj-b. La misma permite determinar que la relacion entre a y b,
cuando el primero es divisor del segundo, no es la misma en Ny Z.

FS que relaciona un problema de minimo comun multiplo, y la deduccion: como hay
una relacion de 5/6 entre las demoras de ambos buses, el que tarda mas tiempo (18 min.)
dara 5 vueltas y el que tarda menos (15 min.), 6 vueltas, para volver a encontrarse. El
primero realiza 5 vueltas en 90 min. y el otro, 6 vueltas en 90 min. O sea, se volveran a
encontrar a los 90 min.

Esta deduccion, desarrollada en lenguaje natural, permite responder la cuestion
planteada. Se establece una relacion entre los tiempos de demora de los buses a través de una
razén aritmética. Se deduce, a partir de esta relacion, la cantidad de vueltas que deben dar
ambos buses antes de volver a encontrase. Hay un reconocimiento del hecho de que el bus que
tarda mas tiempo en regresar a la estacion realizard menos vueltas hasta volver a encontrarse
con el otro bus que tarda menos, y viceversa. Con estos conocimientos, multiplicando
numeros naturales, se puede resolver el problema planteado. A su vez, este tipo de practicas

permite abordar problemas de minimo comtn multiplo entre dos nimeros naturales.

5 Reflexiones finales

El disefio, la descripcion y el analisis — previo y posterior — presentados, sobre el
instrumento de indagacion para valorar la comprension alcanzada en Divisibilidad, permiten
revisar las practicas que llevan a cabo los futuros profesores de matematica y, al mismo
tiempo, explorar y potenciar la faceta del conocimiento epistémico sobre esta tematica en los
formadores de profesores. Para estos ultimos, el analisis didactico de tareas también ayuda a
contar con buenas herramientas para interpretar las practicas matematicas de los estudiantes, y
mejorar las condiciones para elaborar y disefar propuestas de ensefianza pertinentes.

Asimismo, el analisis de las practicas de los futuros maestros o profesores de
matematica, en términos de funciones semioticas, pone en evidencia un gran nimero de
objetos matematicos primarios pertenecientes a la Divisibilidad. Esta situacion activa un
conglomerado de funciones semidticas entre los objetos primarios que es diferente para cada

uno de los niveles de comprension que puedan definirse localmente. En este sentido, las
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funciones semiodticas tienen un papel importante en el proceso relacional entre entidades (o
grupos de ellas) y permiten entender la comprension que alcanzan los sujetos sobre un objeto
matematico (FONT, 2002).

En las practicas de futuros profesores de matematica se pueden establecer, claramente,
tres niveles de comprension. Estos se determinan en términos de funciones semidticas que el
mismo sujeto puede establecer, en unas circunstancias fijadas, en las que se pone en juego al
objeto como funtivo (expresion o contenido). Asi, los que soélo establecen funciones
semioticas actuativas se los puede ubicar en el primer nivel de comprension alcanzado sobre
objetos matematicos de la Divisibilidad. Aquellos que, ademas, pueden establecer funciones
semidticas argumentativas (conceptuales, proposicionales y a partir de contragjemplos), se
encuentran en el segundo nivel de comprension. Finalmente, los que pueden establecer
funciones semioticas argumentativas deductivas formales, se ubicarian en un tercer nivel de

comprension sobre Divisibilidad.
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