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Resumen

En este trabajo se explora, de forma cualitativa, como estudiantes de tercer curso de educacion primaria (ocho,
nueve afios) abordan cuestiones sobre un problema de generalizaciéon que involucra una relacion funcional
(i(m)=3m+2) presentada pictéricamente. Bajo el uso de la Teoria Fundamentada se examinan las estrategias,
relaciones y representaciones empleadas por once estudiantes a través del andlisis de sus producciones escritas en
respuesta a una tarea en formato papel. Los resultados obtenidos muestran la variedad y el uso combinado de
estrategias de los estudiantes, asi como de las relaciones de covariacién y correspondencia, ocasionalmente
asociadas a un razonamiento proporcional que da cuenta de una ilusion de linealidad. Asimismo, se observa
particularizacion y generalizacion contextual en respuesta a una cuestion general. Se percibe la influencia de
aspectos geométricos de la representacion pictérica que presenta la relacion funcional en la resolucion de los
estudiantes. Se manifiesta la importancia del contexto del problema, de las relaciones numéricas entre cantidades
involucradas, del tamafio de las cantidades y de su caracter determinado e indeterminado para promover el
pensamiento funcional. Como consecuencia del estudio se derivan implicaciones en el disefio de tareas para este
fin en los primeros cursos.
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Abstract

This paper qualitatively explores how third-year primary school students (8-9 years old) approach questions about
a generalization problem that involves a pictorially presented functional relationship (i(m)=3m+2). Using the
Grounded Theory, the strategies, relationships, and representations used by 11 students are examined through the
analysis of their written productions in response to a paper-based task. The results obtained show the variety and
combined use of strategies by students as well as the use of covariation and correspondence relationships,
occasionally, under a proportional reasoning that accounts for an illusion of linearity. Likewise, particularization
and contextual generalization are observed when it comes to answering a general question. We can see the
influence of geometric aspects of the pictorial representation that presents the functional relationship in the
students’ resolutions. The importance of the problem context, of the numerical relations between the quantities
involved, of their size, and of their determinate/indeterminate character to promote functional thinking is
manifested. As a consequence of the study, implications are derived in the design of tasks to this end in the first
grades.

Keywords: Functional thinking. Strategies. Representation systems. Primary education. Early algebra.
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El early algebra puede entenderse como un enfoque particular para la ensefianza y el
aprendizaje temprano de las matematicas, como una propuesta curricular que enfatiza el
pensamiento algebraico desde las primeras etapas. Entre sus objetivos no estd adelantar el
algebra formal del curriculo de matematicas a la educacion infantil y primaria, sino emprender
la actividad algebraica de forma significativa y accesible para los escolares (CARRAHER;
SCHLIEMANN; SCHWARTZ, 2008) y promover su capacidad para usarla con sentido a través
de situaciones de aprendizaje basadas en contextos familiares para ellos. En este sentido, uno
de los principales fines del early algebra es favorecer la transicion de los nimeros, entendidos
como entidades particulares, a patrones numéricos y regularidades mediante un ejercicio de
abstraccion. Esto incluye la generalizacion de operaciones aritméticas como funciones
(CASTRO; RICO; CASTRO, 1995).

Desde una perspectiva curricular, segun lo establecido en Principles and Standards for
School Mathematics (NCTM, 2000, p. 37), al término de la etapa de educacion primaria el
alumnado debe ser capaz de (1) comprender patrones, relaciones y funciones; (2) representar y
analizar situaciones y estructuras matematicas usando simbolos algebraicos; (3) usar modelos
matematicos para representar y comprender relaciones cuantitativas; (4) analizar el cambio en
varios contextos. En linea con estas expectativas de aprendizaje, es notable y creciente el
numero de paises (e.g. Australia, Canada, China, Chile, Corea, Espafia, Estados Unidos, Japon,
Portugal etc.) que contempla actividad algebraica y aspectos del pensamiento funcional en el
area de conocimiento de matematicas de sus curriculos oficiales de educacion primaria
(ACARA, 2015; DGE, 2018; MEFP, 2022; MINEDUC, 2012; MOE, 2020).

En relacion con esto, surgen, de manera natural, interrogantes sobre el tipo y el disefio
de cuestiones destinadas a trabajar y promover el pensamiento algebraico. Desde una
perspectiva investigadora, conocer en detalle las producciones espontaneas de escolares al
enfrentarse por primera vez a cuestiones que involucran relaciones funcionales permite, por un
lado, establecer puntos de partida en el trabajo de la actividad algebraica con ellos y, por otro,
tomar conciencia sobre sus enfoques al ser expuestos a esta e identificar posibles errores.

La informacion derivada de dicha investigacion resulta de gran valor para el disefio de
este tipo de cuestiones. En este contexto, en el presente estudio adoptamos una aproximacion
funcional al early algebra (CARRAHER; SCHLIEMANN, 2007; SMITH, 2008), situando las
relaciones funcionales en el centro de los problemas empleados para promover y analizar la
actividad algebraica de escolares sin experiencia previa al respecto. Focalizamos nuestra
atencion en el andlisis de sus estrategias, de las representaciones que emplean y de las relaciones

entre cantidades que perciben, asi como en la deteccion de aspectos relevantes en el disefio de
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estos problemas, con el fin de inspirar y orientar practicas docentes que incluyan actividad
algebraica en estos niveles (DIAS-MORETTI; PEREIRA DAS VIRGENS; OLIVEIRA-
ROMEIRO, 2021; MESCOUTO; LUCENA; BARBOSA, 2021; VERGEL; ROJAS, 2018).

2 Marco conceptual y antecedentes

En el presente trabajo concebimos el pensamiento funcional segin la propuesta de Smith
(2008, p. 143), como el “pensamiento representacional que se enfoca en la relacion entre dos
(o mas) cantidades variables, especificamente los tipos de pensamiento que llevan de relaciones
especificas (casos individuales) a generalizaciones de esa relacion [entre cantidades]”. Este
autor propone tres modos de analizar patrones y relaciones: (1) recurrencia, que implica
encontrar una variacion dentro de una secuencia de valores; (2) covariacion, basado en el
analisis de como dos cantidades varian simultaneamente y mantienen ese cambio como parte
explicita y dindmica de la descripcion de una funcion (e.g., cuando x aumenta en uno, y aumenta
en tres); (3) correspondencia, basado en la identificacion de una correlacion entre variables
(e.g.,y es 3 veces x mas 2).

En su estudio, Stephens et al. (2012) reportaron que estudiantes de tercero a quinto de
primaria fueron capaces de sofisticar su analisis de las relaciones funcionales transitando de la
recurrencia a la covariacion y la correspondencia a medida que avanzaba el experimento de
ensefanza del que fueron participes. En contraste con este y otros trabajos similares
(MORALES et al., 2018; STEPHENS et al., 2012), que se identifican metodoldgicamente
como experimentos de ensefianza, en nuestro estudio tratamos de explorar esta situacion sin
intencionada mediacion didactica en el método, a modo de tabula rasa.

De acuerdo con las evidencias de investigaciones empiricas al respecto (e.g.,
BLANTON; KAPUT, 2005; MERINO; CANADAS; MOLINA, 2013), para explorar el
pensamiento funcional de escolares empleamos problemas de generalizacion lineal:
“cuestiones que requieren a los estudiantes observar y usar un patron lineal de la forma
f(n)=an+b con b#0” (STACEY, 1989, p. 1). Warren y Cooper (2006) observaron que alumnos
de nueve y diez afios de edad identificaron relaciones como la recurrencia y la correspondencia
y fueron capaces de generalizar al abordar este tipo de problemas.

En linea con las ideas expresadas por Hiebert y Carpenter (1992, p. 137), en este trabajo
entendemos las representaciones como “un producto del propio proceso del acto para capturar
un concepto o relacion matematica de alguna manera”. Concretamente, nos centramos en las

representaciones externas, aquellas que refieren a “objetos visibles o registros que expresan los
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puntos de vista de los estudiantes sobre una realidad particular”. Merino, Cafiadas y Molina
(2013) observaron que la mayoria de estudiantes de quinto de primaria, participantes en su
estudio, utilizé representaciones multiples al abordar cuestiones sobre una relacion funcional
presentada pictoricamente, siendo predominante la representacion verbal combinada con la
pictdrica o la numérica, y dejando de utilizarse la pictérica a medida que los estudiantes
avanzaban en las cuestiones.

La representacion algebraica formal, destacada entre los aspectos asociados al
pensamiento algebraico, se relaciona con el simbolismo y la generalizacion. Radford (2003)
sefala que la generalizacion algebraica de un patréon se basa en reconocer lo comin en
elementos de una secuencia, de modo que se pueda construir expresiones de elementos de la
secuencia que quedan mas alld del campo perceptivo. Para caracterizar la generalizacion,
Radford (2003) define tres niveles.

La generalizacion factual es una generalizacion de acciones (numéricas) en forma de
esquema operacional que queda ligado a lo concreto. El adjetivo factual trata de sugerir que las
variables aparecen de forma tacita en las formulas, ejemplificadas en nimeros especificos o
hechos en forma de una regla concreta (RADFORD, 2018).

La generalizacion contextual generaliza no solo las acciones numéricas sino, también,
los objetos de las acciones; va mas alla del &mbito de elementos concretos y se ocupa de objetos
genéricos que no pueden ser percibidos por los sentidos. Las formulas se expresan a nivel mas
general; las variables y su relacion se vuelven explicitas y se las menciona a través de elementos
contextuales (e.g., deicticos lingiiisticos espaciales) (RADFORD, 2018).

Por ultimo, la generalizacion simbolica aborda el proceso de desubjetivacion que
impone el funcionamiento del lenguaje algebraico, representando en general todos los
elementos del patrén o la sucesion en cuestion.

Adoptamos la nocién de estrategia en el sentido de Rico (1997, p. 31), como un
“procedimiento o regla de accion que permite obtener una conclusion o responder a una
cuestion haciendo uso de relaciones y conceptos, generales o especificos de una determinada
estructura conceptual”. En un problema de generalizacion basado en la funcion c(p)=p+3,
Morales et al. (2018) reconocieron cuatro tipos de estrategias empleadas por estudiantes de
primero de primaria: la respuesta directa, el conteo, la generalizacion y la operatoria,
identificando esta Gltima como predominante.

Asimismo, concebimos una farea matemdtica escolar como “una propuesta que solicita
la actividad del alumno en relacioén con las matematicas y que el profesor planifica como oferta

intencional para el aprendizaje o como instrumento para evaluacion del aprendizaje”
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(MORENO; RAMIREZ, 2016, p. 244). Notense las diferencias semanticas entre tarea y
problema de generalizacion en este trabajo. Con tarea referimos al instrumento didéctico
(formulacion — informacion proporcionada y demandada, representaciones empleadas —
enunciado, metas de aprendizaje etc.) que presenta y pregunta acerca de un problema, mientras
que con problema de generalizacion referimos a la situacion problematica en si.

Distintas investigaciones han revelado la relevancia de ciertos aspectos en el disefio de
tareas sobre problemas de generalizacion. Warren y Cooper (2006) confirmaron que el orden
de los datos numéricos en las tablas de funciones importa en la deteccion de relaciones
funcionales por parte de estudiantes. Asimismo, a través de su estudio empirico sobre
pensamiento funcional, Tanigh (2011) detectd que el orden creciente en que se mostraban los
datos en las tablas de funciones de las tareas de su intervencion favorecié relaciones menos

sOlidas como la recurrencia.

3 Objetivos de investigacion

Este trabajo forma parte de un proyecto de investigacion mas amplio, destinado al
estudio cualitativo del pensamiento funcional de alumnado de educacion primaria. En el
contexto de un problema de generalizacion contextualizado basado en la funcién i(m)=3m+2,
presentado a estudiantes de tercero de primaria, establecemos los siguientes objetivos de
investigacion: (1) identificar y describir las estrategias de resolucion y las representaciones
empleadas por tales estudiantes; (2) reconocer y describir las relaciones entre variables y las
reglas funcionales usadas por ellos; (3) detectar aspectos relevantes para el disefio de tareas

dirigidas a promover el pensamiento funcional de estudiantes de este nivel educativo.

4 Metodologia

Realizamos un estudio de investigacion cualitativo y descriptivo mediante una

intervencion de aula con los participantes y el instrumento descritos a continuacion.
4.1 Participantes
Un grupo de clase de once estudiantes de tercero de primaria (ocho, nueve afios) de un

Colegio Publico de Educacion Infantil y Primaria urbano localizado en la ciudad de Cérdoba

(Espafia) particip6 en el estudio. Este grupo fue seleccionado de manera intencional, con base
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en sus caracteristicas (curso, nimero reducido de estudiantes, actitud participativa de los
mismos) y el interés mostrado por su maestro de matematicas en el presente estudio.

En general, los participantes poseian los conocimientos y habilidades matematicas
contempladas en el curriculo escolar espaiiol vigente en el tiempo de desarrollo de la fase de
intervencion del estudio (MECD, 2014). No habian recibido instrucciéon en el aula sobre
relaciones funcionales y tampoco tenian experiencia previa con el tipo de tareas utilizadas en
la intervencion. Desde su educacion infantil habian estado trabajando el calculo a través de
métodos Abiertos Basados en Numeros (CERDA et al., 2018) y la mayoria contaba con buenas
habilidades de célculo. En el tiempo de desarrollo del estudio eran capaces de realizar
operaciones aritméticas con numeros relativamente grandes (e.g., 48%25, 998x7) mediante

calculo mental en tan solo unos segundos, lo que les entusiasmaba y motivaba notablemente.

4.2 Instrumento y desarrollo de las sesiones

La intervencion en el aula se llevo a cabo en el horario regular de clase de Matematicas,
durante el segundo trimestre de los tres de un curso escolar espafiol. Constd de tres sesiones de
trabajo de 90 minutos cada una. En general, el desarrollo de cada sesion se estructurd6 como
sigue: (1) exposicion oral de un problema de generalizacion al grupo de clase por parte de la
investigadora con el apoyo de representaciones en la pizarra, ejemplificaciones, cuestiones etc.;
(2) trabajo interactivo con el grupo de clase sobre casos particulares del problema; (3) trabajo
individual de los participantes en sus hojas de tarea, sin recibir informacion externa sobre la
correccion de sus respuestas o la idoneidad de sus estrategias; (4) puesta en comun sin
validacion o institucionalizacion del conocimiento: los estudiantes compartian a voluntad con
el grupo de clase cdmo habian respondido a las cuestiones.

El maestro de matematicas del grupo también estuvo presente en cada una de las
sesiones de trabajo. En la primera sesion, los participantes trabajaron sobre una tarea basada en
la relacion funcional entre la cantidad de golosinas compradas (c) en una determinada tienda y
la cantidad de golosinas obtenidas (o), incluyendo esta ultima una cantidad fija de golosinas
(adicional a las compradas) de regalo por parte de la tienda. Esta tarea presentaba tablas de
datos de estas dos variables correspondientes a distintas tiendas (funciones o;(c)=c+I;
02(c)=c+2; o03(c)=2c) y planteaba cuestiones al respecto (e.g., identificar el nimero de

golosinas regaladas por cada tienda en una compra).
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En una sala de celebraciones, todas las mesas tienen esta forma. En una mesa, los invitados

A\ /o

.4

/N

(1) ;Cudmtos invitados podrian sentarse en 3 mesas unidas de esa misma manera? ;Cémo lo sabes?

se sientan asf

Si hay mas invitados, las mesas se unen asf.

(2) ¢Cudmros invitados podrian sentarse en 6 mesas unidas de la misma manera? ;Cémo lo sabes?
(3) ;Cudmtos invitados podrian sentarse en 8 mesas unidas de la misma manera? ;Cémo lo sabes?
(4) (Cudntos invitados podrian sentarse en 50 mesas unidas de la misma manera? ;Cémo lo sabes?

(5) Explica como sabes el mimero de invitados que pueden sentarse si sabes el niimero de mesas

Figura 1 — Enunciado del problema de generalizacién
Fuente: elaboracion propia (adaptado de BLANTON, 2008).

La Figura 1 muestra la tarea del problema de generalizacion (adaptado del trabajo de
BLANTON, 2008) propuesto a los estudiantes en la segunda sesion, cuyas producciones
escritas analizamos en este articulo. Ademas de aspectos aritméticos y algebraicos compartidos
con tareas del resto de sesiones, esta incluye aspectos geométricos, lo que motivo el andlisis
detallado de los datos recogidos sobre ella.

Otras adaptaciones del problema son empleadas en los trabajos de Lopez Centella
(2019), Merino, Canadas y Molina (2013) y Papadopoulos et al. (2020), entre otros. A
continuacion se indican las variables de tarea consideradas en la version empleada en este
trabajo.

* Sistema de representacion. Para el planteamiento de la relacion funcional se opt6 por
una representacion pictorica basada en un ejemplo genérico ilustrado por la disposicion de los
invitados en torno a una mesa (caso unidad) y por la unién de dos mesas.

* Tamafio de las cantidades. Se incluyeron tres cuestiones sobre casos cercanos de la
relacion funcional: valores entre 1 y 10 de la variable considerada independiente; y una cuestion
sobre un caso lejano: valor relativamente mayor y alejado de los anteriores (50).

* Orden de aparicion de las cantidades: se decidid ordenar las cuestiones segiin un orden
creciente de los valores de la variable involucrada en ellas.

* Determinacion/indeterminacion de las cantidades: se incluyeron cuatro cuestiones
basadas en valores determinados de una variable, y una cuestion solicitando explicacion del
procedimiento seguido para conocer a partir de un valor indeterminado de esta variable el valor
de la otra.

En la fase (4) de la intervancion de la segunda sesion los participantes trabajaron sobre
esta tarea. Las fases previas (1), (2) y (3) se basaron en la relacion funcional i(m)=2m. Dicha
relacion fue ilustrada a través de una mesa cuadrada con un invitado a cada lado de la mesa.
Tras los comentarios e interacciones sobre esta (mas simple) situacion, el problema de la Figura

1 fue presentado a los participantes sin mediacion adicional de manera intencionada.
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4.3 Analisis de datos

Las fuentes de informacion empleadas en el estudio comprenden las hojas de trabajo
recogidas de los estudiantes participantes y las notas de campo de hechos considerados
relevantes por el equipo investigador durante el desarrollo de las sesiones. Como unidades de
analisis se identifican cada una de sus respuestas a las cuestiones de la tarea de la Figura 1. La
primera fase del andlisis de datos consistid6 en multiples y exhaustivas revisiones de las
producciones escritas de los participantes. En la segunda fase, con base en la Teoria
Fundamentada (CORBIN; STRAUSS, 1990) y en trabajos de investigacion relacionados (e.g.
MORALES et al., 2018), se establecid6 un sistema de categorias de estrategias y de
representaciones.

En relacion con las estrategias, consideramos las siguientes: (1) recursiva, cuando el
estudiante obtiene su respuesta sobre un caso a partir de su respuesta sobre otro anterior y una
regularidad detectada entre casos; (2) operacional, basada en la realizacion de operaciones
aritméticas mediante calculo mental o célculo registrado por escrito; (3) conteo de dibujos, en
la que el estudiante obtiene y justifica su respuesta a una pregunta por medio del recuento de
dibujos que para ello realiza; (4) particularizacion, si se alude a un caso particular como
respuesta a una pregunta general; (5) linealizacion, cuando en su razonamiento el estudiante
usa implicita o explicitamente la propiedad f(ax)=af(x) (donde f representa una funcion, x su
variable y a un escalar), con independencia de que f'satisfaga o no dicha propiedad.

Adicionalmente, analizamos si los estudiantes evidencian indicios de generalizacion en
sus procesos de resolucion del problema y, en su caso, el tipo de generalizacion.

En cuanto a las representaciones, distinguimos: (1) numérica, (2) verbal y (3) pictorica.
En lo que refiere a la pictdrica, examinamos si ambos elementos — las mesas y los invitados —
solo uno o ninguno de ellos fueron representados; la correccion del numero de invitados
representados por mesa (en su caso) y la precision de la forma de las mesas representadas en la
produccion de cada estudiante. Por razones de privacidad, en nuestro anélisis de datos y en la
presentacion de resultados, los nombres de los participantes se han reemplazado por las
etiquetas E1, E2,..., E11 y las cuestiones del problema de la Figura 1 se han codificado como

Cl1, C2, C3, C4 y C5 segun su orden de aparicion en el enunciado.

5 Resultados y discusion
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En primer lugar, es importante sefalar que los estudiantes no estaban familiarizados con

la forma del trapecio. Tras presentarles el problema, su maestro de Matematicas confirmé que

aun no la habian estudiado en clase. Trabajar con esta figura fue un desafio para muchos.

5.1 Representaciones

Todos los estudiantes emplearon representaciones numéricas y verbales en sus

respuestas. La mayoria evidencidé ser capaz de explicar por medio de un sistema de

representacion verbal la forma en que obtuvo sus respuestas, aunque solo las descripciones de

cuatro de ellos se corresponden con la relacion funcional en juego. La Tabla 1 informa sobre

sus representaciones pictoricas: nueve de los once estudiantes realizaron dibujos auxiliares,

aunque cinco de ellos no representaron correctamente el nimero de invitados por mesa.

Tabla 1 — Caracteristicas de las representaciones pictoricas de los estudiantes

Incluye dibujo de mesas Incluye dibujo de invitados N° invitados por mesa Forma de mesa

El 4 14 X X

E2 < X NA <
E3 4 < X 4
E4 4 4 X X

E5 4 < X X

E6 < 4 < X

E7 X X NA NA
E8 X X NA NA
E9 & X NA

E10 4 < X 4
E11 4 4 < v

NA: No aplica; & : Si/Correcto; X: No/Incorrecto

Fuente: elaboracion propia.

Encontraron dificultad para representar hileras de mesas con forma de trapecio unidas

tal y como se muestra en la tarea (Figura 1). Varios alumnos representaron las mesas con formas

similares a romboides, rectangulos o cuadrados (Figuras 2, 3 y 4).

¢Cudntos invitados podrian sentarse en 6 mesas unidas de la misma manera? ;Cémo lo sabes?

m PO\,
¢Cudéntos invitados podrian sentarse en 8 meSas unidas de tamisma ¢Cémo lo sabes

Qe »%c-ﬁ-s

Figura 2 — Representacion de hilera de mesas
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Fuente: produccidn escrita de la estudiante E9.

(1) ¢Cuéntos invitados podrian sentarse en 3 mesas unidas de esa misma manera? ;Como lo sabes?

/{ L' " PUOA j{)r\“\fl(\dok)/\‘\’“‘cbm oo A

Po/\'.ﬂﬁ do Aep —~a A l' I <

lad?j padrian sentarse en 6 mesasunidas de la mismh manera? £ Cémo lo sabes?
30 0608

~”«)/wm b\l ¢

Q6 : ey g Pos,
Ce) (m(p(quol 9 &
(&) Lc@@vn@ pdgpn méné mesas unidg}ﬂ; la misma manera? ;Cémo lo sabes?
= 20002
=)
ST YA M A5 g
G60C000 20 ©° N
12 0p oo R CON o o
gé ¢ Pl S Broy
Loy Laolom qoéo I oy %Y
(4) ;Cuéntos invitados podrian sentarse en S0 mesas unidas de la misma manera? ;Cémo lo sabes?
7 ST

(LIl lo e

(5) Explica cémo sabes el nimero de invitados que pueden sentarse si sabes el nimero de mesas.

Figura 3 — Representacion de hilera de mesas e invitados
Fuente: produccidn escrita de la estudiante E5.

En algunos casos, esto condiciond el nimero de invitados que representaron por mesa,
ya que tendieron a dibujar el mismo numero de invitados en cada lado debido a la similar
longitud de dichos lados en sus dibujos, lo que tuvo un impacto en sus respuestas (Figura 3).
No obstante, esto también se observd en la produccion de algun estudiante que si habia
representado adecuadamente la forma de trapecio: en aquellos lados de las mesas que en su
dibujo lucian lo suficientemente largos para ubicar a dos invitados, asi lo hizo, con
independencia del lado de la mesa de que se tratara (ver, por ejemplo, el lado inferior de la
tercera mesa en la primera hilera de mesas en la Figura 5).

Por otro lado, las observaciones de algunos participantes (Porque arriba y abajo puede
haber dos sillas y arriba y abajo puede haber 1 silla, Estudiante E6, 2019) evidencian su
entendimiento de la situacion, lo que favorecid respuestas consistentes con su concepcion de la

relacion funcional pese a la inexactitud de la forma de las mesas de sus dibujos (Figura 4).
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Si hay mas invitados, las mesas se unen asi:
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Figura 4 — Explicacion
Fuente: produccion escrita del estudiante E6.
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¢Cuéntos invitados podrian sentarse en 6 mesas unidas de la misma manera? ;Cémo lo sabes?

Figura 5 — Representacion de hilera de mesas e invitados
Fuente: produccidn escrita del estudiante E10.

Esto pone de relieve diferentes usos de las representaciones pictoricas, por parte de los
estudiantes, en sus producciones: algunos basaron sus respuestas en lo que fueron capaces de
ver y descubrir a través de sus dibujos, mientras que otros los usaron como un apoyo visual, de
caracter auxiliar y secundario, a lo que por otros medios ya habian conceptualizado.

Por otro lado, los errores en las representaciones pictoricas de algunos participantes se
vieron reflejados en los nimeros que manejaron en sus razonamientos, pero en general no les
impidieron percibir la existencia de una relacion entre las variables nimero de mesas y numero
de invitados (que de hecho usaron para la obtencidon de sus respuestas).

A continuacion, ejemplificamos actuaciones de los estudiantes. Tanto en imagen como
en texto, sus respuestas se reproducen tal y como fueron producidas originalmente, incluyendo

faltas de ortografia e inconsistencias gramaticales en su caso.

5.2 Relacion de covariacion
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Aunque comete errores numéricos, la estudiante E1 manifiesta pensamiento

covariacional en sus respuestas a las primeras preguntas, como muestra la Figura 6.

¢Cuéntos invitados podrian sentarse en 3 mesas unidas de esa misma manera? ;Cémo lo sabes?
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Figura 6 — Covariacion
Fuente: produccion escrita de la estudiante E1.

En su resolucion, E1 identifica que cada mesa adicional permite acomodar a cuatro
invitados mas, como refleja en C1. Para obtener el nimero de invitados que podrian sentarse
en seis mesas, parte de que en cuatro mesas podrian sentarse quince invitados y a 15 suma 4
dos veces. Asi, El refleja en la variable nimero de invitados el cambio que considera
correspondiente al aumento en dos unidades (de 4 a 6) de la variable nimero de mesas.

El estudiante E7 también evidencia pensamiento covariacional en su produccion escrita
(Figura 7):

(Cl): 11 porque siempre se suma 3.

(C2): 22 porque si tres son 11 el doble es 6 entonces serdan 22.

(C3): 28. Porque 6 son 22 le sumo 6 son 28.

(C4):165 porque en 10 hay 33 y 50 es 5 veces 33 (Estudiante E7, 2019).

Este estudiante parece percibir el aumento en 3 unidades de la variable numero de
invitados por cada aumento en una unidad de la variable nimero de mesas. Asi, en la cuestion
C1 sobre el nimero de invitados en tres mesas suma 3 a los ocho invitados de dos mesas,
obteniendo once como respuesta. Siguiendo esto, en C3, y bajo su consideracioén de que en seis
mesas pueden sentarse 22 invitados, suma 6 (2-3) a 22 para obtener el nimero de invitados que
pueden sentarse en ocho mesas. Curiosamente, al abordar las cuestiones C2 y C4 el estudiante
percibe otras relaciones y se vale de ellas para dar sus respuestas. En particular, establece una
relacion multiplicativa del doble entre el dato provisto en la C1 (tres mesas) y el provisto en la
C2 (seis mesas), proporcionando como respuesta a la C2 el doble (22 invitados) de su respuesta
a la Cl (once invitados). Seguidamente, en la C4, vuelve a establecer una relacion
multiplicativa: detecta 5 como razén entre 50 y 10 y, apoyandose en su consideracion de que
en 10 [mesas] hay 33 [invitados], multiplica 33 por 5 para obtener 165 invitados como respuesta
al nimero de invitados que podrian sentarse en cincuenta mesas.

En ambos casos anteriores, E1 y E7 obtienen sus respuestas identificando un cambio en
la cantidad de mesas y aplicando el cambio que consideran correspondiente a este en la cantidad

de invitados de acuerdo con sus propios razonamientos y observaciones.
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Figura 7 — Covariacion
Fuente: produccion escrita del estudiante E7.

5.3 Relacion de correspondencia

Las estudiantes E2 y E9 usan una relacion de correspondencia para responder a la
cuestion C4 que involucra un caso lejano (Figura 8). Seguidamente, en la C5 tratan de describir
verbalmente la regla funcional asociada. Sus descripciones dan cuenta de una generalizacion
que, pese a la elipsis de lo indeterminado (la variable no se menciona explicitamente en ellas,
aparentemente por ser sobreentendida) catalogamos de contextual, pues generalizan acciones

numéricas y van mas alla del ambito de nimeros especificos.

¢Cuintos invitados podrian sentarse en 50 mesas unidas de la misma manera? ;C6mo lo sabes?
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Figura 8 — Correspondencia y generalizacion
Fuente: producciones escritas de las estudiantes E2 (izquierda) y E9 (derecha).

5.4 Estrategia de particularizacion

El estudiante E7 trata de responder a la cuestion general C5 por medio de un caso
particular (Figura 9):

Porque si en una hay 5 en otra hay 8 siempre se suman tres (Estudiante E7, 2019).
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Figura 9 — Estrategia de particularizacién
Fuente: produccion escrita del estudiante E7.

5.5 Estrategia de conteo de dibujos

Sus dibujos y explicaciones verbales dan cuenta de la estrategia de conteo de dibujos
empleada por E5 (anterior Figura 3):

(C1) 14. Pues juntando una mesa mas y poniendo dos en cada silla.
(C2) 26. Juntando las 6 mesas y poniendo a los imbitados.

(C3) 36. Uniendo 8 mesas y poniendo los imbitados.

(C4) No lo s¢ (Estudiante ES, 2019).

En cada respuesta, la cantidad indicada coincide con el numero de formas circulares
dibujadas como representacion de los invitados. Debido a la fuerte dependencia de sus
respuestas respecto de estas representaciones, la cuestion C4 sobre el caso lejano estuvo fuera

de su alcance y la C5 fue dejada en blanco. El estudiante E3 exhibid una actuacion similar.

5.6 Estrategia de linealizacion

Tras dar como respuestas quince, treinta, cuarenta y 250 invitados, respectivamente, a
las cuestiones C1, C2, C3 y C4, el estudiante E8 brinda la siguiente explicacion en la C5 (Figura
10, izquierda):

Porque en una mesa se sientan 5 invitados, en 8 mesas 40. Lo hago multiplicando (Estudiante
E8, 2019).

Este alumno (E8) consider6é el caso unidad como referencia de una relacion de
proporcionalidad, empleando una estrategia de linealizacion en todas sus respuestas (usé i(a 1)
= a i(1) para cada numero a indicado en las cuestiones, considerando i(1)=5).

Por su parte, el estudiante E7 también empled una estrategia de linealizacion en varias
de sus respuestas, usando en su razonamiento lo siguiente: i(6) =i(2-3) =2i(3) =2-11 =22 e
i(50) =i(5-10) = 5i(10) = 5-33 (anterior Figura 7).

En la misma linea, E4 evidencid un razonamiento basado en una regla de
proporcionalidad, considerando cuatro invitados por mesa. Dibuj6 todas las mesas separadas y
cuatro invitados en cada una (Figura 10, izquierda). En contraste con la produccion de E8
(Figura 10, derecha), E4 se percata de que no todos los lados de las mesas pueden acomodar un
invitado cuando se trata de varias mesas. Sin embargo, ignora que, en general, no es suficiente

descontar un solo invitado de cada mesa.
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Figura 10 — Estrategia de linealizacién
Fuente: producciones escritas de los estudiantes E4 (izquierda) y E8 (derecha).

5.7 Estrategia recursiva

El estudiante E6 (anterior Figura 4) respondi6 asi a la C1:

11 invitados, porque va de tres en tres (Estudiante E6, 2019).

notando que, con cada mesa adicional, se pueden sentar tres invitados mas. Con la ayuda de
dibujos de casos particulares anteriores (una, dos y seis mesas) en los que estaban representados
los dos invitados de los extremos, obtuvo respuestas correctas a las primeras cuestiones
aplicando recursividad basada en la suma de 3 unidades. Esta estrategia no le resulto operativa
para el caso lejano (cincuenta mesas, sin datos de casos cercanos anteriores) y E6 oper6 sobre
el nimero de mesas dado. De sus respuestas anteriores infirié que multiplicar el nimero de
mesas por 3 daria el numero total de invitados, olvidando los dos invitados sentados en los
extremos:

150 invitados. 50 %3 invitados = 150 invitados (Estudiante, E6, 2019).

5.8 Estrategia operacional

En su actuacion, nueve de los participantes efectuaron operaciones aritméticas (suma,
multiplicacion, o suma y multiplicacién) para responder a algunas de las cuestiones (ver, por

ejemplo, las Figuras de la 6 ala 9).
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Las Tablas 2 y 3 resumen las estrategias e indicios de generalizacion (de tipo contextual
en los cuatro casos que ha sido detectada) en las producciones de los estudiantes, y las reglas y
relaciones que subyacen a sus respuestas. Con cardcter general, se ha considerado que un

participante emplea una estrategia, regla o relacion si hace uso de esta en al menos una de sus

respuestas.
Tabla 2 — Estrategias de los estudiantes y generalizacién
Recursiva Operacional  Conteo de Particularizacion Linealizacién Generalizacion
+ x +yx dibujos
El < < < < <
E2 < < <
E3 4 4 4
E4 14 < < 14
E5 v
E6 < v 14 14
E7 < v < 14
E8 < < <
E9 < < < <
E10 & & &
E1l & & &
Fuente: elaboracion propia.
Tabla 3 — Reglas y relaciones usadas por los estudiantes
Reglas Relaciones
C1-C3 C4 Gs Correspondencia  Covariacion
El eril(nj):i(_j) " 4 i(m)=3m+2 i(m)=3m+2 vV 4 V4
k=j+1(j<m)
E2 i(m)=3m+2 i(m)=3m+2
E3 i(m)=i(m-1)+3
E4 i(m)=4m i(m)=4m vV 4
E5
E6 i(m)=i(m-1)+3 i(m)=3m %4 4
O R v
ES8 i(m)=5m i(m)=5m vV 4
E9 i(m)=i(m-1)+3 i(m)=3m+2 i(m)=3m+2 v 4
E10 i(m)=3m+2 V4
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E11 i(m)=i(m-1)+3 i(m)=i(m-1)+3 v

Nota. Las variables i y m representan el niimero de invitados y el niimero de mesas respectivamente. Los
estudiantes E1, E2, E9, E10 y El1 proporcionaron expresiones verbales de sus reglas; las demas fueron
expresadas por el equipo investigador a partir del analisis de las respuestas de los estudiantes.

Fuente: elaboracion propia.

6 Conclusiones

6.1 Sobre las estrategias y representaciones empleadas por los estudiantes

Con frecuencia, los estudiantes involucraron mas de una estrategia en sus respuestas. En
general, utilizaron estrategias operacionales, de conteo de dibujos y recursiva en las cuestiones
de casos cercanos. Los estudiantes contaban con experiencia y habilidades numéricas para los
calculos, por lo que el hecho de usar conteo de dibujos junto con las estrategias operacionales
parece estar mas relacionado con su necesidad de disponer de un apoyo visual en sus
razonamientos.

El uso de la estrategia recursiva por parte de algunos estudiantes podria relacionarse con
el hecho de que el enunciado de la tarea involucra tres casos particulares consecutivos (una, dos
— implicitamente — y tres mesas). Otros estudios en los que se ha evitado el uso de nimeros
consecutivos en las cuestiones del problema de generalizacion en cuestion destacan la ausencia
de relaciones como la recurrencia (e.g. MORALES et al., 2018).

Algunos participantes tendieron a representar tantos invitados como, aparentemente,
podian ubicar en cada lado de las mesas de sus dibujos, ignorando la configuraciéon mostrada
en el enunciado del problema. Esto alter6 las cantidades y condiciond su percepcion de la
relacion entre ellas. Asimismo, las transformaciones geométricas o consideraciones sobre la
forma de trapecio de la mesa para una adecuada representacion de las mesas unidas en hilera

supusieron un reto para algunos estudiantes.

6.2 Sobre las reglas, relaciones y generalizacion manifestadas por los estudiantes

En las producciones escritas de los estudiantes se identifica el uso de las relaciones de
correspondencia y covariacion. Esto coincide con los hallazgos de los trabajos de Stephens et
al. (2012), Tamgli (2011) y Morales et al. (2018). En contraste con estos estudios, basados en
experimentos de ensefianza, el aqui presentado no incluyo la ensefianza como parte del disefio

metodologico, que se dirigio, en todo caso, a explorar las producciones espontdneas de
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alumnado sin experiencia anterior en actividad de caracter algebraico y sin validacion didactica
a lo largo de la intervencion. Bajo esta circunstancia, este resultado contribuye
significativamente al conocimiento de la capacidad y predisposicion de los nifios para el
pensamiento funcional e invita a realizar estudios a mayor escala para conocer su alcance.

No obstante, cabe destacar cierta tendencia al razonamiento proporcional en su analisis
de las relaciones entre cantidades en una ilusion de linealidad de la funcion afin del problema.
En efecto, el uso que los estudiantes hicieron de la covariaciéon y la correspondencia no llevé a
todos ellos a relaciones funcionales en concordancia con los datos del problema. Las principales
fuentes de errores fueron: por un lado, no tener en cuenta (especialmente en el caso lejano) los
invitados sentados en los extremos de cualquier hilera de mesas; por otro, aplicar una regla de
proporcionalidad tomando como referencia el caso unidad u otro caso. En otro orden de cosas,
la regla general descrita por algunos estudiantes en la cuestion general C5 no se corresponde
con respuestas que proporcionaron a cuestiones anteriores.

Cuatro de los participantes consiguieron identificar correctamente la relacion funcional
involucrada en el problema, evidenciando una generalizacion considerada contextual
(multiplicar por tres y sumar dos). Sin embargo, la mera recursividad en que otros basaron sus
respuestas pudo haber obstaculizado esta identificacion, en linea con lo observado por Moss y
McNab (2011). En todo caso, en nuestro estudio hay quien, tras usar la estrategia recursiva
junto con la covariacion en las primeras respuestas, transita hacia la correspondencia y logra
generalizar (e.g., participante E1, Tablas 2 y 3). Esta transicion también fue observada en
estudios relacionados en varios participantes segiin avanzaba el experimento de ensefianza del

que eran participes (STEPHENS et al., 2012).

6.3 Implicaciones para el disefio de tareas dirigidas a promover el pensamiento funcional

Las situaciones que, al parecer, motivaron el uso de razonamiento proporcional en las
respuestas de los estudiantes, fueron principalmente tres: (1) percibir una razon entre las
cantidades de dos cuestiones (véase E7 en la Figura 7); (2) conceptualizar desde el inicio un
nimero fijo de invitados por mesa y utilizarlo como caso unidad y referente para céalculos
posteriores (E4 y E8 en la Figura 10); (3) inferir la multiplicacion de la variable independiente
por un numero # a partir de la suma recursiva de » (a respuestas anteriores) en la obtencion de
respuestas (E6 en la Figura 4).

Para tratar de prevenir o evitar estas situaciones en la iniciacion del alumnado en el

pensamiento funcional, se sugiere lo siguiente en el disefio de tareas preliminares destinadas a
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este fin: (1) involucrar numeros primos como cantidades en las cuestiones; (2) emplear
problemas ambientados en situaciones donde las constantes a y b#0 de la funcion f{x)=ax+b
difieran mas notablemente en su fenomenologia. En la funcion i(m)=3m+2 del problema de
generalizacion presentado en el estudio, las constantes 3 y 2 representan invitados que
unicamente difieren en la posicidon que ocupan en la hilera de mesas: sus fendmenos asociados
son muy similares.

En cambio, considérese por ejemplo la (matematicamente equivalente) funcion
c(v)=3v+2, donde c(v) denota el coste total de la visita a un parque de atracciones segun el
numero v de viajes pagados, costando 3 € cada viaje, y 2 € el pase de acceso al parque, que se
paga una sola vez. En esta funcion la aparentemente més clara diferencia de los fendmenos
asociados a dichas constantes podria facilitar que ambos fueran tenidos en cuenta en cada
calculo a partir del contexto, evitando el olvido del término independiente o su fusion en un
falso fodo con la otra constante.

A la vista de los resultados, también cobra gran importancia la forma de las
representaciones pictoricas por medio de las cuales se ilustra la relacion funcional del problema
de generalizacion. En este sentido, en su iniciacion a la actividad algebraica seria recomendable
elegir una forma sencilla y familiar para los estudiantes, a fin de favorecer la concentracion de
sus esfuerzos en la identificacion de la relacion funcional. Asimismo, el tamafio de los niimeros
y la indeterminacion de la cantidad en cuestiones sobre casos lejanos e indeterminados se
revelan como aspectos relevantes que incentivaron la busqueda de nuevas estrategias a quienes
usaron la recursividad en las primeras cuestiones sobre casos cercanos y determinados. Junto
con las pautas metodologicas propuestas por otros autores (e.g., MESCOUTO; LUCENA;
BARBOSA, 2021; VERGEL; ROJAS, 2018), estas engrosan las indicaciones para el disefio e

implementacion de tareas dirigidas a promover el pensamiento funcional.
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