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ABSTRACT PALAVRAS-CHAVE : Atraso de Transporte, Sistemas Linea-

res Incertos em Tempo Discreto, Robustez, LMIs.
This paper addresses the robust stability analysis probfem

uncertain discrete-time linear systems subject to stdty/de

where the system state-space representation is allowes to
a rational function of the uncertain parameters. The stab
ity conditions are obtained from Lyapunov-Krasovskii func
tionals with polynomial parameter dependence by means
nonlinear decompositions of rational vector functions.eTh
proposed results are divided into delay dependent and del
independent, and they are expressed in terms of lineanmat]
inequalities (LMIs) constraints.

1, INTRODUGAO

IIl/lodelos de sistemas dindmicos sujeitos a incertezas e atra-
sos de transporte sdo amplamente encontrados em diversas
g?eas de conhecimento, como por exemplo, matematica, en-
enharia, fisica, economia e biologia (K. Gu et al., 2003).
centemente, a analise de estabilidade destes sistemas te
Hespertado grande interesse na area de pesquisa de sistemas
de controle (Lien and Chen, 2003).

KEYWORDS: State delay, Uncertain Discrete-time SystemsA

o realizar o projeto de controle, geralmente é desejavel a
Robustness, LMIs. proj g j

garantia de estabilidade e desempenho dentro dos parame-
tros fisicos incertos do sistema (Gahinet et al., 1996)eSab
RESUMO se que, além das incertezas, atrasos de transporte pegjudic

o desempenho do sistema, podendo levar a instabilidade do
Este artigo aborda o problema de analise de estabilidade Estema em malha fechada (W.-H. Chen et al., 2003). Con-
busta de sistemas lineares discretos sujeitos a atrasarde tr sequlientemente, a nao inser@é_o do atraso de transportena fas
porte e incertezas paramétricas que podem aparecer de fogagrojeto do controlador, pode prejudicar a estabilidadle e

racional na representacao por espaco de estados do siste(g@@,empenho do sistema em malha fechada.
As condicdes de estabilidade séo baseadas em funcionais de

Lyapunov-Krasovskii e sdo obtidas através da aplicacdo & caso de sistemas em tempo discreto, o problema de es-
decomposicées néo lineares de fungdes vetoriais raciond@bilidade em sistemas com atraso pode ser faciimente con-
As condic6es de estabilidade propostas podem ser dependenrado através da insercdo de polos na origem na (matriz)
tes e independentes do atraso e sdo expressas através déuigdo de transferéncia do sistema. Entretanto, em muitas

sigualdades matriciais lineares (ou LMIs). situacdes, esta solugdo ndo é adequada ou até mesmo nédo
pode ser aplicada. Por exemplo, sistemas na qual o atraso
Artigo submetido em 27/12/2007 de transporte é varias vezes superior a taxa de amostragem,
la. Revisdo em 11/04/2008 a insercdo de polos na origem resulta em um sistema de
2a. Revisdo em 04/08/08 ordem elevada, o que dificulta a utilizagdo de técnicas de
Aceito sob recomendagéo do Editor Associado o ~ » 0 Q " ¢
Prof. José Roberto Castilho Piqueira otimizacdo convexa na solucdo de problemas de controle.
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Além disso, quando o atraso nao é perfeitamente conhecideares incertos em tempo discreto sujeitos a atrasos de tran
ou quando a incerteza € variante no tempo, existe uma difierte. As condi¢cBes propostas sdo expressas em termos de
culdade em representar um sistema equivalente sem o atresstric6es LMIs obtidas a partir de funcionais de Lyapunov-
(Suh et al., 2004). Krasovskii com dependéncia polinomial no vetor de pardme-

. ) tros incertos do sistema. Nas préximas secoes, os ressiltado
Quando o atraso de transporte n&o pode ser considerado a{ig; apresentados através da seguinte estrutura. A Secdo 2

vés da elevagdo da inserc&o de integradores discretos;emgemyla o problema a ser abordado no artigo. Na Secéo 3,
ral, utilizam-se condigOes suficientes para provar a dstabigpresenta-se uma formulacdo LMI para tratar o problema de
dade de sistemas sujeitos a atrasos de transporte de mangiflise de estabilidade de sistemas discretos sujeitessmat
similar ao caso continuo (K. Gu et al., 2003). Basicamentfg estado, considerando funcionais de Lyapunov-Krasbvski
existem dois tipos de condicdes suficientes para analisar a gyadraticos, enquanto, na Secéo 4, consideram-se fuigiona
tabilidade: condi¢Ges que sdo dependentes e independerfgsyapunov-Krasovskiicom dependéncia polinomial no ve-
do atraso de transporte (W.-H. Chen etal., 2003). A condi¢§gr de parametros incertos do sistema. A Segéo 5 ilustra a
independente do atraso verifica estabilidade do sistenaa papicaczio da metodologia proposta através de exemplos nu-

qualquer valor do atraso de transporte, enquanto que aConiricos e por fim na Segéo 6 sdo apresentadas as conclusées
¢do dependente do atraso € menos conservadora, pois 0 Sigerspectivas futuras deste trabalho.

tema é estavel desde que o0 atraso de transporte ndo uleapass

um determinado valor. Tais condi¢Bes séo baseadas em difeseguinte notacéo sera utilizada neste artigorepresenta
rentes modelos e transformacd@es, e o0 sistema € geralmamtga matriz identidade de dimenséox n, 0,, € 0, x, re-
descrito em termos de equagfes a diferencas funcionais peesentam matrizes de zeros com dimens&on en x m,
vando aos conceitos de estabilidade de Lyapunov-Krasovsieéspectivamente. Para uma matriz r€al P’ representa a
e Lyapunov-Razumikhin (K. Gu et al., 2003). Nota-se, atrasua transpostéje{ P} := P+ P’, e P > 0 (P > 0) signi-
vés de uma analise na recente bibliografia de sistemas céioa queP é uma matriz simétrica positiva definida (positiva
atraso, que a descricéo do problema em termos de desigwsami-definida). Para um conjunto politopidg a notacédo
dades matriciais lineares (ou LMIs, do ingldsear Matrix ~ V(A) representa o conjunto de todos os vértices\déara
Inequalities (Boyd et al., 1994)) tem sido uma das abordauma sequenciay, : [—7,0] — R™, a norma dep;, é defi-
gens mais empregadas para a obtengao de condi¢fes de aidg como|| ¢y |- := sup_, <,<o ||#(k)| € zx representa a
lise e sintese de controle para sistemas com atraso. Por exsgyiiencia de valores dék) parak € [k — 7,k]. As di-
plo, os resultados apresentados em (E.Fridman, 2001; Fridensdes de vetores e matrizes sdo omitidas sempre que elas
man and Shaked, 2003; Lien and Chen, 2003) utilizam unpmpdem ser determinadas pelo contexto.

representacao da dindmica do sistema através de modelos de

sistemas descritores (incluindo a classe de sistemasrgutr 2 FORMULAQAO DO PROBLEMA

e em (Zhou and Li, 2004) séo propostas condi¢des de esta-

bilidade independentes do atraso para sistemas desaitos @onsidere a seguinte classe de sistemas:

I6gica difusa.

zk+1) = AAE)zE + Aa(AK)zE—T), )
[ 0

Salienta-se que varios esfor¢cos tém sido realizados com o a® = o, MO = ok, Vke[—7,0],
objetivo de reduzir o conservadorismo das condicdes de es-

tabilidade. Em especial, estes esforcos tém sido direciormdew(k), z(k—7) € R™ s&o os vetores de estados sem e
dos na busca de técnicas dependentes de parametros pafa atraso, respectivamentdy) € R™* é o vetor de para-
determinar a estabilidade de sistemas com incertezas @@tros incertos; < R é um ndmero inteiro positivo repre-
forma politépica (E.Fridman and Shaked, 2003). Entretantgentando o atraso de transporte comn [0, 7], € i eqzk séo
grande parte destes resultados foram desenvolvidos jsara sk seqiiencias de valores iniciaisidg) e \(k) entre— e0.

temas em tempo continuo, como por exemplo, as referénc@gpse-se que o vetor de pardmetros incertos e sua variagio
(E.Fridman and Shaked, 2003; Suplin et al., 2006). Porém, é

conveniente desenvolver condicdes de estabilidade para si IAE) = Ak+1) — AF),

temas em tempo discreto, visando implementacées digitais _ o o

em tempo real. Apesar do apelo pratico, poucos métod®a0 limitados a uma regido politépidacom vertices conhe-
foram desenvolvidos para sistemas discretos, como visto &/0S, |.e.()\(k()), dA(k)) € A, onde a notacaa(k) € A signi-

(W.-H. Chen et al., 2003; Leite and Peres, 2004; Fridman a2 que(A#), 0) € A. As matrizesA(-) e A(-) s&o fungdes
Shaked, 2003; Xu et al., 2001). racionais em\(k) com dimensdes apropriadas e bem defini-

das paratodo(k) € A.
Dentro deste cenario, o presente artigo propde condicées al

ternativas para estudar a estabilidade robusta de sistema&® Problema a ser abordado neste artigo € o de determinar
condicdes que asseguram a estabilidade robusta do sistema
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(1) para todd A\(k), 6A(k)) € A, considerando condi¢cdes de-A andlise de estabilidade do sistema (1) seré desenvolvida
pendentes e independentes do atraso com base nos funcionais de Lyapunov-Krasoviskii (FLK) (K.

Gu et al., 2003). Na analise de estabilidade de sistemas in-
Com este objetivo, considere que a classe de sistemas acifBfos sem a presenca de atraso de transporte, o método de
definida possa ser representada pelas seguintes equacogs,dgunov é largamente utilizado. Neste método, busca-se
diferencas e algébricas (doravante denominada de represgia funcad’ (k, z(k)), denominada de fungéo de Lyapunov,
tagéo DAR (Coutinho et al., 2007)): que quantifica o desvio entre os estados e a soluco Bivial

Para sistemas com a presenca de atraso de transporte, a ana-
v+ - é1(§)w(/]z)+£2(;)x(l]:—7)+é3(§)7r(/;) (2) lise de estabilidade é determinada seguindo o mesmo princi-

0 =% Nz®+QN)zk—7)+Q3(N)7(k) pio, porém o conceito de estado inicial é substituido por uma

onder € R™ é um vetor auxiliar: ed, € R"*" A, € seqUenci_a iniciat(6) no intervalqe € [—r,0] representada,
R Ay € R™. Qp € R™ O, € R ey € RIX™  Neste artigo, pooy. Logo, para sistemas com atraso, busca-

s&0 matrizes afins etk). Para que a representagéo acimg€ UM funcional’(k, z;) dependente de;, medindo assim

seja bem definida, assume-se em relacdo a representacad(3§SVio entre a sequenaia € a solucdo trivial. Este me-
que: todo é conhecido como Lyapunov-KrasovskilVék, zy) é

um funcional ao invés de uma fungdo. O seguinte Lema ca-

Al A matriz Q3()\) tem posto completo por colunas pardacteriza a estabilidade de sistemas com atraso segurado est
todo\(k) € A. abordagem (K. Gu et al., 2003).

Lema 1 Considere o sistema (1). Se existir um funcional

A representacdo acima pode modelar toda a classe de fyfy, ;) continuo e escalares positives e, e e; satisfa-
gBes vetoriais racionais na incerteza, sendo equivalerte & ondo as seguintes condicdes

presentacdo NFThfnlinear fractional transformation) pro-

posta em (Tuan et al., 2003), contrastando com a repre- e1l|p(0))? < V(k, or) < eallorll? (4)
sentacao politopica com dependéncia linear nos parametros AV (k, 1) < —esl|o(0)]|? (5)
(Palhares et al., 2005; Leite and Peres, 2004). Claramente, -

representacao politopica € um caso particular de (2)cem paratodd )\, §)\) € A, onde

0. Analogamente, a representacdo DAR em (2) torna-se equi-

valente as representacdes LFhdar fractional transforma- AV (k,zg) ==V (k+1,2k+1) — V(k,z®),

tion (Zhou et al., 1996)) e DAR em (Coutinho et al., 2004) , i o B
quando as matrizes,, A, e A5 s&0 constanteseé unica- entdo o sistema (1) é assintoticamente estavel para’todo

mente funcdo da incerteza. pertencente a.

A seguir, para ilustrar a representacido DAR, apresenta-s%o ESTABILIDADE QUADRATICA
seguinte exemplo.

Nesta secdo, trata-se do problema de analise de estabilidad

Exemplo 1 Considere o seguinte sistema escalar: considerando funcionais de Lyapunov-Krasovskii cujos ter
0.5 + A2 0.1 mos séo formas quadraticas eifh) e x(k — ) e independen-
zk+1) = e x(k) + e xk—1) (3) tes daincerteza(k). Em primeiro lugar, aborda-se o caso
da estabilidade independente do atraso e em seguida o caso
Definindo o vetor auxiliarm(k) como dependente do atraso.

[ 2®  xa®  N2® ek  Aal—r) |
W(k)*{uv TIA®  13A% 14A2 1+/\2:|

; 3.1 Estabilidade Independente do Atraso

obtém-se a representacéo em (2) com Considere que o funcional de Lyapunov-Krasovskii seja de-

finido da seguinte forma:
A1 =0,A3=[05 0 1 01 0],4,=0,

V(zg) = Vi(z) + Va(zk) , (6)
1 -1 0 =X 0 0
0 A =1 0 0 0 onde
Q=|0|,2N=| 0 X -1 0 o],
0 0 0 0 -1 -\ Vi) = (k) Px(k), (7
0 0 0 0 A =1 k-1 ,
e =[0 0 0 1 0]. Va(ak) 7-:k~7—x(r) Qu(r), 8
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comP e ) sendo matrizes simétricas a serem determinadda®&orema 1 Considere o sistema (1), com a sua representa-
. ) ) ¢do DAR em (2) satisfazenddl. SejaA um politopo com

A variacéo deV’(x,) € determinada atraveés das seguintes r¢zrtices conhecidos, que define os valores admissiveis da in

lagoes certeza\ (k). Suponha que existam matrizBs> 0, Q > 0 e

©) L satisfazendo a seguinte LMI para tod@& V(A).

AVi(k) = zE+1) Prl+1) —a® PxE),
A‘/Q(k) — Z x(r)/Qx(r) |: Hl(ﬁv@) ()?n :| + He{Lllll()\)} < 0, (18)
r=k—7+1
k—1 onde as matrizeH (P, Q) e ¥, () séo as definidas em (14)
- x(r) Qx(r) . (10) e (17), respectivamente.
r=k—r

Entdo, o sistema (1) é assintoticamente estavel para guralqu

TeleA.
Desenvolvendad\ V5 (k), tem-se:

AV (k) = (k) Qu(k) — z(k — 7)'Qz(k —7)  (11) Prova. Suponha que a LMI (18) é satisfeita para tode

V(A), entdo por convexidade ela também é satisfeita para

Entdo, a diferenca do FLK fica na forma: todoA € A.

, , ComoP e @ sédo definidas positivas, entdo o funcional defi-
AV(k) = |zk+1) Pxk+1) —xk) Pxk) nido em (6) satisfaz

+ 20 Qx®) — zk—7'Qzk—7|, (12) V(z,21) > 0. (19)

Além disso, note qué&; e V5 sdo formas quadraticas em

ou ainda e xy, respectivamente. Portanto, existem escalares positivos
tais que:
AV (k) = (k) TL(P, Q) mu (k). (13) @R
2 < 2
sendo quen, (k) =[a(k+1) =) xlk—7'] e culle®l” < Vi 2e) < eofleir- (20)
P 0 0 Agora, considere a LMI em (18) e a represente de forma
mPre)=(0 @-P 0 |. (14)  compacta poE < 0. Como ela é estrita, existe um escalar
0 0 -Q €3 tal qQUEE + e3 N N, < 0, ondeN; é uma matriz constante

tal queNy ny (k) = z(k), e.g.
Note que os elementagk+ 1), z(k), «(k —7) do vetor auxiliar
m (k) séo dependentes entre si, visto que eles estdo relacio-
nados pela dinamica do sistema. Desta forma, considergg e pos-multiplicand& + es NNy < 0 por ny, (k) €

seguinte restric&o sobrg(k): m, (k), respectivamente, obtém-se:
0=[1In —AQ) —AuN) Jm(k).  (15) AV (z,11) < —esl|z®?, YA€ A, (21)
A restricdo acima em termos da representacdo DAR pode %&to quely(A) s, (k) = 0, e o resto da prova segue a partir
. . 0 Lemal. |
reescrita na seguinte forma
0= W1(A) m,(k) (16) 3.2 Estabilidade Dependente do Atraso
onde (k)= [m(k)" (k)] e Com o objetivo de obter condi¢des de estabilidade dependen-
tes de atraso, considere o seguinte funcional
I, —A;(\) —Ax(\ Asz(\ '
nN=1 ngxg 922)\% 93& - an
! 2 3 V(zk) = Vi(z) + Va(ok) + Va(zk), (22)
A partir da formulaggo acima, propde-se o seguinte resf?ndeVi & V2 sdo como em (7) e (8), respectivamente, e
tado, cujas condi¢cBes para a andlise de estabilidade sobust 0 E—1
séo indepen@gntes do atraso de transporte, onde o FLK € uma Va(zp) = Z Z yr) S fr), (23)
forma quadrética em e xy. pm—r41r=k—14p
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com S sendo uma matriz constante e simétrica a ser detern@®bserva-se que os elementos)gdé:, ) sédo dependentes en-

nada e tre si e satisfazem a seguintes restricao:
y(ry=a(r+1)—z(r), Vr. (24)
1 k—1 1, —A 7Ad 0 0
De maneira similar a se¢éo anterior, a variacad/gles,), 0=7 zk: Ig 7?1 f} 75” 721 1),

i.e. AVz(xy), € dada por:
levando em conta a din&mica do sistema em (1), a definicdo

0 k
M) =YY we)Sun) devl) em (24)e
p=—7+1r=k+p k—1 k—1
0 k1 > yln)= (z(r+1) — z(r) =z®) — zlk—1).
— Z Z y(r)/Sy(r) (25) r=k—1 r=k—1
p=—7+1r=k+p—1
k-1 Considerando a representa¢cdo DAR do sistema (1), as restri-
= k) 7S k) yr)' Sfr). ¢bes acima tomam a seguinte forma
r=k—r X o1
== > Wy(A kD), (30)
Portanto, a variagdo do funciorid(x, x;,) em (22) pode ser T

escrita da seguinte maneira:
ondeno, (k,7) = [ melk, ' w(k) | e
AV (x,21) = [m(k:—i—l)/Px(k—i—l)—x(k)/Px(k) I, —A, —A, 0 0
0 Q 0 0 Q
+ 2) Qe — 2~/ Qul—1)  (26) LO=| ;7 ’
, = 0 I, —I, 0 -7, 0
TSI~ 3 v'sy].

T

N

I
>

—T

Com base nos resultados e considera¢gfes acima, o seguinte

o _ resultado para a analise de estabilidade robusta dependent
Por conveniéncia, todos os termos na expressao acima gg@fatraso é proposto.

colocados dentro do somatorio efrou seja,
Teorema 2 Considere o sistema (1), com a sua representa-
o , , ¢cdo DAR em (2) satisfazenddl. SejaA um politopo com
Z [x(]”l) Prl+1) —2®) Pr®)  yartices conhecidos, que define os valores admissiveis da in
r=k= certeza\(k). Sejar o atraso de transporte maximo. Suponha
z®) Q) — zk—7)Quk—1) (27)  que existam matrizeB > 0,Q > 0, S > 0, e L satisfazendo

a seguinte LMI para toda € V(A).
+ Y k) TSyYk) Q(T)/TSQ(T):|. 9 P (4)

AV(z,xp) =

ﬁl»—‘

+

HARQ.57 0 ) 4 HefLwa(r, 7)) <0, (32)

De forma compacta, a equacao (27) pode ser representada na
seguinte maneira: onde as matrizeEly(P, Q, S,7) e U3(\,7) sdo as mesmas

definidas em (29) e (31), respectivamente.

e
|
—_

o, n) TP, Q, S, 7) ma (e, 1), (28) Entéo, o sistema (1) é assintoticamente estavel parartedo

AV (z,zr)=
[0,7] e todoA € A.

S =

3
Il
B
|
3

ondens(k,”) = [ zk+1)" z® =zk-7n" y® v0' ] Prova. Suponha que a LMI (32) ¢ satisfeita para tode

e V(A), entéo por convexidade ela também é satisfeita para
todo A € A.
P 0 0 0 0
0 Q-P 0 0 0 Como P, Q e S sdo definidas positivas, entdo o funcional
P, Q,8,7)=0 0 —-Q 0 0 |. (29 definidoem (22) satisfaz
0 0 0 75 0
0 0 0 0 —78 V(z,z5) > 0. (33)
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ComoV; e Vs, Vs sédo formas quadréticas ene x, respec- ondeP € R(+p)x(n+p) @ Q ¢ R(»+P)*x(n+P) s50 matri-

tivamente, existem escalares positivps, tais que: zes simétricas e constantes a serem determina®s))ec
) ) RP>*™ & uma matriz dada cujos elementos sao funcdes poli-
Ele(k)” < V(xv xk) < EQkaHT : (34) nomiais emh\.

Agora, considere a LMI em (32) e a represente de formefinindo o vetor auxiliag(z, A) := ©(A)z , tem-se que
compacta poE < 0. Como ela é estrita, existe um escalaPS €lementos dé(x, A) sdo funcbes polinomiais e Por-

e3 tal QUeE + 3N, N, < 0, ondeN, é uma matriz constante &Nt existe uma representacéo na forma DAR para\)
tal queNs 79 (k) = z(k), e.g. na seguinte forma (Coutinho et al., 2006):

No=[0, I, 0, 0n Op Opxmy | - £(z,A) = Fi(Nz+F2(N)g(z, A) (a1)
0 = &1 (Nz+P2(N)g(z, A)
Pré e pos-multiplicand& + e3sNJNy < 0 por o, (k) e

ns, (k), respectivamente, obtém-se: ondeg(x, \) € R™s € um vetor auxiliar contendo mondémios
‘ de grau maior do que emx e \; e [; € RP*"™; e Fy €
AV (z,25) < —esllz®)]*, VA € A, (35) RrXmMs, &, € RB*" e §y € R%*™s sFo matrizes afins no
. vetor\.
visto que¥o(\, 7) 12, (k) = 0, e o resto da prova segue a
partir do Lema 1. B paraque arepresentacdo acima seja bem definida, assume-se

de maneira similar a representagéo em (2) que:
4 ESTABILIDADE DEPENDENTE DE PA-

RAMETROS A2 A matriz ®3()\) tem posto completo por colunas para
todoA(k) € A.
Nesta secdo, os resultados apresentados na secao ad@rior s

gstetndlgos ptara dfuncuznaf dg Léarlunov-K(;asovsl? de.peRl'ote que a representacao (41) pode ser aplicada para qual-
ngins i;o(;(;/r;(;; qeug?jrrzrtrifa?ei(ﬁ) esxggrmf)se S(S)ﬁﬁtsmgigfs'o'querx e A computados nos instantés k+1 e k— 7, isto

= g o8 = 1) = 1 1
emA\(k). Em primeiro lugar, aborda-se o caso da establhdagﬁparag(k) Ok)z®), &(k+1) Olk+ Dal+1) €

independente do atraso e em seguida o caso dependent o_T) = Ok=7)zlk—17).

atraso. Por conveniéncia, definem-se os seguintes vetores aesiliar
4.1 Estabilidade Independente do Atraso v = Egg] Uy = [igiﬁ” Uy = [iii:ﬂ . (42)

Considere que o funcional de Lyapunov-Krasovskii seja de-
finido da seguinte forma: Utilizando a notacdo acima, a diferenca do funcional de
Lyapunov-Krasovskiicomo definido em (36) pode ser escrito
Vize, Ak) = Vi(@®), AEK) + Va(zp, Ae),  (36) d)z; speguinte forma: oo

onde AV (k) = v Pvy — v Pv+9'Qu —v.Qu-,

(37)
-1

Va(zr, k) = Z z0)' QAM)z@),  (38)
= AV (k) = n3(k)'TI3(P, Q)ns (k) , (43)

P(\) e Q()\) sdo matrizes simétricas cujos elementos sédo o P P P
fungbes polinomiais em. ondens(k) =[ v v v w(k)' g g g-]e

ou na seguinte forma compacta, levando em consideracéo as

Vi(e®),A®) = 2®PO®)zE
x representacdes em (2) e (41),

Visando uma formulagéo convexa para o problema de andlise ]g 0 p 8 8
de estabilidade robusta, as matriz&s\) e O(\) obedecem I3(PQ) =1 Qg 0
a seguinte estrutura: —Q
0 0 0 04
o) 1", e
P(A) = [ ](n) } P{ ](n) } ) (39) ondeg=g(k), g+ =g(k+1), g =g(k—7) edi =m+3m,.
o) 1 A &) Observa-se que os elementos do vetor auxiligk) sdo de-
o) = I, Q I, ’ (40) pendentes entre si e, com base nas representacfes DARS em
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(2) e (41), satisfazem as seguintes restri¢es: todo (A(k), OAK), Ak—7)) € V(A x A).

II5(P, Q) + He{WW3\(K), SAK), \E—7)} < 0(47)

El—7) — Fi(Ak—7)zk—1) — F2(Ak—17))9-
1 (AK)zE) + ©2(AR)g

1 (\®)+SN@)x (k+1) Dy (AR +AE) g4 = 0 Ti(N) = [ Ngq:F;(A)Nz —F>(X)
@1 )alk—7) + Dol r)g- = 0 1le @2

onde

241 — AL (N2®) — As(Nale—1) — As(\)r(k) = 0 H 02 }+He{LT1(>\(k))}>O (45)
D N2®) + Qo(Nal—1) + Q(N)r(k) = 0 0
£0) ~ Fi (M)t — Oy =0 0 [renmoan o e
Ek+1) — FLA+0NzE+1) — Fo( 46N gy =0 ’
0
0

Entéo, o sistema (1) é assintoticamente estavel para qralqu
as quais podem ser reescritas na seguinte forma compacta, §\) € A e independente do atraso

U3 AE), AR, Ak—7) ns(k) = 0 (44)  Prova. Suponha que as LMIs (45)-(47) estdo satisfeitas para
todo(A(k), oA(K), Ak—7)) € V(A x A), entdo por convexidade
ondeWs(\k), SAR), Ak —7) = [Y1ip],i=1,....8€j = elastambém estdo satisfeitas para todo, SAK), \k—7)) €
., 7, cujos blocos), (; ;) s@o dados por A x A

Considere as LMIs (45) e (46) e defina o vetor auxiiar=

[ v ¢']. Pré-e pés-multiplicando estas LMIs pef e
Yia1,1) = Na Y11,2) = —A1(AE) Nz o1, respectivamente, obtém-se:
Yi(1,3) = *AQ(A(’?))NI , Yiae = —As(AR), ,
Yr2,2) = (AR) Nz, Pi(2,3) = Q(AEF) N, , View®), \®K) = z®) PAE)zE) >0, (48)
12,0y = W(ARK)) Y13,2) = Ne—F1(AK)) N2, b1
Y160 = —F2(AR), Y141y = Ne=F1A+0N N, ,

Valze, M) = Y 20/ QAD)z0) >0,  (49)

r=k—7

1/)1(4 5 = —F2A+0N, 53 = Ne—Fi(Ak—7))Ng,
) poisY;(\)oy = 0 para qualquer instanfe

Vi = —F2(AE—17)),  Yis,2) = P1(AE)
Y16,6) = L2(AK)) Yi(7,1) = P1(AE+D))
Y175 = Po(Ak+1),  Pis3) = Pi(AE—7))

>/

’ Como os elementos das matriZeé\) e Q(\) séo limitados

Vi) = 2(ME—7)), por suposicao (i.e) € A) existem escalares positives e
tais que:
sendo que as matrizes ; ;) ndo definidas acima sdo ma- a
trizes de zeros com dimensdes apropriada¥; & N, sdo allz®@|* < V(z,or) < eaf|z? . (50)
matrizes constantes tais qdev.) = £(-) € Ny = z(-),

como, por exemplo, as matrizes Agora, considere a LMl em (47) e a represente de forma

compacta poE < 0. Como ela é estrita, existe um es-
Ne=[1Ip Opxn ], No=[Onxp In]. calare; tal queZ + e3s N4 N3 < 0, ondeNs é uma matriz
constante tal qué&Vs ns3(k) = x(k). Pré e pés-multiplicando
= + e3N{N3 < 0 por ns(k)’ e ns(k), respectivamente,

A formulag&o acima leva ao seguinte resultado para a analis égtem e

de estabilidade robusta, independente do atraso de tré&spo
e dependente de parametros. AV (z,x1) < —es]|lz®||*, VA € A, (51)

visto que¥s(-) ns(k) = 0, e o resto da prova segue a partir
Teorema 3 Considere o sistema (1), com a sua represego Lema 1. |
tacdo DAR em (2) satisfazenddl. Seja©(\) € RP*"

uma dada matriz cujos elementos sdo funcdes polinom@fs2 Estabilidade Dependente do Atraso
em )\, e considere a decomposi¢cdo DAR em (41) satisfa-

zendoA2. SejaA um politopo com vértices conhecidos, afim de obter condicdes de estabilidade dependente do

que define os valores admissiveis da incertegpe de sua 4iras0 e do vetor de parametrggonsidere o seguinte FLK
variacdodA(k). Suponha que existam matrizés = P,

Q = Q', L, M e W satisfazendo as seguintes LMIs para V(zy, Ap) =Vi(zk), AE)) + Va(zk, Ak)+ Va(xk, Ak), (52)
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ondeV; e V; sdo os mesmos definidos em (37) e (38), reNote que os elementos do vetor auxiligfk, ) sdo depen-

pectivamente, e dentes entre si e considerando a representacdo DAR (2) do
, sistema (1) € possivel associar as restricdes

&y (r)] [5 (T)}

S|y , (53

i) sl e

k—1

>y

Va(2p, Ak) =

1
p=—7+1lr=k—1+p 0= ; F(A> 774(k5 7’) ) (60)
r=k—r
ondeS € R(»+p)x(n+p) & yma matriz simétrica e constante
. onde
a ser determinada, e
F()\)* Nm _AlNz _AQNZ 0n><d2 _A3 0n><d3
§y(r) =00+D)zlr+1)—00)z0). (54) 10 N, QN Onxa, Q3 Opxa,

sendads = 2(n + p) eds = 3my,.
De maneira similar a se¢do anterior, definem-se os seguintes

vetores auxiliares: Com base nas representacdo DAR definida em (41), obtém-

_ {«Ey(k)] o w — [gy(r)} ) se as seguintes igualdades:
y(k) ERGONN 1 =
levando a seguinte expressao pand (zx, Ax): T T:k_f(.) ~ A0 = 000 =0
k—1 1 k—1
AVs(ag, M) = w' 7Sw— Y w| Sw,.  (56) - )+ @2()g() =0
r=k—r r=k—r

De maneira similar, levando em conta a definicig@gem
Utilizando a notagao acima, a diferenca do funcional dedinid(24) e definindo os seguintes vetores auxiliares:

em (52) pode ser escrita da seguinte forma:
. Fm] A [smlw

AV (xi, Ap) = v, Pvy —v'Po+0'Qu — v, Qu, x(r) x(r+1)

k-t entdiow =vy —v €
/ /
4w 75 w— g w, S wy,
k-1 k-1
r=k—r
E Wy = g (Vry — V)=V — ;.
r=k—r r=k—r

Por conveniéncia, todos os termos na expressdo acima séao

colocados dentro do somatdrio efrou seja, . N .
) Considerando a representacdo DAR do sistema em (2) e de

k=1 &(-) em (41), as restricBes acima podem ser reescritas na se-

ke
AV (zg, Ak) = - Z [v;Pv+—v’Pv+v’Qv (57) guinte forma compacta
r=k—r1
k—1
1
— 0l Qur+7 (W Sw—w,. S w,)| . 0= g Z VsAE), 0AE), Ak —7),7) na(k,r)  (61)
r=k—r
ondeW (), 0AE), A& —7),7) = [t20:.p], i =1,...,10 €
. ~ (4,9)
Levando em consideracéo (2) e (40V (zx, \x) pode ser ; — 1 ... 9, cujos blocosps ;) sdo dados por
representada na seguinte forma compacta
- Pa1,1) = N Yoq1,2) = —A1(AR)) N, ,
1 ¢ , Yo1,3) = —A2(AEB)Ne s o(1,6) = —A3(AK)) ,
AV(ZE]C, )‘k)_ ; < 774(ka ’I”) H4(Pa Qa Sa T)n4(kar)7 (58) 1/)2(2 9) = Ql()\(k»Nz , 1/)2(273) = Q2( ( ))
e Va(2,6) = Q(AR), Vo(3,2) = Ne—F1(A ())
onde ny(k,r) = [ Vv v, w w w(k) g, Va8 = —F2(AF), Vaa,1) = Ne—F1A+0AN.
g g.1.e Yoy = —F2Q+0N, o) = Ne—Fi(Ak— )) I
Yas,0) = —F2(AE—17)), 26,2) = P1(AE))Ne,
P 0 0 0 0 0 Pag6,8) = P2(AR)), Pa(7,1) = (I)l()‘(k+1))Nx ;
0 Q—-P 0 O 0 0 Yoz = Pa(Ak+1),  os3) = Pr(AE—T))Ng,
{0 0o @ 0 0 0 Pa(s,0) = P2(Ak—7)), 1?2(971) = Inip
yP.Q5m) = 0 0 0 7S 0 0 (59) Yag9,2) = —Intp 29,4y = — n+p
0 0 0 0 -5 0 Ya(10,2) = In 1/)2(10 3) = —Inip,
0 0 0 0 0 O0g Va(10,5) = —TIn
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e, similarmente a se¢&o anterior, as matrizgs ;) ndo defi- LMI por o3 e o2, respectivamente, obtém-se:
nidas acima sao matrizes de zeros com dimensdes apropria-

das. (e M) = Z Z |:§y(7"):|ls|:§y(7’):| <0
Com base na formulag&o acima o seguinte resultado para p=—T+1lr=k—14p ye) yo)
para a analise de estabilidade robusta, dependente do atras (68)

de transporte e dependente de parametros é proposto. ~ P0IST2(X,dA)o> = 0 para qualquer instante

Como os elementos dg, V5 e V3 sdo limitados por suposi-
Teorema 4 Considere o sistema (1), com a sua decompo%ao (i.e.(\, 6)\) € A) existem escalares positives, e, tais

cdo DAR em (2) satisfazendil. Seja©()\) € RP*™ uma que:

dada matriz cujos elementos séo func¢des polinomiais.em elle®|? < Ve, z) < ez (69)
e considere a representacéo DAR em (41) satisfazé2do o ’ - T
Sejat o atraso de transporte maxima\eum politopo com
vértices conhecidos, que define os valores admissiveis da/}gora considere a LMl em (65) e a represente de forma

certeza\(i) e de sua variaca®\(§. Suponha que existam compacta poE < 0. Como ela é estrita, existe um escalar
matrizesP = P, Q = Q', S = §', L, M, T e W satisfa- €3 tal que= + e3N;N4 < 0, onde N, é uma matriz cons-

; tante tal queNy ny(k,r) = z(k). Pré e pos-multiplicando
d tes LMI to@ak), SAK), Ak — ~ ’ .
zenco as seguintes s para todof), 0AH), Al —7)) € E 4 esNjNs < 0 porngk,r) enak,r), respectivamente,

V(A XA). obtém-se:
A R A E) BT R G AV(z,z) < —eslls®P V(L8N €A, (70)
: 0 ist Wy (- k,r) =0, tod i
- %2 o ] + He{ MY (A®)} > 0 (63) \éls Ii)ec::ae 14.1( ) na(k,r) e oresto da prova segue aaar ir
[ S 0
L0 0, ]*He{TTQ(A(@’W’“)” >0 69 5 EXEMPLOS NUMERICOS

H4(P5Q7577A_)+ . ~ . L.
He{W\If4()\(k) 6}\(k), )\(I{/’—T), 7@)} <0 (65) A seguir sao apresentados dois exemplos numericos com o

objetivo de ilustrar a abordagem proposta.

ondeds = 2(n +p +my) € Exemplo 1: Considere 0o Exemplo 1 proposto em (Xu

7 7 0 7 0 et al., 2001), onde conclui-se que o sistema incerto € quadra
wip [ Lo I ] ticamente estavel para= 2. Uma representacao politdpica

T2(A,0%) = 8 Tlé)‘) T )\0 S\ para este sistema, de acordo com a representacao aprasentad
1(A+04) em (1), pode ser dada na seguinte forma:
Entéo, o sistema (1) é assintoticamente estavel parartedo AAR) = AfalAde
[0,7] e todo(), 0A) € A. AgAER) = AgtaAAy,
onde
Prova. Suponha que as LMIs (62)-(65) estdo satisfeitas para
todo(\(k), SA (), A(k—7)) € V(A x A), entdo por convexidade A— [ —0.5 —0-4} Ay— [ 03 0.1 ]
elas também estéo satisfeitas para todo, dA k), A\k—)) € 0.2 —-06 —0.1 01
A x A.
AA— 0.045 0.03 AA— 0.06 0.03
Utilizando a prova do Teorema 3, as LMIs (62) e (62) impli- ~10.015 0.01 4710.02 0.01
camque e « € um dado escalar tal que o sistema é quadraticamente
Vie®), AB) = 20) POB)t) >0, (66) Stavel
- Para o sistema acima, aplica-se o resultado proposto no Te-
) 0 67 orema 1 e verifica-se que o sistema € assintoticamente es-
2w M) = D wl Jx0) > 0. (67)  tavel independente do atrasgara todax e [0,5.1). Em
=k contrapartida, o resultado apresentado em (Xu et al., 2001)
Agora, considere a LMI (64) e defina o vetor auxiigar=  prova que o sistema é assintoticamente estavelpata2
[w o ¢ W ¢\ ]. Pré-e pés-multiplicando estaea = 1. Agora, supondo que o sistema seja invariante no
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tempo e levando em consideracdo que as matiizes) onal de Desenvolvimento Cientifico e Tecnoldgico — CNPq,
no Teorema 1 aparecem de forma isolada, pode-se fazerpado apoio financeiro, durante a realiza¢édo deste trabalho.
matrizesP e () dependentes dos vértices do politopo sem

perda de convexidade. Neste caso, verifica-se que o SiSteﬁ@EFERENCIAS

€ assintoticamente estavel independentemente do atnaso pa

todoa € [0,5.8). Boyd, S., Ghaoui, L. E., Feron, E. and Balakrishnan, V.
(1994).Linear Matrix Inequalitiesin Systemsand Con-

. ) trol Theory, SIAM books.
Exemplo 2: Considere o exemplo proposto em (Fridman and

Shaked, 2003). A este sistema inclui-se uma incerteza-racfeoutinho, D., de Souza, C. and Barbosa, K. (2007). Impro-

nal nos estados levando a seguinte representacéo: ved Robust B, Filter Design for Discrete-Time Linear
Parameter Varying SystenBreprints of the 3rd IFAC

0.8 0 —0.1 0 Symposium on System, Structure and Control, Iguassu
zk+1D)= 0 0'97(&8_45\))\) x(k)+ |:0'1 01]1’(]&'—7‘) Falls, Brazil.
Coutinho, D., de Souza, C. and Trofino, A. (2006). Regio-
onde) € [0,0.1]. nal Stability Analysis of Implicit Polynomial Systems,

Proceedings of the 45th IEEE Conference on Decision
and Control, San Diego, CA, pp. 4224-4229.

0.8 0 0 Coutinho, D. F., Ba.z.anella, A. S Trofino, A. and Silva, A. S.
A= [ 0 0 } , A=Ay, Asz= [ 0.97(0.8 + \) ] , (2004). Stability Analysis and Control of a Class of
: : Differential-Algebraic Nonlinear Systemsnt. J. Ro-
bust and Nonlinear Control 14: 1301-1326.

Definindo-ser = | 1% |, a representacdo DAR em (2) é
definida com:

U=[0 1], Q=[0 0], e Q3=[-1+X].

E.Fridman (2001). New Lyapunov-Krasovskii functionals

Aplicando-se o Teorema 2 verifica-se que o o sistema é as- for stability of linear retarded and neutral type systems,
sintoticamente estavel para um atraso de transporte maximo Systems & Control Letts. 41: 309-319.

7 = 16 para qualqueh € [_0, 0.1]. Ressalta-se que pelo mé'E.Fridman and Shaked, U. (2003). Parameter Dependent Sta-
todo apresentado em (Fridman and Shaked, 2003) encontra- bility and Stabilization of Uncertain Time-Delay Sys-

se 0 mesmo atraso maximocom A = 0.1, porém neste tems,| EEE Trans. Automat. Contr. 48(5): 861-866
método ndo sdo admitidas incertezas racionais no modelo. ' ' ' ' '
Fridman, E. and Shaked, U. (2003). An LMI approach to sta-
~ bility of discrete delay systemBroc. Eur. Contr. Conf.
6 CONCLUSOES (ECC'03), Cambridge, UK, pp. 1-6.

Este artigo aborda o problema de estabilidade de sistemasdiahinet, P., Apkarian, P. and Chilali, M. (1996). Affine
neares incertos em tempo discreto sujeitos a atraso no vetor parameter-Dependent Lyapunov Functions and Real

de estados, onde admite-se que o sistema possa depender de parametric UncertaintyEEE Trans. Automat. Contr.
forma racional do vetor de parametros incertos do sistema. 41(3): 436-442.

Utilizando funcionais de Lyapunov-Krasovskii com depen- ) .
déncia polinomial nos parametros, obtém-se condicdes de Ks G, V-L. Kharitonovand J. Chen (200Hability of Time-
tabilidade dependente e independentes do atraso em termos D&lay Systems, Birkhauser.

de desigualdades matriciais lineares. Destaca-se que a gite, V. and Peres, P. (2004). A convex approach for robust

todologia proposta nao utiliza nenhuma transformacéo para  state feedback control of discrete-time systems with
sistemas com atraso distribuido e nem limitantes supsriore  state delayProc. American Control Conference, Bos-

do produto cruzado de dois vetores a fim de obter condi¢des  ton, Ma, pp. 2870-2875.
convexas. Os resultados numéricos demonstram a aplicabi- )
lidade da metodologia proposta na andlise de estabilidadel¢€n, C. and Chen, J. (2003). Discrete-Delay-Independent

sistemas discretos lineares incertos sujeitos a atrasarnke t and Discrete-Delay-Dependent Criteria for a Class of
porte. Neutral SystemsJournal of Dynamic Systems, Measu-

rement and Control 125 33-41.
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