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Resumo

Este estudo trata do problema de carregamento de caixas dentro de contéineres levando em consideracéo a estabilidade
do carregamento. Uma formulacdo matematica generalizando o conceito de estabilidade descrito em Junqueira,
Morabito e Yamashita (2010) ¢ apresentada e testes computacionais sdo realizados utilizando-se um aplicativo de
otimizacdo. Esta formulacdo explora a estabilidade da carga por meio do suporte de alguns pontos da base e das
laterais das caixas (por exemplo, pontos dos cantos e bordas das caixas). Convém notar que (na sua versdo atual) a
abordagem proposta esta limitada a resolver problemas de tamanho moderado, motivando pesquisas futuras que
explorem métodos heuristicos, métodos de relaxacdo e decomposi¢do, entre outros, para tratar problemas maiores.
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Modelagem matematica.

1. Introducdo

No problema de carregamento de contéineres,
deseja-se carregar itens (por exemplo, caixas
retangulares) de varios tamanhos dentro de objetos
maiores (contéineres retangulares), de maneira a
otimizar uma funcdo objetivo como, por exemplo,
maximizar o aproveitamento do volume disponivel
nos contéineres. Além das restricoes geométricas
envolvidas (o carregamento deve caber dentro dos
contéineres e duas caixas ndo podem ocupar 0 mesmo
espaco), o carregamento de contéineres pode envolver
varias restricdes adicionais importantes em situacoes
reais. Algumas dessas restricdes ndo tém recebido
muita atencdo na literatura de Pesquisa Operacional,
Engenharia de Producéo e de Transportes. Exemplos
sdo restricoes de estabilidade da carga, orientagdo
das caixas, empilhamento maximo de caixas, caixas
que devem ficar agrupadas dentro do contéiner por
terem caracteristicas semelhantes, limite de peso do
conteiner, distribuicdo de peso dentro do contéiner,
entre outros. Veja, por exemplo, Bischoff e Marriot

(1990), Bischoff e Ratcliff (1995), Bortfeldt e Gehring
(2001), Gehring, Menschner e Meyer (1990), Junqueira,
Morabito e Yamashita (2010, 2012a, b), Moura e
Oliveira (2005), Miyazawa e Wakabayashi (2009) e
Yeung e Tang (2005). Algumas teses relativamente
recentes neste tema podem ser encontradas em
Aratjo (2006), Campos (2008), Junqueira (2009) e
Queiroz (2010).

Neste trabalho estuda-se o problema de carregar
um conjunto de caixas dentro de um Unico contéiner
considerando a estabilidade da carga. A carga ¢
considerada verticalmente estavel quando sua base
encontra-se total ou parcialmente apoiada pelo
chdo do contéiner ou por outras caixas. Esse tipo
de estabilidade ¢ o mais estudado na literatura e
considerado o mais relevante do ponto de vista
pratico. Mais raro € o caso da estabilidade horizontal,
em que uma ou mais laterais das caixas sdo apoiadas
para conferir estabilidade a carga. Diversos trabalhos
na literatura compreendendo estabilidade vertical
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consideram a carga estavel quando a base da caixa
estd totalmente apoiada no chdo do contéiner ou
sobre outras caixas (Figura 1), por exemplo, Bortfeldt
e Gehring (2001), Lins, Lins e Morabito (2002), Silva,
Soma e Maculan (2003), ou se uma determinada
porcentagem da drea da base estd apoiada, como
em Aratjo (2006), Gendreau et al. (2006), Junqueira,
Morabito e Yamashita (2010, 2012a).

Outros casos da literatura consideram a carga
verticalmente estavel quando uma combinacéo
de critérios ¢ observada. Por exemplo, em Eley
(2002), os quatro pontos dos cantos devem estar
apoiados, assim como uma porcentagem da base
das caixas, para que a carga seja considerada
estavel; em Bortfeldt, Gehring e Mack (2003) o
centro de gravidade deve estar apoiado, assim como
uma porcentagem da éarea da base; em Cecilio e
Morabito (2004) e Jin, Ohno e Du (2004), as caixas
devem ter uma certa porcentagem da drea de sua
base em contato com pelo menos duas caixas da
camada abaixo dela, considerando ainda restri¢des
quanto ao alinhamento vertical e horizontal das
caixas que a suportam. Convém mencionar que,
com excecdo de Junqueira, Morabito e Yamashita
(2010, 2012a), todos os trabalhos citados acima
propdem heuristicas para resolver o problema de
carregamento de contéineres com estabilidade. De
nosso conhecimento, o Unico modelo matematico
para o problema de carregamento de contéineres
com estabilidade foi encontrado em Junqueira,
Morabito e Yamashita (2010, 2012a), baseado numa
formulag¢do de programacdo linear inteira com
um parametro de estabilidade, correspondendo a
porcentagem da drea da base da caixa que deve estar
apoiada para que a caixa seja considerada estavel.

Neste trabalho estende-se a formulacdo matematica
de Junqueira, Morabito e Yamashita (2010) para
o problema de carregamento de contéiner com
estabilidade, para que o tomador de decisdo tenha a
opcédo de determinar quais pontos da base da caixa
(face inferior) e/ou quais pontos das faces laterais

Figura 1. Caixas empacotadas com base completamente apoiada.
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da caixa devem ser apoiados para que a caixa seja
considerada estavel. Além da estabilidade vertical, o
modelo também ¢ estendido para o caso em que as
faces laterais direita e do fundo precisam ser apoiadas,
para garantir estabilidade horizontal. Este texto esta
organizado da seguinte forma: a secdo 2 descreve
os modelos para o problema de carregamento de
contéiner com estabilidade, a se¢cio 3 apresenta os
resultados computacionais e as consideracdes finais
sdo apresentadas na secdo 4.

2. Modelos para o problema de
carregamento de contéiner com
estabilidade

0 problema de carregamento de contéiner consiste
em carregar o maior volume (ou valor) de m tipos de
caixas em um contéiner com medidas de comprimento
(1), largura (W) e altura (H) conhecidos. Para cada
caixa do tipo 7sdo dados os valores de comprimento
(1), largura (w)e altura (h), volume ou valor (v) da
caixa i e uma disponibilidade maxima (b) de caixas
que podem ser carregadas no contéiner. Sem perda
de generalidade, assume-se que a orientacdo das
caixas ¢ fixa, isso &, as caixas 7 devem ser arranjadas
dentro do contéiner com / paralelo a L, w, paralelo
a We h paralelo a H.

0 modelo descrito a seguir foi estudado
em Junqueira, Morabito e Yamashita (2010), e
trata-se de uma extensdo da formulacdo proposta
originalmente em Beasley (1985). Enquanto a
formulagio apresentada em Beasley (1985) aborda o
problema de corte ou empacotamento bidimensional
de retangulos, sem qualquer consideracdo de
estabilidade do arranjo bidimensional, Junqueira,
Morabito e Yamashita (2010) propde uma extensio
para o caso de empacotamentos tridimensionais
com restricdes de estabilidade do carregamento.
Para incluir a restricdo de estabilidade no modelo
proposto por Junqueira, Morabito e Yamashita
(2010), é introduzido um parametro de estabilidade
0 < a <1 relativo a porcentagem da drea da base da
caixa 7 (i.e., da face inferior da caixa) que deve estar
apoiada para que seja caracterizada a estabilidade
da caixa. Dessa forma, se o = 0 a estabilidade das
caixas € ignorada, ao passo que se o = 1 todas as
caixas devem ter 100% da drea da base apoiada.

Adotando-se um sistema de coordenadas
cartesianas com origem no canto inferior frontal
esquerdo do contéiner, seja (p, g, r)a posicio onde o
canto inferior frontal esquerdo de uma determinada
caixa é colocado (Figura 2). As possiveis posicdes
ao longo do comprimento L (eixo x), da largura W
(eixo )) e da altura H (eixo 2) do contéiner onde cada
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caixa pode ser colocada sdo definidas por meio dos
conjuntos:

X ={p|0< p<L-min(/) e inteiro, i =1,...,m} (1)

Y={q|0< g <W —min(w,) o)

e inteiro, i =1,....m}

Z={r|0<r<H -min(h) 3)

e inteiro, i =1,...,m}

As variaveis de decisio Xqurdo modelo sdo variaveis
binarias definidas como:

X

Figura 2. Exemplo de posicionamento de uma caixa do tipo 7
dentro de um contéiner nas coordenadas (p,q,7.

1, se uma caixa do tipo i é empacotada com seu canto

inferior frontal esquerdo na posi¢do (p, ¢, r), tal que

X, =
P 0<Sp<L-1,0<g<W-w,e0<r<H-h;

0, caso contrario.
Sejam ainda:

X, ={peX|0<p<L-1l} i=1,..m (4)
Y={qeY|0<g<W-w}i=1..m (5)
Z.={reZ|0<r<H-h}i=1,..,m (6)

Comumente, na literatura de carregamento de
contéiner, a estabilidade da carga ¢ classificada
em dois casos, estabilidade vertical e estabilidade
horizontal. A estabilidade vertical estd relacionada a
capacidade de as caixas de um carregamento resistirem
a atuacdo da aceleracdo da gravidade sobre seus
corpos, isso ¢, de ndo se deslocarem em relacdo ao
eixo z Esta componente da estabilidade é também
chamada de estabilidade estatica, uma vez que trata
0 carregamento em situa¢des em que o contéiner ou
caminhdo estd parado. A estabilidade horizontal, por
sua vez, estd relacionada a capacidade de as caixas
em um carregamento resistirem a atuacdo da inércia
dos seus proprios corpos, isto €, de ndo se deslocarem
em relagdo aos eixos x e y. Essa componente da
estabilidade ¢ também chamada de estabilidade
dindmica, uma vez que trata o carregamento em
situacdes em que o contéiner ou caminhdo esta sendo
deslocado horizontalmente e fica, inevitavelmente,
sujeito a variagOes na velocidade/aceleracdo do
deslocamento.

A seguir € brevemente revisado 0 modelo matematico
para o problema de carregamento de contéiner com

estabilidade vertical de Junqueira, Morabito e Yamashita

(2010), para que o texto fique autocontido:

maxi Z Z Z vi.xipqr (7]

i=l peX; qeYjreZ;

m

) 2

i=l{peX;|s—l; +1<p<s}{qeY;| t—w; +1<q<t}

Z xl.pqr <1 (8]

{reZi| u—hj +1<r<u}

seX,teY,ue”Z

z Z Z xipqrﬁbi i=1,...,m (9]

peX; qeY; reZ;

m

2 2 b

{ilr' ;203 {peX;| p ~li+1<p<p +1; -1} {(geX;| ¢ —wi +1<q<q +w;~1}

Uwix
i W ipg(r ~hi)

>o-l.ow.ox ...
RN xqur
j=L..m
peX,qeY,reZ {0}
21 _ o ' '
L, =min(p+1,p +/,)—max(p,p)

com , ,
Wi = min(g +w,q +w,)—max(q.q)



x €{0,1} i=1..m

11
peX,qet,reZ, "

No modelo (7)-(11) a funcéo objetivo (7) maximiza
o valor total do carregamento do contéiner, as
restricoes (8) impedem a sobreposicdo das caixas,
isto ¢, impedem que mais de uma caixa ocupe uma
mesma coordenada (s,£,u) no contéiner (ver Figura 2),
as restricdes (9) asseguram que a limitacdo no ntimero
de caixas de cada tipo seja obedecida, as restri¢des (10)
tratam da estabilidade vertical das caixas (veja Figuras 3
e 4) e as restricoes (11) definem os dominios das
variaveis.

2.1. Estendendo o modelo para estabilidade

T =r+h,

Figura 3. Posicdo relativa entre duas caixas em um contéiner
(estabilidade vertical).

y A

QW [ = = = =

q(----

P P p+l, p'+li X

Figura 4. Area de contato entre duas caixas no plano xy
(estabilidade vertical - em relacdo ao eixo 2.
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vertical

Uma desvantagem do modelo para estabilidade
vertical (MEV) (7)-(11) é que no caso de a. < 1 ndo se
pode garantir quais pontos da base da caixa estardo
apoiados. Em alguns casos, por exemplo, ¢ desejavel
que os cantos da base da caixa estejam apoiados,
enquanto em outros, ndo sé os cantos, como também
uma porcentagem da area do centro da base da caixa
deve estar apoiada. Com o intuito de superar essa
limitacdo do modelo proposto em Junqueira, Morabito
e Yamashita (2010), uma extensdo dessa formulagio
¢ apresentada a seguir. Nessa formulacdo, chamada
modelo de estabilidade vertical estendido (MEVE), o
tomador de decisdo indica o conjunto de pontos da
base da caixa que devem estar apoiados pelo topo
das caixas de suporte. Dessa forma, o tomador de
decisdo pode escolher, por exemplo, pontos dos cantos
da base da caixa (Figura 5a), pontos das bordas da
base da caixa (Figura 5b), pontos relativos ao centro
de massa da caixa etc., ou, ainda, uma combinacgdo
deles, para serem apoiados. Caso o tomador de decisdo
opte por apoiar todos os pontos da base da caixa,
entdo esse caso ¢ equivalente ao modelo MEV com
o = 1, mas nesse caso o valor total do carregamento
do contéiner em (7) pode ser bem menor.

Adotando-se um sistema de coordenadas
cartesianas com origem no canto inferior frontal
esquerdo da caixa 7 (Figura 6b), suponha que os pontos
de apoio da base da caixa, escolhidos pelo tomador
de decisdo, sdo dados pelas coordenadas (P,3) no
plano xy. Portanto, definimos o conjunto de pontos
de apoio da caixa do tipo J, V; = {(p,q)}- Definimos
também o conjunto S, que indica as coordenadas no
plano xy do contéiner (Figura 6a), em que o canto
inferior frontal esquerdo da caixa do tipo 7 deve se
encontrar para que os pontos de apoio de 7ocupem a
coordenada (s, t) do contéiner (veja também Figura 2):

Sist :{(p’Q)|p:S_ﬁ eq:t_q’
peX,,qeY,(p,q) eV, p<s,q <t}
i=1,..,mseX,tel,

(12)

® ®

LY b

Figura 5. Pontos dos 4 cantos da base de uma caixa (a) e
4 bordas da base de uma caixa (b).
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Note que o conjunto S, ndo depende da
coordenada z mas apenas das coordenadas do plano
xy. No novo modelo MEVE, as restricdes de estabilidade
vertical (10) do modelo MEV sio substituidas por:

Soox s
X. >
,h.

i=1{peX;|s—I;+1< p<s} {qeY;|t—w;+1<q<t} patu=hi)
D)

X,

ipqu
i=1(p.q)eSss (13)

V seX,teY,ueZ/{0}

As restri¢des (13) determinam que, para qualquer
ponto (s, t, u) do contéiner, se existir uma caixa com
um ponto de apoio em (s, £, u), entdo o lado direito de
(13) éigual a 1, consequentemente, o lado esquerdo
deve assumir um valor maior ou igual a 1 para que a
desigualdade seja verdadeira, isto €, deve existir uma
caixa cujo topo ocupe a posicdo (s, t, u) do contéiner.

A seguir, mostramos um exemplo ilustrativo
de (13). Considere um contéiner de dimensio

g ©)

—Nw.bmcnxlocoo

(p=2,qg=1)

i

(s=3,t=2)

¥

012 3 456 78 910

q

»
>
X

<
RS
I
©w
S
I
»

- N W b

»

2 3 4 x

0 1

Figura 6. (a) Exemplo de posicionamento da base de uma
caixa dentro de um contéiner 10 x 10 x 10 no plano xy;
(b) Coordenadas dos pontos de apoio (D, ) da caixa i,
V.= {(1,1), 3,1, (1,3), (3,3)}.

(L,W,H) = (10,10,10), representado na Figura 6a. Seja
uma caixa do tipo i com dimensées (/, w, h) = (4, 4, 1),
e pontos de apoio V,= {(1,1), (3,1), (1,3), (3,3)}
(Figura 6b). Considere o ponto (s, #) = (3,2) do
contéiner, portanto, S_,= {(2,1), (0,1)} (essas sdo as
coordenadas que o canto inferior frontal esquerdo da
caixa deve ocupar para que o correspondente ponto
de apoio da caixa esteja na posicdo (s,9 = (3,2) do
contéiner). Note que a coordenada (2,1) foi obtida
de (s, 8 = (3,2) menos (p,q)= (1,1) e a coordenada
(0,1) foi obtida de (s, § = (3,2) menos (@,§)= (3,1).
Portanto, se x,, = 1 ou x,, = 1, entdo o lado direito
de (13) é igual a 1. Logo, o lado esquerdo de (13)
tem que ser maior ou igual a 1, isto &, deve existir
uma caixa do tipo j (podemos ter j = i) cujo topo
ocupe a posicdo (s, t, u - hj)do contéiner.

2.2. Estendendo o modelo para estabilidade
horizontal

Seguindo o mesmo raciocinio anterior para
estabilidade vertical, o modelo MEVE também pode
facilmente ser adaptado para considerar a estabilidade
horizontal da carga, aqui chamado de MEHE (modelo
para estabilidade horizontal estendido) ou MEVHE
(modelo para estabilidade vertical e horizontal
estendido), dependendo se apenas a estabilidade
horizontal ou ambas, a vertical e a horizontal, sdo
consideradas no modelo. Adotando-se um sistema
de coordenadas cartesianas com origem no canto
inferior frontal esquerdo da caixa i, o tomador de
decisdo escolhe os pontos de apoio da caixa referentes,
por exemplo, as faces laterais direita e do fundo da
caixa (i.e., das faces verticais da caixa). Esses pontos
sdo dados pelas coordenadas (p,¢,7) do contéiner.
Portanto, redefinimos o conjunto de pontos de
apoio da caixa do tipo 7, como VD, ={(g,r)} e
VF, ={(p,7r)} para as laterais direita e do fundo,
respectivamente, de forma similar a Figura 3, em que
0s pontos aparecem num plano vertical ao invés do
plano horizontal da Figura 3. Definimos também o
conjunto SD, que indica as coordenadas, no plano
Yz do contéiner, em que o canto inferior frontal
esquerdo da caixa do tipo 7 deve se encontrar para
que os pontos de apoio de 7 ocupem a coordenada
(¢, u) do contéiner:

SDim ={(q,i”)|q :t—ﬁ,r:u—F,q € i’

reZ.,(q,r)eVD,,q <t,r <uj},
i=l,...,mteY,ueZ
Dessa maneira, no caso do modelo MEHE, as

restri¢des de estabilidade vertical (10) sdo substituidas
pelas restricdes de estabilidade horizontal:
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X.

isqr
i=1{qeY;|t-w; +1<q<t}{reY;lu—h; +1<r<u}

>y ¥

i=1(q.r)eSDjg,

V seX/{0LteY,ueZ

Xis—1)qr (14

e, no caso do modelo MEVHE, essas restricdes sao
acrescidas no modelo, junto com as restricdes (10).
Note que as restricdes (14) determinam que, para
qualquer ponto (s, ¢, u) do contéiner, se existir uma
caixa com um ponto de apoio de sua face lateral direita
em (s, t, u), entdo o lado direito de (14) é igual a 1.
Consequentemente, o lado esquerdo deve assumir um
valor maior ou igual a 1 para que a desigualdade seja
verdadeira, isto €, deve existir uma caixa cuja face
lateral esquerda ocupe a posicio (s, ¢, u) do contéiner.

Analogamente, define-se o conjunto SF, para a
face lateral do fundo da caixa:

SEy =ip.r) | p=s—p,r=u-
peX,.reZ,p,r)eVF, p<s,r <uj},

i=1l..mseX, ueZz

v,

As seguintes restricdes de estabilidade horizontal
devem ser adicionadas entdo ao modelo MEHE (ou
MEVHE):

m
xiptr =
i=l{peX;|s—l;+1<p<s}{reY;|lu—h; +1<r<u}
>
i=1(p,r)eSFigy

V seX,teY,ueZ

Xip(t—w;)r

As restrigcdes (15) determinam que para qualquer
ponto (s, t, u) do contéiner, se existir uma caixa com
um ponto de apoio da face lateral do fundo em
(s, t, u), entdo deve existir uma caixa cuja face lateral
da frente ocupe a posicéo (s, t, u) do contéiner. Nos
estudos apresentados em Beasley (1985) e Christofides
e Whitlock (1977) foi observado que em um dado
padrdo de corte ou empacotamento, cada caixa
empacotada pode ser movida para baixo e/ou para a
frente e/ou para a esquerda até que sua face inferior,
lateral da frente e lateral esquerda fiquem adjacentes as
demais caixas ou ao proprio contéiner. Esses padrdes,
chamados padroes normais ou combinacbes conicas,
permitem reduzir os conjuntos X; Ye Zpara:

X:{p‘pzzltlﬂi'li’ 0< p<L-min(}),

0< B <b, einteiro, i =1,...,m} (16)
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Y={q|lg=2"B;w, 0<g<W -

17
min(w,),0< B, <b, einteiro, i =1,...,m} ()

Z={r|r=3/"PB, h, 0<r<H-

. s 18
min (%), 0<B, <b, e inteiro, i =1,...,m} (8

E preciso notar que, a nio ser para o caso particular
em que se exige que todos os pontos da base das caixas
estejam apoiados por outras caixas ou pelo chio do
contéiner, é possivel mostrar que os conjuntos (16)-(18)
ndo podem ser usados sem perda de generalidade
(ver discussdo em Junqueira, Morabito e Yamashita
(2012a)). Um interessante topico de pesquisa a ser
desenvolvido futuramente ¢ explorar como utilizar
combinacdes conicas na formulagcdo aqui proposta
sem perda de generalidade.

3. Resultados computacionais

Os testes computacionais foram realizados num
PC Intel Core 2 Duo, 1,83GHz, 3GB de memoria
RAM. Dois modelos descritos na se¢io anterior, MEV
e MEVE, foram implementados utilizando o aplicativo
GAMS/CPLEX, versdo 11 (com pardmetros default do
CPLEX). Dois conjuntos de problemas testes foram
criados com a finalidade de avaliar o desempenho
do aplicativo GAMS/CPLEX para resolver os modelos
estudados. A seguir sdo descritos os parametros de
entrada utilizados para gerar os problemas testes:
® Tipos de caixas: m=5
e Dimensdes do contéiner (L,W,H): (10,10,10),
(20,20,20), (30,30,30).
® Para o grupo de testes A, o comprimento, largura e
altura das caixas foram gerados da seguinte forma:
Comprimento (/): U[0,25L, 0,75L)
Largura (w): U[0,25W, 0,75
Altura (h): U[0,25H, 0,75H)
Disponibilidade das caixas (b):
UL/ 1 )W/ w, ||H/h )

® Para o grupo de testes B, o comprimento, largura e
altura dos caixas foram gerados da seguinte forma:

Comprimento (/): U[0,1L, 0,51)
Largura (w): U0,1W, 0,5
Altura (h): U[0,1H, 0,5H)
Disponibilidade das caixas (b):
UL/ LW/ w, |[H/h )
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_Lhowehy
L-W-H
equivale ao percentual do volume de cada caixa em
relacdo ao volume do contéiner, portanto a func¢do
objetivo do modelo consiste em maximizar a ocupagio
total do contéiner. Para cada conjunto de dados
foram gerados 10 problemas testes, num total de 60
problemas. Esses problemas testes foram resolvidos
utilizando-se os modelos MEV e MEVE apresentados
na secdo 2, com limite de tempo de 3.600 segundos

para a solucdo de cada problema teste.

E importante notar que a utilizacio de combinacdes
cdnicas ou padrdes normais, comumente utilizadas
na literatura para reduzir o namero de variaveis do
problema, somente ¢ valida para o modelo MEV
com a = 1,0 (ver também a discussdo em Junqueira,
Morabito e Yamashita (2012a)). Da mesma forma, no
modelo MEVE, a utilizacdo de combinacdes conicas
sem perda de generalidade somente € possivel quando
se exige que a base da caixa esteja totalmente apoiada.
Assim sendo, foi realizado um teste computacional
para avaliar o impacto das combinacdes conicas na
qualidade da solucdo e no tempo computacional
utilizado para resolver o modelo. Nesse teste foram
utilizados os 10 problemas do grupo A, com 5 tipos
de caixas e tamanhos de contéineres (L, W, H):
(10,10,10) e (20,20,20).

O resultado desse experimento ¢ mostrado
na Tabela 1. O modelo utilizado para resolver os
problemas teste foi o MEVE, no qual exige-se que
as 4 bordas da base das caixas estejam apoiadas
(veja Figura 5b). A Tabela 1 mostra o numero de
problemas teste resolvidos, isto €, que a solucdo
otima foi encontrada e provada, e que os tempos
computacionais médios, maximos e minimos, em
segundos, foram classificados por tipo de problema
teste e numero de tipos de caixas. Note-se que, como
esperado, a utilizacdo de combinacodes conicas reduz
de forma significativa o tempo computacional utilizado
para resolver os problemas. Observa-se também que
quando combinacdes conicas sdo utilizadas, o tempo
computacional para resolver os problemas teste com
tamanho de contéiner (L, W, H)=(10,10,10) é maior do
que o tempo computacional para resolver os problemas
teste com tamanho de contéiner (L, W, H)=(20,20,20).
1sso ocorre devido ao arredondamento utilizado na

Nesses problemas teste gerados, Vi

geracdo das dimensdes das caixas. Nos problemas
com contéiner de dimensio (L, W, H)=(10,10,10),
a menor caixa pode ter uma das dimensdes igual a
2, 0 que por si s6 gera 5 combinagdes conicas. Ja
no caso em que a dimensdo do contéiner ¢ igual a
(L, W, H=(20,20,20), a menor dimensdo que uma
caixa pode ter ¢ igual a 5, isto ¢, esta dimensdo da
caixa por si s6 gera 4 combinacdes conicas.

Quanto menor o numero de combinagdes conicas,
menor o numero de variaveis e, em geral, menor o
tempo computacional gasto para resolver o problema.
Observe-se que o mesmo efeito ndo ocorre com
0 experimento sem combinagdes coOnicas, isto &,
problemas com contéineres menores gastaram menos
tempo computacional do que com contéineres maiores.
Convém salientar que nesses problemas teste o valor
otimo dessa solugdo com combinacdes conicas foi
sempre igual ao valor 6timo sem combinacées conicas.
Esses experimentos preliminares sugerem que as
combinagdes conicas fornecem uma aproximacio
razoavel para o problema abordado neste artigo.
Portanto, nos demais testes computacionais
apresentados optou-se por utilizar as combinacdes
conicas, mesmo que sem a garantia de que a solucdo
otima sera encontrada.

As Tabelas 2-4 mostram o valor da funcio
objetivo e o tempo computacional (em segundos)
correspondente ao modelo MEV proposto em
Junqueira, Morabito e Yamashita (2010) com
a=1,0, 0,9, 0,8 e 0,7, e ao modelo MEVE com
apoio nos 4 cantos e nas 4 bordas da base das caixas
(Figuras 5a e 5b). Nesses testes foram utilizadas as
duas categorias de problemas A e B, em contéineres
de tamanho (L, W, H) iguais a (10,10,10), (20,20,20)
e (30,30,30). As colunas 3-9 das tabelas mostram o
numero de problemas teste resolvidos dentro do limite
maximo de 3.600 segundos, numero de problemas
teste que ultrapassaram 3.600 segundos e que
apresentaram uma soluc¢do viavel para o problema,
desvio médio (gap) em relacio ao limitante inferior
dos problemas que ultrapassaram o limite de tempo
e que geraram uma solucéo vidvel, tempo gasto em
média para resolver os problemas teste, maior tempo
gasto para resolver um problema teste, menor tempo
gasto para resolver um problema teste e volume médio
ocupado do contéiner (em %).

Tabela 1. Comparacéo entre problemas teste resolvidos com e sem combinagdes conicas para problemas do grupo A.

Com combinagdes conicas

Sem combinagdes conicas

Num. prob. ~ Tempo médio Tempo méximo Tempo minimo  Num. prob.  Tempo médio Tempo maximo Tempo minimo
(L,W,H) : :

resolvidos (s) (s) (s) resolvidos (s) (s) (s)
(10,10,10) 10 9,01 47,1 0,14 10 39,06 307,21 0,46
(20,20,20) 10 1,34 6,65 0,06 9 386,13 1.643,14 5,53




Yamashita, D. S. et al.

Uma nota sobre modelagem ... consideracdes de estabilidade da carga. Production, v. 25, n. 1, p. 113-124, jan./mar. 2015

Tabela 2. Resultados computacionais para problemas teste com contéineres de tamanho (L, W, H) =(10,10,10).

Num. sol. < Num. sol. >

Tempo Tempo Tempo ‘Volume

i 0
ST bilen 3o 3.600 s 3.600 s Wtssito (4] médio (s) méximo (s) minimo (s) ocupado (%)
a=1,0 10 0 0,00 50,99 228,43 0,21 94,98
MEV a=0,9 10 0 0,00 54,31 240,75 0,21 94,98
A a=0,8 10 0 0,00 58,65 246,97 0,25 95,17
a=0,7 10 0 0,00 28,71 194,76 0,22 95,52
MEVE Cantos 10 0 0,00 22,98 170,83 0,20 94,98
Bordas 10 0 0,00 9,00 47,10 0,14 94,98
a=10 10 0 0,00 116,29 540,31 6,90 99,54
MEV a=09 10 0 0,00 58,65 133,76 2,76 99,54
B a=08 10 0 0,00 78,18 260,11 3,45 99,54
a=0,7 10 0 0,00 70,43 4,21 168,31 99,54
Cantos 10 0 0,00 21,44 84,03 1,26 99,54
MEVE
Bordas 10 0 0,00 9,00 24,62 0,98 99,54
Tabela 3. Resultados computacionais para problemas teste com contéineres de tamanho (L, W, H)=(20,20,20).
Num. sol. < Num. sol. > . Tempo Tempo Tempo Volume
0
ST lete e 3.600 s 3.600 s Wt (L) médio (s) méximo (s) minimo (s) ocupado (%)
a=1,0 10 0 0,00 1,16 7,13 0,07 75,78
MEV a=0,9 10 0 0,00 3,18 19,68 0,10 75,78
A a=0,8 10 0 0,00 0,85 4,60 0,10 76,54
a=0,7 10 0 0,00 5,59 49,56 0,07 76,62
Cantos 10 0 0,00 1,17 6,85 0,12 75,78
MEVE
Bordas 10 0 0,00 1,34 6,65 0,06 75,78
a=10 0 6 4,44 - - - 91,35
a=0,9 0 6 6,58 - - - 89,57
MEV
B a=0,8 0 6 4,51 - - - 91,31
a=0,7 0 6 4,59 - - - 91,25
Cantos 0 8 5,36 - - - 91,22
MEVE
Bordas 0 6 2,58 - - - 92,28
Tabela 4. Resultados computacionais para problemas teste com contéineres de tamanho (L, W, H)=(30,30,30).
Num. sol. < Num. sol. > . Tempo Tempo Tempo Volume
0
Sno Modelo 3.600 s 3.600 s Desvio (%) médio (s) mdaximo (s) minimo (s) ocupado (%)
=10 10 0 00,00 1,80 11,61 0,10 70,97
MEV a =09 10 0 00,00 2,08 13,70 0,11 71,16
A a=0,8 10 0 00,00 2,81 22,04 0,10 71,82
a=0,7 10 0 00,00 0,89 02,75 0,12 73,59
Cantos 10 0 00,00 0,91 03,05 0,07 71,53
MEVE
Bordas 10 0 00,00 1,06 05,10 0,14 70,97
a=10 1 2 51,63 1.876,34 1.876,34 1.876,34 73,80
a=09 0 3 5,16 - - - 87,01
MEV
B a=0,8 1 2 8,85 664,68 664,68 664,68 86,75
a=0,7 1 1 7,54 1.099,25 1.099,25 1.099,25 89,55
Cantos 1 2 8,15 815,47 815,47 815,47 86,71
MEVE
Bordas 1 2 5,87 82,99 82,99 82,99 87,71

Nas trés tabelas, note-se que os problemas teste
do grupo A foram resolvidos em menor tempo
computacional do que os do grupo B. De fato, somente
para contéineres de dimensio (L, W, H) = (10,10,10)
foi possivel resolver todos os problemas do grupo B
dentro do limite de tempo. Como era de se esperar, o
volume ocupado aumenta a medida que os valores de
o diminuem, isto ¢, a medida que se relaxa a exigéncia

quanto a estabilidade vertical da solu¢do. Note-se, na
Tabela 2, que as solu¢des do modelo MEVE (Bordas e
Cantos) tém o mesmo valor das solucdes do modelo
MEV com a > 0,9 no grupo A, e com o > 0,7 no
grupo B. Com relacdo as Tabelas 3 e 4, as solu¢des
MEVE ainda sdo melhores que as solucdes MEV com
o = 1 em varios casos. Por exemplo, na Tabela 4, as
solugcdes MEVE para o grupo B sio 87,71% (Bordas)
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e 86,71% (Cantos), enquanto a solucdo MEV com
o = 1 ¢ apenas 73,80%.

A titulo de ilustracdo, detalhamos na Tabela 5
um dos problemas teste resolvidos na Tabela 4,
com contéiner com dimensdo (L, W, H)=(30,30,30)
e 5 tipos de caixas. A Figura 7 mostra a solucgdo
desse problema com o modelo MEV exigindo
100%, 90%, 80% e 70% de suporte de base como
estabilidade. Como era de se esperar, a medida
que se exige menos estabilidade, a ocupacio do
contéiner aumenta. Ao resolver o mesmo problema
com o modelo MEVE e exigindo que os quatro
cantos da base das caixas estejam apoiados, foi
possivel obter um volume ocupado de 74,88%,
muito préoximo a ocupacdo obtida ao resolver o
modelo MEV utilizando a = 0,8 e melhor que as
solucoes MEV com a. = 0,9 e o = 1, com a vantagem
do decisor poder controlar melhor a estabilidade
vertical da carga (Figura 8).

121

A Tabela 6 mostra o desempenho do modelo
proposto quando aplicado a trés problemas analisados
em Lins, Lins e Morabito (2002) (exemplos 1, 2 e 3).
Esses exemplos consideram um Unico contéiner com
dimensdes fixas e caixas de um unico tipo, mas
sem limitagdes quanto & orientacio (i.e., as caixas
podem ser arranjadas sobre quaisquer de suas faces).
0 objetivo ¢ maximizar o volume total de caixas
empacotadas dentro do contéiner, sem considerar
restricées de estabilidade do carregamento. Nesses
trés exemplos, o contéiner sempre tem dimensdes

Tabela 5. Dados referentes ao problema teste da Figura 7.

i I W h, b, %

1 21 13 20 01 0,2020
2 20 08 12 04 0,0711
3 21 22 16 o1 0,2740
4 14 13 09 11 0,0607
5 12 11 12 05 0,0587

Figura 7. Problema da Tabela 5 resolvido com o modelo MEV com fator de estabilidade e percentual do volume ocupado (V0)
iguais a: (a) a=1 e V0=72,6%, (b) a=0,9 e VO=74,49%, (c) a=0,8 e VO=74,69%, (d) a=0,7 e VO=79,11%.
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Figura 8. Problema da Tabela 5 resolvido com o modelo MEVE
apoiando os quatro cantos da base da caixas; volume ocupado
no contéiner foi de 74,88%.
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(L, W, H) = (50,50,50), e os trés tipos de caixas tém
dimensbes (/, w,, h) iguais a (13,14,23), (17,20,12) e
(11,22,15). Esses exemplos foram também resolvidos
em Junqueira (2009), que encontrou a solugéo
otima desses exemplos sem considerar estabilidade
do carregamento.

As duas primeiras colunas da Tabela 6 mostram
0 numero de caixas nas solucdes de Lins, Lins e
Morabito (2002) e Junqueira (2009), sem restricdes de
estabilidade. As demais colunas da Tabela 6 mostram
0 numero de caixas nas solucdes dos modelos MEV
com o = 1 e MEVE (Cantos e Bordas), estendidos para
considerar que as caixas podem ser arranjadas sobre
quaisquer de suas faces. E possivel notar o trade-off
entre a estabilidade da carga e a quantidade de caixas
empacotadas, de acordo com o modelo escolhido

Tabela 6. Comparacio das solucdes para os trés exemplos de Lins, Lins e Morabito (2002) e Junqueira (2009).

Sol. Lins, Lins Sol.

Ex. eMorabito  Junqueira 100% xg\{)ilidade czﬂri\;s B]rfi\;/as
(2002) (2009)
Num. caixas g?):;]s l\‘a?;gs Tempo (s)  Dev. (%) 211];25 Tempo (s)  Dev. (%) l\:j;zs Tempo (s)  Dev. (%)
1 26 27 23 3.600 14,81 25 1.030,4 0 25 937,1 0,00
2 26 27 22 3.600 18,51 25 3.008,3 0 24 3.600,0 5,25
3 29 29 28 3.600 5,04 28 745,8 0 28 26,7 0,00

27 @

25 ®

Figura 9. Exemplo 1 da Tabela 6, resolvido sem estabilidade - 27 caixas (a) e com o modelo MEVE apoiando os quatro cantos

da base da caixas - 25 caixas (b).

27 @

25 ®

Figura 10. Exemplo 2 da Tabela 6, resolvido sem estabilidade - 27 caixas (a) e com o modelo MEVE apoiando os quatro cantos

da base da caixas - 25 caixas (b).
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Figura 11. Exemplo 3 da Tabela 6, resolvido sem estabilidade - 29 caixas (a) e com o modelo MEVE apoiando os quatro cantos

da base da caixas - 28 caixas (b).

para resolver o problema de empacotamento. As
Figuras 9-11 ilustram o empacotamento encontrado
pelos modelos para os casos sem estabilidade e com
estabilidade nos quatro pontos das bordas das caixas.

4. Conclusoes

Neste trabalho, uma extensdo do modelo
matemdtico proposto em Junqueira, Morabito e
Yamashita (2010) para o problema de carregamento
de contéineres, considerando a estabilidade de carga,
foi estudada (modelos MEVE, MEHE e MEVHE).
Experimentos computacionais com problemas gerados
aleatoriamente foram realizados com o objetivo de
validar o modelo MEVE (Cantos e Bordas) e comparar
seu desempenho com o modelo MEV de Junqueira,
Morabito e Yamashita (2010). Os experimentos
mostraram que o modelo estendido foi capaz de
gerar solugdes estaveis, com a vantagem de, em
geral, melhorar o aproveitamento do volume do
contéiner, além de oferecer ao tomador de decisdo
mais liberdade e controle na estabilidade da carga,
uma vez que esse modelo permite ao tomador de
decisdo escolher os pontos de apoio das caixas. Os
experimentos também mostraram que, em geral, 0s
tempos computacionais gastos pelo modelo MEVE
para resolver os problemas teste foi menor do que
os tempos computacionais utilizados pelo modelo
MEV em Junqueira, Morabito e Yamashita (2010).

E importante notar que esses modelos s6 sio
capazes de resolver problemas de porte moderado,
0 que motiva, como pesquisa futura, a exploracdo
de métodos heuristicos de solug¢do para abordar
problemas de maior porte, assim como a adaptacdo
de combinacdes cdnicas para a formulacdo aqui
proposta, sem perda de generalidade. Outra perspectiva
de pesquisa futura ¢ a inclusdo e andlise de restricdes

adicionais como empilhamento, fragilidade, orientacéo,
prioridades e limite de peso, que sdo relativamente
faceis de incorporar ao modelo proposto.
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A note on mathematical modeling for loading boxes

into containers while considering cargo stability
Abstract

This study addresses the problem of packing boxes into containers while considering the cargo stability of the
loading. The mathematical formulation generalizing the stability concept in Junqueira, Morabito and Yamashita
(2010) is presented, and computational tests are performed using optimization software. This formulation explores
cargo stability by accounting for the support of various points in the base and the lateral faces of the boxes (for
example, points in the corners and borders of the boxes). The proposed method (in its current version) is limited
to problems of moderate size, thus motivating future research to explore heuristic approaches and relaxation and
decomposition methods, among others, to approach large problems.
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Cutting and packing problems. Container loading. Cargo stability. Combinatorial optimization. Mathematical
modeling.




