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TRANSMISSION AND REFLECTION COEFFICIENTS BY THE VARIABLE AMPLITUDE METHOD. In this work, a simple
derivation of the variable amplitude method using the variation of parameters to solve a differential equation is presented. The variable
amplitude method was originally devised by Tikochinsky in 1977, using the quantum theory of scattering. The method is applied
to two model potentials, the rectangular potential barrier and the Eckart potential, both with analytical solutions for the reflection
coefficient. Numerical results will be compared with the exact values for several energies. The problem of calculating the reflection
coefficient, usually involving extensive algebra as described in several textbooks, is reduced to solving a first order differential
equation with initial condition. The method is very simple to apply, representing an attractive tool for teaching introductory quantum

mechanics. A simple computer code is available from which reflection coefficients for the Eckart potential can be calculated.
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INTRODUCAO

No estudo do movimento unidimensional de uma particula de
massa m e energia E, existem duas perspectivas: tratar o problema
do ponto de vista da mecanica cldssica ou de acordo com a mecanica
quantica. No tratamento cldssico, quando néo ocorre perdas de energia
de qualquer forma, a particula fica presa a uma regido do espago x,
tal que sua energia potencial V(x) é sempre menor ou igual a £. Em
outras palavras, a energia total € conservada, V(x)+mv?/2=E. Este é
um dos aspectos mais fascinantes que distingue a mecanica quantica
da mecanica cldssica. Na teoria quantica o estado da particula € re-
presentado por uma funcio y(x) obtida pela solucdo da equagdo de
Schrédinger, cujo médulo ao quadrado | (x)|*dx € interpretado como
a probabilidade de encontrar a particula na regidao x+dx. Neste caso,
como a funcdo € espalhada além do limite x,, em que x, satisfaz a
relacdo V(x,)=E, existe uma probabilidade finita de que uma particula
com energia total E penetre em uma regifio do espaco onde a energia
total € menor que a energia potencial V(x).

O processo, conhecido como tunelamento quantico, € de extrema
relevancia para explicacdo de varias fendomenos fisicos e quimicos,
como o decaimento alfa,'? a emissdo de elétrons por metais frios
sob a influéncia de um campo forte,® reagdes de transferéncia de
hidrogénio, fundamentais para a compreensio do efeito isotdpico
cinético H/D,** mecanismos de transferéncia de elétrons®’ e inversao
espectral.** Além disso, o tunelamento quéntico € de importancia para
a fabricagdo de novos semicondutores e dispositivos eletronicos. '

A compreensdo das propriedades fisicas dos sistemas requer em
muitos casos a avaliagdo da equacio unidimensional de Schrédinger
para um potencial especifico. No entanto, solugdes analiticas s@o
limitadas a potenciais modelos, que embora sejam tteis para a andlise
da situacdo fisica em questdo, nem sempre representam sistemas
reais. Podemos destacar o potencial degrau e o potencial barreira
retangular apresentado em diversos livros-textos para introducio do
assunto.'"'? Exemplos de potenciais para os quais se tem solugdes
analiticas podem ser encontrados na referéncia Razavy."

Dentre os métodos numéricos destaca-se o método da matriz
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de transferéncia que ¢ amplamente utilizado para cdlculos de co-
eficientes de transmissao/reflexdo.'*!” O trabalho de Rozman et
al.®® destaca algumas deficiéncias do método, como o aumento do
esforco computacional decorrente do aumento de segmentos em que
o potencial € dividido e erros numéricos de arredondamento ao lidar
com barreiras opacas.

Outro método, originalmente apresentado por Tikochinsky em
1977," consiste em estabelecer uma equagéo diferencial de primeira
ordem para a amplitude de reflexdo similar a equagdo de Calogero.?*?!
A equagido de Calogero relaciona o deslocamento de fase ao poten-
cial intermolecular e tem sido utilizada na identificagio de estados
ligados? e no estudo do problema inverso da obten¢io do potencial
intermolecular a partir de dados de deslocamento de fase.”* O método
de Tikochinsky, método da amplitude varidvel, se aplica de forma
geral a potenciais localizados e consiste de uma ferramenta simples
e de facil implementacdo computacional.

Nesse trabalho busca-se enfatizar a simplicidade do método pro-
posto por Tikochinsky para célculos de coeficientes de transmissao/
reflexdo. Embora, na literatura, tenha sido aplicado na maioria dos casos
para potenciais com limites assintéticos V(x —=+o0) = 0,** 0 método
também € aplicdvel a potenciais com condi¢des de contorno diferentes,
como serd discutido. Uma derivag@o da equacdo diferencial serd feita
por um novo caminho utilizando o método da variagdo dos parametros,
uma poderosa ferramenta matematica para resolver equagdes diferen-
ciais lineares ndo homogéneas de ordem superior. Solugdes numéricas
serdo obtidas para coeficientes de transmissdo/reflexdo e comparadas
com resultados analiticos para potenciais modelos.

EQUACAO DIFERENCIAL PARA A AMPLITUDE DE RE-
FLEXAO

Uma derivacdo da equacdo diferencial para a amplitude de re-
flexdo, com o enfoque principalmente voltado para a fisica de espa-
Ihamento,” pode ser encontrada no livro de Calogero e Degasperis.*
Nesta se¢do, diferentemente da abordagem adotada no livro citado,
a equacio diferencial € obtida utilizando o método da variaciio dos
parametros conforme método geral apresentado no trabalho de
Ronveaux.”’
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Considerando a equagdo unidimensional de Schrodinger
v +ky =Uw, (1)

busca-se a solu¢@o em termos das solugdes particulares para o prob-
lema homogéneo associado, isto &, ¥, = e e y, = 7. A quantidade

U(x) se relaciona com o potencial V(x) por U(x) = 2mV(x)/h* e o

ntimero de onda k se relaciona com a energia E por k =~/2mE / h* |
em que m € a massa da particula e 7 a constante reduzida de Planck.

A solugdo para o problema original, Equacdo 1, € colocada na
forma

=AW, + By, @
com a suposic¢do de que
Ay + B )y, =0, €)

que € a idéia basica do método da variagdo dos parimetros.”® A subs-
titui¢do de y e sua segunda derivada na Equacdo 1 fornece

A @)y, +B (), =U@[AXW, + By, ] “)
As Equagdes 3 e 4 compde o sistema de equagdes

A (), (x)+ B (x)p,(x)
A (X (x)+ B ()5 (x)

0
Uy, +B(x)y,], (5

ou na forma matricial WX' = UWX, na qual
, A
X(=|1)
B (x)

v 00
(x)_U(x)o'

O vetor X' € encontrado por X' = MX com M = W-'UW, isto é,

v, (x) Wz(x):|

W =
) L//; @) ¥y

AX) = M)A+ M,(x)B(x)
B(x) = M, (x)A(x)+M,,(x)B(x). (6)
As funcdes A(x) e B(x) modulam as amplitudes das funcdes
de onda incidente e refletida, portanto, segundo a interpretagdo de
Born, o quadrado da razdo destas amplitudes, em x — —oo, definem a

probabilidade de reflexdo ou coeficiente de reflexdo desejado. Assim,
assumindo r(x) como r(x) = B(x) / A(x), obtém-se a equacao diferencial

r'(x) =M, (x)+[My,(x)— M, (x)]r(x)— M, (x)rz(x)

ou

r’(x) = Uk)

= det(w)[wl +r(ow, | ©)

que é uma equagdo de Riccati,”” cuja solugdo em x — —oo fornece o
coefiente de reflexdo R = |r(x — —0)[>. A probabilidade de transmissdo
ou coeficiente de transmissdo pode ser facilmente obtida da relacdo
R+T = 1, que reflete a conservagdo de particulas no processo.
Neste ultimo caso, para avaliar os elementos da matriz M,
calcula-se a inversa de W analiticamente. A Equagdo 7 aplica-se na
condi¢cdo em que o potencial para x — —oo tem o valor zero. Essa
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condicdo pode ser sempre alcancada somando-se uma constante a
energia e ao potencial.

A condigdo inicial para resolu¢do numérica do problema, desde
que as particulas incidam sobre a barreira da esquerda para a direita, €

dadaporr, =r(k,x,) = Z;:O ™ emque k, = 2m[E -V (x,)]/ I’
0

e x, € um valor grande da coordenada. Com a substituicio de v, ¥,
e do determinante det(W) = —2ik na Equacdo 7, tem-se o problema
de valor inicial a ser resolvido,

r'(k,x) = —%[eﬂ“ + r(k,x)eifk"}z )

r(k,x,) = —I]z;]lio e
0

A quantidade r, ¢ a amplitude de reflexdo para o potencial
degrau V(x,)H(x — x,) com H sendo a fun¢do de Heaviside. O
termo ¢ de importincia para potenciais com limites assintéticos
V= V(x — +0) # 0 para levar em conta a contribui¢do do potencial
a direita de x, ao se iniciar a integracdo nesse ponto. Para o caso em
que V(x — +o) = 0, ndo existem particulas que se deslocam para a
esquerda a direita da barreira, consequentemente, a condi¢@o inicial
r(x — o) deve ser nula, portanto, r, se reduz a zero para valores
grandes de x.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Devido a importincia pedagégica do potencial barreira retangu-
lar, esse potencial serd considerado como um primeiro exemplo. O
segundo potencial abordado serd o potencial de Eckart.® O poten-
cial apresenta o limite assintético, V,, # 0, o que possibilita mostrar
a eficiéncia do método para uma condi¢do de contorno diferente.
Para os dois casos, considerou-se que a particula incide da esquerda
para a direita. A integra¢do numérica foi realizada para valores de
coordenada de 20 a —20 utilizando o método de Runge-Kutta quarta
e quinta ordem com passo adaptativo.*® Os cédlculos foram feitos em
unidades atdmicas.

Potencial barreira retangular

Um potencial continuo que representa uma barreira pode ser
estabelecido com a fung@o,

V@) = Vs ©)

(1+e ™)1+’

No limite de o grande, o potencial tende ao potencial barreira retan-
gular (Figura 1), em que V,,,, € o maximo do potencial e L a largura
da barreira.
As solugdes exatas do caso limite para £ >V, e E<V, ., sdo
dadas, respectivamente, por
(k> —x*)sin(ic L)

F=—a——— - (10)
(k* +x7)sin(K L) + 2ikk cos(k L)

(k> +x*)sinh(< L)
= — oy —, an
(k* —x7)sinh(K L) + 2ikK cosh(K L)

com K =\2m(E-V, )/ e K =ik .15

A solugdo numérica para o coeficiente de transmissdo, 7=1-R,
em que R = |r?, com pardmetros o.= 100, V,,,, = 1 e L =5, é apresen-

max

tada na Figura 2 em comparagio com as solugdes exatas.
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em que a e b sdo parametros arbitrarios. O potencial possui limites
diferentes como funcdo dos pardmetros e possui solugio analitica para
o tunelamento o que permite a compara¢éo com os resultados numéri-
cos. Na Figura 3 ¢ apresentado o potencial de Eckart onde se verifica
amodifica¢@o no limite V}, em fun¢do da modificagao dos parametros.
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Figura 1. Aproximagdo para o potencial barreira retangular, o. = 100,

Vie=1leL=5

max

Tr X L T
£ * #* ****\)e
I *
;o *
! X **
08} S * 1
| *M*Zk
I
0.6} / .
e I
*
]
04} ! 1
I
*
1
02} ! 1
¥
*
*
0 RPRRPRRP il :
0,5 1 1,5 2
E

Figura 2. Coeficiente de transmissdo para o potencial barreira retangular,
(asteriscos) solugdo numérica da Eq. (8), (linha tracejada) solugdo analitica

O erro médio cometido € menor que 0,05%, neste caso, o erro
além de ser fungdo dos pardmetros ajustaveis do método de resolucao
da equacio diferencial que controla a precisdo, € também funcdo do
valor o considerado para a aproximagao. A solucdo correta € obtida
tanto para E >V, ., quanto para E <V, . Os valores de T > 0 para
E <V, indicam o tunelamento das particulas, isto €, mesmo que
as particulas tenham energia menor que a da barreira, ainda hd uma
probabilidade finita de essas a atravessarem, o que classicamente nao
seria permitido. Também, mesmo que as particulas possuam energia

maior que a da barreira, E > V, ., ainda se observa T < 1, quando

classicamente se esperaria 7= 1.
O potencial considerado se anula assintoticamente, tanto para

valores negativos, quanto para valores positivos de x, um caso com
condicdes de contorno diferentes pode ser ilustrado com o potencial

de Eckart.”

Potencial de Eckart

O potencial de Eckart é dado pela funcgéo,'**

be"
+——=1
(1+e")

ae*
I+e*

12

V(x)= ;—m{

3.5

0 .
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Figura 3. Potencial de Eckart para diferentes valores do pardmetro a com

b=38a
A Figura 4 apresenta os coeficientes de reflexdo, R, para valores
2

. . ah _
de energia tomados no intervalo, m < E<4.5. Os resultados estédo
m

em comparagio com a solucdo analitica,

_ cosh[2m(k - B)] + cosh(2md)

, (13)
cosh[2nt(k + )] + cosh(21td)

R(K)

em que B = \/k2 —ae d=b-1/4, apropriada para descrever o

coeficiente de reflexdo para b > 1/4.

Figura 4. Coeficiente de reflexdo R para o potencial de Eckart para diferentes
valores de a com b = 8a, (linha continua) exato, (circulos) solu¢do numérica

Como se verifica, a resolucdo da Equagdo 8 leva a valores de
coeficientes de reflexdo corretos. O erro médio em relacdo a solucdo
analitica foi de 1,54 x 10°%. Uma das vantagens de se utilizar o
método da amplitude varidvel € a possibilidade de utilizar técnicas
de integracdo com passo adaptativo, o que contorna os problemas
citados por Rozman et al.' no método da matriz de transferéncia.



Vol. 39, No. 7

CONCLUSAO

A abordagem pelo método da amplitude varidvel consiste em
um caminho elementar para reduzir os calculos dos coeficientes de
transmissao ou reflexdo a um problema de valor inicial, utilizando uma
equacdo diferencial de primeira ordem. A equacio diferencial pode
ser resolvida pelas técnicas com passo adaptativo, o que leva a uma
solucdo precisa com um minimo esfor¢o computacional. Utilizando
uma condigao inicial adequada o método torna-se aplicdvel de maneira
geral a potenciais localizados com diferentes condi¢des de contorno.
O método aqui apresentado pode ser adaptado para o cédlculo da
matriz de espalhamento e versdes em mais de uma dimensdo devem
ser investigadas.

De simples implementacdo computacional, o método representa
uma ferramenta atrativa para compreender os processos de tunela-
mento para os mais diversos potenciais. A exemplo da equagdo de
Calogero, a equacao diferencial para a amplitude de reflexdo pode ser
utilizada para estudar o problema inverso de recuperacgio do potencial
a partir de dados de coeficiente de transmissao ou reflexao.

MATERIAL SUPLEMENTAR

Um exemplo de codigo para cdlculos de coeficiente de reflexdao
desenvolvido em MATLAB esté disponivel como material suplemen-
tar em http://quimicanova.sbq.org.br, com acesso livre.
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