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Para o caso de apllcaçõea por prazos fracio-
nários, a literatura técnica menciona duas prIn-
cipais convenções como as mais ueualsr'
a) convenção linear, segundo a qual procede-se a
uma interpolação linear, o que corresponde, na
realidade, ao pagamento de juros simples à mes-
ma taxa I para a fração do perlodo;
b) convenção exponencial, sob a qual os juros
relativos a um perlodo fracionário são calculados
à taxa equivalente de juros compostos apro-
priada.

Do ponto de vista filosófico, não se poderia
afirmar que uma dessas duas convenções seja
superior à outra, uma vez que não passam de ar-
tiflcios práticos para contornar a descontinui-
dade teórica do processo de capitalização. Ex-
pllcita ou implicitamente, porém, e baseando-se
no principio de manutenção de consistência com
o conceito geral de taxas equivalentes, a lite-
ratura técnica tende a considerar a convenção ex-
ponencial como a superior. Assim, pelo menos
na maioria da literatura consultada.! supOe-se
que o caso de prazos fracionários seja tratado via
emprego da taxa equivalente adequada, a menos
que seja explicitamente especificada outra for-
ma.

Do ponto de vista da aplicação prática, tendo
presente o fato de que a seleção de uma parti-
cular convenção é mera questão de conveniência
e de acerto entre as partes interessadas - mais
importantes do que posslveis justificativas for-
mais são os valores numéricos resultantes. Con-
seqOentemente, passemos a um confronto entre
os resultados advindos da adoção das duas con-
venções usuais, para o caso de sucessOes de
pagamentos periódicos, e segundo três leis de
formação: constantes, variáveis em progressão
aritmética, e em progressão geométrica.
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3. PAGAMENTOS CONSTANTES

Suponhamos o caso em que, como esquema-
tizado na figo 2, tenhamos k pagamentos, cons-
tantes e iguais a P, ao longo do perlodo a que se
refere a taxa I de juros compostos considerada.

Considerando-se em turno cada uma das duas
convençOes mencionadas, passemos a determi-
nar o montante desses pagamentos na época 1.

Figura 2

o

3.1 Convenção linear

Como, adotando-se a convenção linear, os juros
r~ativos a períodos fracionários são computados
considerando-se juros simples à mesma taxa I, o
montante procurado, M, será igual a:

k
M = 1: P [1 + I(k-j)/k]

Jo1

= P{k + I[k - k(k+1)f2k]}
ou

M = P [k + I (k-1)f2] (1)6

3.2 Convenção exponencial

Agora, segundo a convenção exponencial, o
montante procurado, que denotaremos por M',
será determinado trabalhando-se com a taxa I ,
que, sendo relativa à fração 1fk do perlodo a que
se refere a taxa I, seja equivalente a esta última.

Ora, uma vez considerada a taxa equivalente
ik= (1+1)1/k -1, teremos uma sucessão de k pa-
gamentos periódicos e constantes, com perlodo
coincidentes com o da taxa I . Portanto, lançando
mão de resultado clássico da matemática finan-
ceira, teremos que, tendo em vista que os pa-
gamentos são" posteclpados:"

M' = pS'k1lk
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onde • k1lk representa o montante de uma série de
k pagamentos periódicos, constantes e unitários
de final de periodo, capitalizados à taxa Ik por
periodo, sendo designado em geral pelo nome de
"fator de acumulação composta" ; ou

M' = P[(1 + IK )K - 1]/ik (2)

Alternativamente, trabalhando-se diretamente
com a taxa i, podemos escrever também, tendo
em vista a relação entre I e '" .

M' =P{il[(1 +1)l/k -1]} (2')1

3.3 Exemplo numérico

Como ilustração da aplicação das duas conven-
çOes abordadas, e buscando tornar patente suas
diferenças, consideremos a seguinte proposital-
mente exagerada situação.

Suponha-se o caso onde 12 pagamentos men-
sais, de Cr$ 10 000,00 cada, sejam sucessiva-
mente depositados em uma conta (ouro) de uma
instituição que paga a taxa de juros de 132,4% ao
ano como capitalização trimestral (ou seja,
efetivamente, 33,1% ao trimestre). Se o primeiro
depósito for efetuado dentro de um mês, qual
será o saldo na conta imediatamente após o úl-
timo depósito?
Solução:
a) Adotando-se a convenção linear
Neste caso, os dois primeiros depósitos em cada
um dos quatro trimestres em apreço serão con-
siderados como rendendo juros simples à taxa
trimestral de 33,1 %. Portanto, tendo em vista a
fórmula (1), segue-se que os depósitos trimes-
trais equivalentes serão iguais a:

M = 10000 [3 + 0,331 (3 -1)/2] = 33310,00
Conseqüentemente, considerando-se os

quatro depósitos trimestrais equivalentes,.segue-
se que o saldo procurado será igual a:
S = 33310s = 33310 [(1,331) L1] /0,331=4133,1

= 215199,54
b) Adotando-se a convenção exponencial
Agora, passemos a trabalhar com a taxa mensal
de juros compostos que seja equivalente à de
33,1% ao trimestre. Ou seja, será considerada a
taxa: 1/3

lu = (1,331) - 1 = 0,10 ou 10% ao mês.
Então, uma vez dada a taxa de 10% ao mês, o

saldo desejado será igual a:
S' -vooooe ~ = 10000 [(1,10)12 -1]/0,10=

= 213842,84 1210

Como era de se esperar, e ao contrário do afir-
mado por Zaloom,' as convençOes linear e ex-
ponencial não são equivalentes. Assim, para o
caso do exemplo, embora a diferença entre S e S'
não seja de muita significação quando medida
em termos relativos (somente 0,63%), seu valor
absoluto (Cr$ 1 356,70) é de considerável rele-
vância prática. Além do mais, como iremos mos-
trar, teremos sempre, em termos relativos, resul-
tados obtidos pela convenção linear levemente
superiores aos derivados do emprego da conven-
ção exponencial.

3.4 Caso limite: pagamentos continuos

Antes de passarmos a uma anál ise mais deta-
lhada da diferença entre M e M', é interessante
considerarmos também o caso em que haja um
número infinito de pagamentos ao longo do pe-
riodo da taxa i. Isto é, vamos considerar o caso
onde haja P unidades de capital uniformemente
distribuldas ao longo dOJ)erlodo da taxa 1.9

Representando-se por M o montante na época
1, segundo a convenção linear, para o caso de
uma distribuição uniforme de pagamentos, sua
expressão pode ser facilmente determinada
tomando-se o limite (quando k tende a infinito) da
rela~o (1), quando se substitui, nesta última, P
por P/k. Assim, para o caso de adoção da con-
venção linear, teremos:

M = lim P [k + I(k - 1)12]k
k+oo

ou
M = P (1 + 1/2)

Por outro lado, na hipótese do emprego da
convenção exponencial, lançando mão do resul-
tado obtido em nosso trabalho Engenharia
econômica: elementos,10 segue-se que o mon-
tante procurado será igual a:

M' = Pi/1g (1 + i) (4)

3.5 Análise de sensibilidade

Uma pequena dose de reflexão sobre as lrnpll-
cações da adoção de cada uma das duas conven-
çOes consideradas é suficien!.e ~ra se pm-c®er
por que devemos esperar M>M' (ou M>M'):
adotando-se a convenção exponencial, estare-
mos na verdade fazendo com que o processo de
capitalização se torne continuo e representado
por uma função exponencial, a qual é sempre es-
tritamente convexa. Portanto, tendo em vista a
definição geral de uma função convexa." e levan-
do-se em conta o fato de que a convenção linear
se traduz no emprego de uma interpolação linear,
segue-se que valores obtidos, via adoção desta
última, serão sempre superiores aos derivados
mediante o uso da convenção exponencial.

Fundos de. amortização
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Porém, com exceção de alguns resultados espar-
SOS,12 pouco pode ser dito. prtort a respeito do
tamanho da diferença. Assim é que se torna In-
teressante procedermos a uma Investigação.
Seja:

(M-M') [(1 +1)1/k_1][2k+(k-1)1]-21
Ek(1)=100 M =100[(1 + 1)1/k_1] [2 k + (k 1) I]

Isto é, Ek (I) denota o decréscimo percentual, no
valor do montante na época 1, resu Itante da
mudança da convenção linear para a exponencial.
Observemos, ainda, que, para o caso de um fluxo
uniforme de pagamentos, teremos:

(I) limE (I) (l1li-l1li') 100 (2+1)1g(1+I)-21
Eoo =k+ook =100 " (2 + I) 1 9 (1 + I)

(6)

Então, variando-se k e I, uma indicação quan-
titativa do tamanho relativo da diferença entre as
duas convenções pode ser inferlda dos resul-
tados apresentados na tabela 1.

Tabela 1

4. PAGAMENTOS EM PROGRESSÃO
ARITMÉTICA

Suponhamos agora o caso onde, como esque-
matizado na flg. 3, os k pagamentos ao longo do
perlodo a que se refere a taxa I variem segundo
uma progressão aritmética da razão A, e cujo
primeiro termo é igual a P.

(5) Figura 3

P.(k-IlA
p. (k-2)A

p

I
21k 3/k (k-Il/ko IIk

4.1 Convenção 11 near

Adotando-se a convenção linear, o montante na
época 1 será:

k
MA = J~ [P + (J - 1) A ] [1 + I (k - JVk] =

k k
= 1: P [1+ I (k - j)/k] + A 1: (J - 1)[1 + I(k -j)/k]J.... 1=1

Variação da diferença percentual Ek (i) em função de ie de k
50

1(%) E2 (I) E3 (I) E.• (I) E6 (I) E12 (I) EU (I) El60 (I) E00(1)

1/2 0,00016 0,00018 0,00019 0,00020 0,00021 0,00021 0,00021 0,00021
1 0,00062 0,00074 0,00077 0,00080 0,00082 0,00083 0,00083 0,00083
2 0,00246 0,00291 0,00307 0,00318 .0,00326 0,00327 0,00327 0,00327
3 0,00550 0,00650 0,00685 0,00710 0,00724 0,00728 0,00728 0,00728
4 0,00971 0,01147 0,01208 0,01250 0,01275 0,01282 0,01282 0,01282
5 0,01506 0,01777 0,01871 0,01936 0,01974 0,01984 0,01983 0,01983
6 0,02153 0,02539 0,02671 0,02763 0,02816 0,02829 0,02829 0,02828
7 0,02909 0,03428 0,03605 0,03728 0,03797 0,03814 0,03813 0,03813
8 0,03772 0,04442 0,04670 0,04827 0,04914 0,04935 0,04933 0,04933
9 0,04740 0,05577 0,05861 0,06056 0,06163 0,06187 0,06185 0,06184

10 0,05811 0,06831 0,07176 0,07412 0,07541 0,07567 0,07564 0,07583
15 0,12624 0,14784 0,15501 0,15981 0,16228 0,16265 0,16249 0,16246
20 0,21690 0,25307 0,26485 0,27255 0,27627 0,27647 0,27616 0,27609
25 0,32781 0,38109 0,39812 0,40898 0,41385 0,41362 0,41301 0,41289
30 0,45696 0,52935 0,55206 0,56617 0,57196 0,57093 0,56991 0,56970
35 0,60253 0,69560 0,72424 0,74154 0,74793 0,74569 0,74413 0,74383
40 0,76291 0,87783 0,91250 0,93284 0,93944 0,93554 0,93331 0,93289
45 0,93665 1,07425 1,11495 1,13808 1,14445 1,13843 1,13540 1,13483
50 1,12245 1,28329 1,32990 1,35551 1,36116 1,35256 1,34860 1,34786
60 1,52561 1,73367 1,79149 1,82091 1,82360 1,80844 1,80223 1,80109
70 1,96424 2,21932 2,28713 2,31866 2,31627 2,29273 2,28378 2,28215
80 2,43163 2,73243 2,80875 2,84052 2,83097 2,79733 2,78519 2,78300
90 2,92225 3,26669 3,34986 3,37998 3,36123 3,31592 3,30018 3,29736

100 3,43146 3,81695 3,90521 3,93182 3,90198 3,84355 3,82384 3,82033

Revista de Administração de Emprua&



Ora:
k
l: P [1 + i (k - j )/k] = P [k + i (k -1)/2]
'=1

e
kk

A l: (j-1)[1 + 1(1- j)/k] = A {l: (j+IJ - IJ2/k) -
"1 "1

-[k + i(k - 1)/2]}

Tendo em vista a fórmula para a soma dos
quadrados dos k primeiros números naturais, 13
podemos escrever:

~(j + IJ_IJ2/k) = (1 + I)k(k + 1)/2-
'=1

-(l/k)k(k + 1) (2k+1)/6 = (k+1)[3k+I(k-1)]/6

Logo:
MA = (P - A) [ k + i (k-1 )/2] + A (k + 1)[3k + I (k -
- 1)]/6 (7)

Parao caso particular, onde A = P, teremos en-
tão:
MA =P(k+1)[3k+l(k-1)]/6 (7')

4.2 Convenção exponencial

Trabalhando-se com a taxa I = (1 + I) - 1, o
montante na época 1, segundo a convenção ex-
ponenctal.v será igual a:

ou em função da taxa I:

MA = PS_-1_+ A(S_-1_- K)/[(1 + l)l/k - 1]
1/kll 1/kll (8)

Assim, no caso particular onde A = P, po-
demos escrever:

M'A =P(a-1 -k)/[(1 +1)l/k -1] (8')
TIklI

onde

a-~= s~ + I = 1(1 + 1)1/k/[(1-+ l)l/k - 1]
1/kll 1/1\11

4.3 Caso limite

No caso limite, onde o número de termos, k, ten-
de a infinito, passaremos a ter um fluxo continuo
de pagamentos, cuja lei de formação é agora
linear. Supon..!Jamos,então, que se tenha um
fluxo igual a P unidades de capital linearmente
distribuidas ao longo do perlodo a que se refere.-a
taxa i. Isto é, teremos 15 Q(t) = at, para a = 2P.

Por outro lado, com vistas à aplicação da
relação (7'), estaremos considerando o limite,
quando k tende a infinito, de uma sucessão de k
pagamentos em progressão aritmét ica de razão
igual aP cuja soma é P. Isto é, tendo em mente a
fórmula da soma dos termos de uma progressão .
aritmética, devemos ter (considerando o caso
particular onde A = P):

K -
I P, = kP (1 + k)/2 = P
J=1

ou
P = 2P1k (1 + k) (9)

Portanto, na hipótese de adoção da convenção
linear, o I1l9ntante na época 1, que denotaremos
agora por MA' será obtido substituindo-se em (7')
a expressão de P como dada por (9), e tomando-
se o limite para k-oo. Assim:

MA = IIm{[2P/k (k + 1)] (k + 1) [3k + i(k -
k-oo

- 1)]/6}

ou
MA = P(3 + 1)13 (10)

Ao passo que, no evento do emprego da con-
venção exponenclat,v teremos que o montante
na época 1 será igual a:

M'A = 2 (1 + i) P (Ia)
Til

51

ou

= 2P [i 1
19 (1 + i) 1 9 (1 + I) - 1j (11)

4.4 Análise de sensibilidade

Na tabela 2 são apresentados, para diversos
valores de i e de k as diferenças percentuais entre
valores computados segundo as convenções
linear e exponencial, para o caso de pagamentos
variando em progressão aritmética de razão igual

Fundos de amortização



a P. Isto é, na tabela 2 são apresentados valores de:

. _ f (k+1) [3k + 1(k -1)] - 6(a~\I- k)[(1 + i) lIk - 1]}

I:K(I)-100 t (k + 1) [3k + i(k - 1)]

(12)

e de 1:00 (I)= 100[3 + i- 6(1+ I) (Ia) TIl
3 + i

Tabela 2

Variação da diferença percentual ~K(i) em função de 1e de k
~i(%) I ~(I) I ~(I) I ~(I) I ~(I) I ~(I) ~ (I) ~ (I) ~ (I)

1/2 0,00010 0,00014 0,00016 0,00017 0,00019 0,00020 0,00021 0,00021
1 0,00041 0,00055 0,00062 0,00069 0,00076 0,00081 0,00082 0,00083
2 0,00165 0,00219 0,00246 0,00273 0,00301 0,00321 0,00327 0,00328
3 0,00368 0;00489 0,00550 0,00610 0,00671 0,00717 0,00729 0,00731
4 0,00649 0,00863 0,00970 0,01076 0,01182 0,01264 0,01285 0,01288
5 0,01008 0,01339 0,01504 0,01868 0,01833 0,01959 0,01991 0,01996
6 0,01442 0,01915 0,02150 0,02384 0,02618 0,02797 0,02843 0,02851
7 0,01950 0,02587 0,02904 0,03220 0,03534 0,03775 0,03837 0,03848
8 0,02531 0,03356 0,03765 0,04173 0,04579 0,04891 0,04971 0,04984
9 0,03183 0,04217 0,04730 0,05241 0,05749 0,06139 0,06239 0,06256

10 0,03905 0,05170 0,05797 0,06421 0,07042 0,07518 0,07640 0,07661
15 0,08519 0,11238 0,12581 0,13914 0,15238 0,16252 0,16512 0,16555
20 0,14693 0,19319 0,21593 0,23847 0,26081 0,27788 0,28225 0,28299
25 0,22291 0,29213 0.32604 0.35955 0,39271 0,41802 0,42449 0,42559
30 0,31189 0,40744 0,45406 0,50004 0,54545 0,58006 0,58890 0,59039
35 0,41276 0,53752 0,59818 0,65787 0,71672 0,76150 0,77293 0,77486
40 0,52450 0,88098 0,75677 0,83119 0,90444 0,96010 0,97430 0,97669
45 0,64622 0,83652 0,92836 1,01836 1,10679 1,17389 1,19100 1,19388
50 0,77708 1,00301 1,11166 1,21792 1,32213 1,40112 1,42125 1,42464
60 1,06330 1,36478 1,50875 1,84902 1,78614 1,88982 1,91621 1,92066
70 1,37790 1,75911 1,93994 2,11547 2,28654 2,41559 2,44841 2,45393
80 1,71645 2,18008 2,39858 2,60994 2,81532 2,96994 3,00921 3,01583
90 2,07522 2,62276 2,87921 3,12643 3,36600 3,54599 3,59167 3,59937

100 2,45104 3,08305 3,37727 3,66000 3,93326 4,13619 4,19016 4,19891

5. PAGAMENTOS EM PROGRESSÃO
GEOMÉTRICA

52

Finalmente, para concluir nossa análise, su-
ponhamos que os k pagamentos variem, segundo
uma progressão geométrica. Isto é, como re-
presentado de maneira esquemática na figo 4,
suponhamos agora que os k pagamentos ao lon-
go do perlodo da taxa 1 formem uma progressão
geométrica, cujo primeiro termo é P e com razão
igual a q, sendo q #- 1.

Figura 4

qk-Ip

qk-2p

PI qpl "'1
s

O IIk 21k 3/k (k-I)lk k/k'l
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5.1 Convenção linear

Na hipótese de adoção da convenção linear, o
montante na época 1, agora denotado por
Mo , será igual a:

K J-1
Mo = l:q P [1 + 1 (k - j )/k]

P1

K
=P[(1 +1)(1-qK)/(1-q)-(I/qk)l:jql]

1=1

Ora, sabemos que:17

K
l: jqJ = q[1 - qK(1+k-kq)]/(1 - q)2
~=1

Logo:
Mo = P[k(1 - q) (1+ l-qK) + l(qK- 1)]/k(1 - q)2

(14)

5.2 Convenção exponencial

Uma vez considerada a taxa IK, segue-se que o
montante na época 1, de acordo com a convenção
exponencial, será igual a:



K l-I
M' = 1:q

O 1=1
K
1: [q/(1 + I

K
)] I

1:1

K - I K
P (1 + I) = P [(1 + I ) Iq]K K

Portanto, fazendo-se m = q/(1 + iK) e distin-
guindo-se os casos onde m = 1 e m* 1, tem-se
que (fórmula da soma dos termos de uma pro-
gressão geométrica):

{

K-l
kP (1 + iK) ,se m = 1 (15)M'

o P (1 + IK)K-l (1 - mK)1 (1 - m), se m *1

Então, em função da taxa I, podemos escrever:

{

kP (1 + I)(K-l )/K, se q = (1 + I) I/K
M'

o P [(1 + I) _ qK]1 [(1 + I) l/K_q],

se q * (1 + I) l/K
(15' )

Para efeito de comparação com a convenção
linear, iremos considerar o caso particular onde

q = (1 + I) l/K

5.3 Caso limite

Se o número de pagamentos ao longo do perlodo
da taxa Itender a infinito, passaremos a ter um
fluxo continuo, cuja lei de formação será ex-
ponencial. Ou seja, conforme Cissel & Cissel,lI
teremos Q(t) = be Q t, onde b é uma constante e .R
é a taxa de variação. Assim, no caso em que P
unidades de capital estejam exponencialmente
distribuidas ao longo do periodo a que se refere a
taxa I, devemos ter:

Jl Q(t) dt = Fi -+ b f1 e Q t dt = Fio o

ou

Portanto, considerando-se o caso particular
onde eQ = (1 + 1),11 teremos que:

b = P1g(1 + 1)/1 (16)

Por outro lado, com vistas à aplicação da con-
venção linear, como expressa pela fórmula (14),
estaremos considerando o limite, quando k tende
a infinito, de uma sucessão de k pagamentos em
progressão geométrica de razão (1 + i) l/K e cuja
soma é P. Isto é, tendo em mente a fórmula
da soma dos termos de uma progressão geométri-
ca, desejamos que seja mantida a seguinte
igualdade:

K l/K_
1: P I = IP I [(1 + I) - 1] = P
1=1
I

ou
- l/K

P = P [(1 + I) - 1] 11 (17)

Por conseguinte, adotando-se a convenção li-
near, o m..9ntante na época 1, que representare-
mos por Mo será determinado mediante a subs-
tituição em (14) da expressão de P como dada
pela (17), e tomando-se o limite quando k - 00.
Assim, substituindo-se previamente q por (1+1)1/k
em (14), teremos:

l/K
Mo = 11mP[(1 + I) -1]

K-

{
k[1-(1 +i)1/KJ[(1 +1)-(1 +1)] + 1(1+1-1)

k [1 -(1 + I)l/K]2

= 11m! iP }
k-oo \.k [(1 + I) 1/K-1]

ou

(18)

Ao passo que, na hipótese do emprego da con-
venção exponencial, o montante procurado ser'
igual a:

b (1 + I) ou, tendo em vista a (16)

M'a = (1 + I) P19 (1 + i)
i

(19) 53

5.4 Análise de sensibilidade

Detendo-se no exame do caso particular apon-
tado, apresentamos na tabela 3 o comportamento
do decréscimo percentual resultante da mudança
da convenção linear para o exponencial, em fun-
ção de variaçOes na taxa I e no número de pa-
gamentos k, Isto é, para diversos valores de I e de
k, são apresentados valores de:

(K-l)/K 1/K]2}/i2
~K (1)=100{12 - k2 (1 + I) [1-(1+1)

(20)

e de
~00(1)= 100{i2 - (1 + I) 1 g2(1 +I)} I j2 (21)

Fundos de amortização



Tabela 3

Variação da diferença percentual ~k(l) em função de I e de k

~ 1(%) ~ (I) ~(I) ~ (I) ~ (I) ~(I) ~(I) ~(I) t; (I)
1/2 0,00016 0,00018 0,00019 0,00020 0,00021 0,00021 0,00021 0,00021

1 0,00062 0,00073 0,00077 0,00080 0,00082 0,00083 0,00083 0,00083
2 0,00245 0,00291 0,00306 0,00318 0,00325 0,00327 0,00327 0,00327
3 0,00546 0,00647 0,00683 0,00708 0,00723 0,00728 0,00728 0,00728
4 0,00961 0,01139 0,01202 0,01246 0,01273 0,01281 0,01281 0,01281
5 0,01488 0,01763 0,01880 0,01928 0,01970 0,01983 0,01984 0,01984
6 0,02122 0,02515 0,02652 0,02750 0,02809 0,02828 0,02829 0,02829
7 0,02861 0,03390 0,03576 0,03708 0,03787 0,03813 0,03814 0,03814
8 0,03701 0,04388 0,04626 0,04797 0,04900 0,04933 0,04934 0,04934
9 0,04640 0,05499 0,05800 0,06015 0,06144 0.06184 0,06187 0,06187

10 0,05675 0,06726 0,07094 0,07357 0,07514 0,07564 0,07564 0,07567
15 0,12198 0,14456 0,15246 0,15611 0,16149 0,16256 0,16262 0,16262
20 0,20747 0,24585 0,25928 0,28888 0,27463 0,27645 0,27655 0,27655
25 0,31056 0,36799 0,38808 0,40243 0,41104 0,41376 0,41391 0,41391
30 0,42899 0,50827 0,53600 0,55581 0,56770 0,57145 0,57165 0,57166
35 0,56079 0,88436 0,70059 0,72646 0,74198 0,74688 0,74715 0,74716
40 0,70426 0,83424 0,87970 0,91217 0,93164 0,93778 0,93812 0,93813
45 0,85793 1,01616 1,07149 1,11100 1,13470 1,14218 1,14259 1,14260
50 1,02051 1,20858 1,27434 1,32128 1,34944 1,35833 1,35882 1,35883
60 1,36804 1,61973 1,70770 1,77049 1,80815 1,82004 1,82069 1,82071
70 1,73935 2,05878 2,17038 2,25003 2,29780 2,31287 2,31370 2,31372
80 2,12862 2,51880 2,65507 2,75231 2,81062 2,82901 2,83003 2,83005
90 2,53129 2,99437 3,15603 3,27137 3,34052 3,36233 3,36353 3,36356

100 2,94373 3,48116 3,66870 3,80248 3,88268 3,90797 3,90937 3,90940

6. CONCLUSÃO
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Tentamos aqui um maior esclarecimento do caso
onde o intervalo de tempo entre pagamentos con-
secutivos é inferior ao periodo da taxa de juros
compostos especificada. Considerando-se as
duas principais convençOes, sob três distintas
hipóteses para a lei de formação dos pagamen-
tos, realizamos uma análise numérica do com-
portamento de suas diferenças relativas em fun-
ção da taxa de juros e do número de pagamentos
ao longo do periodo. Os resultados observados
mostram que, independentemente do número de
pagamentos e da lei de formação, a diferença
relativa entre as convençOes linear e exponencial
é bastante pequena, embora crescente com a
taxa. Assim, para taxas de juros até 10% por
periodo, essas diferenças são inferiores a 0,010/0-.
Porém, como ilustrado no exemplo numérico
abordado, as diferenças absolutas podem ser de
grande significação. Em particular, para o caso
do PIS cuja arrecadação anual é da ordem dos
bilhOes de cruzeiros, e considerando que em
1974, devido ao recrudescimento inflacionário, as
taxas aparentes de aplicação andaram ao redor de
40% ao ano, as diferenças entre resultados ad-
vindos da adoção de uma ou de outra convenção
podem chegar a alguns milhOes de cruzeiros .•
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1 Ao contrário do que é afirmado por Zaloom (ver bIblio-
grafia), o assunto é tratado na maioria dos textos de ma-
temática financeira. Assim, por exemplo, enquaato que na
literatura americana temos Ayres, Butcher & Nesbltt Clssel
& Cissel, Hummel & Seebeck e Keilison, podemos men-
cionar ainda Carvalho, Faro e Moraes na literatura brasileira
e Finetti na literatura francesa (ver bibliografia).
2 Ver bibliografia.
3 Uma importante exceção, sendo pois um caso onde a
teoria é tomada ao pé da letra, é a referente a depósitos
efetuados nas chamadas cadernetas de poupança. Para es-
sas instituições, não caberá nenhuma remuneração, nos
trimestres considerado, para depósitos efetuados após o
quinto dia de cada trimestre civil.
4 Faro, C. de. Matemática financeira. 2. ed. Rio de Janeiro,
APEC, 1970.
5 O trabalho de T.M. Carvalho e o de E. M. Moraes (ver
bibliografia) apresentam-se como exceçOes,Jãque apontam
a convenção linear como a mais lógica. Ambos, porém,
criticam a heterogeneidade das fórmulas.
6 É interessante notar que, ao contrárlo do que é afirmado
por Zaloom, a relação (1), que corresponde à (10) de seu ar-
tigo, não foi por ele originalmente derivada. Por exemplo,
essa mesma relação pode ser encontrada em C. de Faro,
Matemática financeira, p. 201.
7 A importância de se trabalhar diretamente com a relação
(2') deve-se ao fato de que 1/[(1+1)1/k-1J•• -ll1ktencontra-se
tabelada paradiversos valores de Ie de k. Veja-se, por exem-
plo, Ayres Jr. Mathematics of flnane•. Faro, Matemática
financeira. Hummel & Seebeck, Mathematlc. of flnance.
S Em um comentário a este artigo, Ward e Flelsher apontam
o erro dessa afirmativa e procedem a uma comparação entre
as duas convenções, que se limita aos casos onde se te-
nham dois ou seis pagamentos constantes.
9 Esse caso não é só de importância teórica. Assim, por
exemplo, no estudo da evolução do fundo acumulado no
Programa de Integração Social (PIS) realizado por Pastore e
Barros, o caso de distribuição uniforme foi considerado,
tendo sido adotada a convenção linear.

10Faro, C. de. Engenharia econômica. (Ver bibliografia).
11Bartle, R.G. The elements of real analy.I •. (Ver biblio-
grafia).

12Alémdos resultados apresentados por Ward, T.L. & Fleis-
cher, G.A. (bibliografia), que não incluem o caso de fluxo
contínuo de pagamentos, podemos citar ainda, por exem-
plo, a análise teórica efetuada por Butcher e Nesbitt, em
Mathematics of compound Interest. p. 21.

13Faro, C. de. Engenharia econômica: elementos. op. clt. p.
192.

14Faro, C. de. Matemática financeira. op. clt. p. 329.
15Faro, C. de. Engenharia econômica: elemento •• op. clt. p.
83.

16lbid. p. 84.
17lbid. p. 193.
1sCf.Cissel & Cissel (ver bibliografia).

190u seja, estaremos considerando o caso onde Q=ó , sendo
d 1g (1-1)a taxa instantânea de Juroscorrespondente à taxa i.
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