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Esta nota discute a continuidade de relacdes de preferéncia definidas em conjun-
tos discretos, relacionando-a com o conceito de continuidade de fungdes (e, mais
geralmente, de correspondéncias). A propriedade de relatividade do conceito de
conjunto aberto se revela peca fundamental nesta discussdo e, com isso, sua im-
portancia para a Teoria Econdmica é reforcada de forma transparente.
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1. Introducéo

Dentre os instrumentos mateméaticos empregados pela Teoria Econ6mica para modelar
escolha dos agentes (pessoas, governos, firmas etc...), o conceito de relacdo de prefe-
réncia é um dos mais fundamentais®. Em grandes linhas, uma relacdo de preferéncia
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1Tal relevancia se torna evidente ao se considerar que a principal caracteristica que diferencia a Ciéncia
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2 First et al.

> é empregada pela Teoria Econdmica para modelar a forma que um agente classi-
fica cada par de alternativas a e b presentes em um dado conjunto de alternativas A.
Concretamente, quando o agente classifica a alternativa a € A como tao boa quanto a
alternativa b € A, a relagao de preferéncia =~ é definida de forma que a ~— b. A escolha
deste agente, restrita as alternativas presentes em A, é suposta pela Teoria Econ6mica
como determinada pela forma que este agente classifica pares de alternativas em A.
Ou seja, determinada pela relagao de preferéncia - sobre A.

Matematicamente, a relagdo de preferéncia 7z é uma relagdo bindria de A em si
mesmo, ou seja, = € um subconjunto de A x A. Dentre as propriedades matematicas
frequentemente demandadas de - pela Teoria Econ6mica ao modelar as escolhas dos
agentes, a continuidade de - é um dos principais ingredientes que caracterizam prefe-
réncias bem comportadas?

Este trabalho discute a continuidade de relagdes de preferéncia - C A X A no con-
texto em que o conjunto de alternativas A é um subconjunto discreto do R”. Conforme
elaborado na Secdo 2.1, a continuidade de ~ é consequéncia direta de A ser um con-
junto discreto (cada ponto de A é ponto isolado de A). Na Secao 3, a semelhanca entre
continuidade de preferéncias em conjuntos discretos e continuidade de funcdes em
pontos isolados de seu dominio é explorada no contexto de continuidade de correspon-
déncias. Apds registrar que também sdo continuas as correspondéncias definidas em
dominio discreto, destaca-se que o grafico de toda correspondéncia define uma rela-
cao binaria. Ainda, quando dominio e contradominio desta correspondéncia sao iguais,
tal relacao bindria é uma relacao de preferéncia. Este ponto é explorado em seguida
demonstrando-se um sentido sob o qual a continuidade da referida correspondéncia
implica continuidade da relacao de preferéncia definida pelo seu grafico.

A discussao apresentada nesta nota chama a atencao para o fato de que continui-
dade em conjuntos discretos é trivialmente verdadeira, tanto continuidade de relacdes
de preferéncia quanto continuidade de funcdes (e, mais geralmente, continuidade de
correspondéncias)?. Ainda, fica claro que a propriedade de relatividade do conceito de
conjunto aberto é peca fundamental nesta discussdo, uma vez que sua combinagdo com
pontos isolados é o argumento central para estabelecer os resultados de continuidade
reunidos nesta nota®.

2. Continuidade de relacOes de preferéncia

Sejam L, M e N nimeros naturais, A CRY, DCRM, C C RN e RC D x C uma relacio
bindria de D em C. O conjunto D é o dominio de R e C é o contradominio de R. Se

2Em grandes linhas, continuidade de - é atrativa para modelar comportamentos suaves: escolhas em
subconjuntos de A que ndo mudam de forma abrupta apds pequenas perturbacdes neste subconjunto. Um
exemplo classico de relacdo de preferéncia que ndo é continua é a classificacao lexicografica de pontos
em R2.

3De fato, em um espaco métrico (Y,d), na topologia relativa a A CY, todo subconjunto de A é aberto e,
por isso, continuidade é trivialmente obtida. Agradecemos a avaliacdo an6nima que pontuou a generali-
dade ainda maior deste resultado.

“4Tal relevancia da natureza relativa do conceito de aberto é explorada em detalhes no Apéndice A no
contexto do exemplo da Secdo 2.1.1. Conclui-se que, ao negligenciar a relatividade do conceito de conjunto
aberto presente na definicdo de continuidade de relagao de preferéncia, incorre-se no equivoco de concluir
que a preferéncia = definida em (2) ndo é continua.
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D =C, diz-se que R é relagdo binaria em D. Diz-se que d é relacionado com ¢ segundo
R quando (d,c) € R, 0 que é mais comumente denotado em Economia Matemética por
dRc. Conforme antecipado na introducdo, = é relacdo de preferéncia sobre A se - é
uma relacao binaria em A. Nesta secdo, suponha D=C=A, deformaque RCAxA é
uma relacdo de preferéncia em A.

Definigdo 1. R é continua se, para cada b € A, os conjuntos S, = {a € AlaRb} e [, = {a €
A|bRa} séo ambos fechados em A.

2.1 Continuidade de R C A x A quando A é discreto

Suponha nesta subsecao que A é um conjunto discreto, ou seja, que todo a € A é ponto
isolado de A. Assim, por definicao de ponto isolado, a € A garante que existe € > 0 tal
que B¢(a)NA = {a}, em que B¢(a) = {x e Rl : ||x—a| < €} . A continuidade de R quando A
é discreto é consequéncia direta do fato de que subconjuntos de um conjunto discreto
sempre sao fechados neste conjunto, conforme estabelecido no Lema 1.

Lema 1. Se E C A, entdo E é aberto em A e também fechado em A.

Demonstracdo. Note inicialmente que, para cadaa €A, E = {a} é aberto em A, ou equi-
valentemente, Ve € EJe > 0(B:(¢) NA C E). De fato, para e € E = {a} arbitrério, basta
verificar que 3¢ > 0(Bg(a) NA C {a}), j& que neste caso e = a. Usando que A é dis-
creto, tem-se que e =a € A é ponto isolado de A. Usando este fato, seja € > 0 tal que
Be,(a)NA = {a} C {a}.

Agora note que todo E C A pode ser escrito como E = U,cg{e}, ou seja, como uma
unido de abertos em A. Com isso, obtém-se que E é aberto em A. Para obter que todo
E C A é fechado em A, basta notar que seu complemento em A, dado por A\ E, é sub-
conjunto de A. Assim, A\ E é aberto. O

Proposicdo 1. A relacdo de preferéncia R C A x A é continua.

Demonstracao. Para y € A arbitrario, tem-se S, = {x € A|xRy} e I, = {x € A|yRx}. Para
obter que S, e I, sdo ambos fechados em A, basta notar que S, CA, I, CA e A é discreto.
O resultado segue entao do Lema 1. O

Cabe destacar a semelhanca do resultado estabelecido na Proposicao 1 com a con-
tinuidade de funcées em pontos isolados do seu dominio apresentada no Lema 2.

Lema 2. Uma dada funcéo f : D — C é continua em todo ponto isolado de D.
Demonstracao. Cabe lembrar que f é continua em d € D se
Ve>0§|5>0Vy€D(y€B§(d) - f(y)eBg[f(d)]). (1)

Seja d € D um ponto isolado de D e tome € > 0 arbitrario. Usando que d é ponto isolado
de D seja 6 > 0 tal que Bs(d)ND = {d}. Resta provar que Yy € D(y € Bs(d) = f(y) €
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B¢[f(d)]). Para tal, tome y € D e suponha que y € Bs(d). Entdo, y = d decorre de y €
Bs(d)ND={d}. Agora, usando que y=d e f(d) € B¢[f(d)], conclui-se que f(y) € B¢[f(d)].
O

A semelhanca entre o resultado da Proposicao 1 e o Lema 2 torna-se ainda mais
concreta ao comparar o conceito de continuidade de preferéncia, apresentada na Defi-
nicao 1, e a caracterizacao de continuidade global de funcOes estabelecida no Lema 3.
Conclui-se que uma funcao f com dominio D discreto é continua (pelo Lema 2) e, por
isso, possui pré-imagens de fechados fechadas em D (pelo Lema 3). Por outro lado, a
relacao de preferéncia R é continua em A discreto, pois possui conjuntos de contorno S,
e I, fechados em A.

Lema 3. Para f:D—CecadaV CC, denote por f~!(V)={d € D|f(d) €V} a pré-imagem
(ou imagem inversa) de V. Sdo equivalentes:

1. f é continua em D.
2. Para todo V C C aberto em C, tem-se f~'(V) é aberto em D.

3. Para todo V C C fechado em C, tem-se f~(V) é fechado em D.

Demonstracao. Ver, por exemplo, o Teorema apresentado por Berge (1963), na pagina
57. O

2.1.1 Uma ilustracdo A fim de explorar em mais detalhes a propriedade discreta do
conjunto A, especial interesse é dedicado a uma relacdo de preferéncia cuja continui-
dade foi explorada em um recente exame de Teoria Microecondmica realizado por can-
didatos a ingresso em programas de pds-graduacdo no Brasil. Neste contexto, definiu-
se no conjunto X = U {1 —1/n} ={0,1/2,2/3,3/4,---} a relacdo de preferéncia > de
forma que, para cada par de pontos x e y em X, tem-se x >~ y se, e somente se,
|x—1/2| > |y—1/2|. Ou seja,®

VxeXVyeX(xty &

1 1
—>ly-= 2
=3)2p=3) @
Proposicdo 2. A relacdo de preferéncia = é continua.

A Proposicdo 1 garante que > é continuase A =X e X é discreto. O Lema 4 a sequir,
por sua vez, implica que todo ponto de X é ponto isolado de X e, por isso, X é um
conjunto discreto.

Lema 4. Para cadaxc X eecR,sencNétalquex=1-1/nee=15 (-5 —x) >0,
entdo Be(x)NX = {x}.
50 simbolo V utilizado na sentenca (2) é o quantificador universal e pode ser lido como “para todo".

Ja o simbolo < é o conectivo bicondicional e pode ser lido como “se, e somente se", ou ainda como “é
equivalente a".
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Demonstracdo. Tome x € X e € € R arbitrarios. Tome n € N e suponha que x=1—1/n
e €= (37 —x). Entdo, £ = 5055 > 0. Como x € X e x € Be(x), entdo {x} C Be(x) NX.
Para obter B¢(x) N X C {x}, tome z € B¢(x) N X arbitrario. Resta provar que z = x. Usando
quezeX =U,_ {1-1/m}, sejameNtalquez=1—1/m.Como z € B¢(x) = (x—€gx+¢€),
entao x—eg <z<x+e¢&. Afirma-sequen—1<m<n+1, oque implica m =n a partir de

m € N. De fato, m < n+ 1 pode ser obtido a partirde 1 -1 =z <x+e=1 (2 +x) =

1= 5 (++:77) <1—57 e m>n—1 é justificado porl—%:z>x76:x—m>
1 | 1 1 _ 1 2n—1 1
quandon=1. O

3. Continuidade de Correspondéncias

A semelhanca entre o conceito de continuidade de relacdes de preferéncia e o conceito
de continuidade global de fungdes, discutida na Secao 2, é explorada nesta secao no
contexto mais geral de continuidade de correspondéncias. As definicdes a seguir foram
extraidas de Ok (2007).

Definicdo 2. Seja 2€ o conjunto de todos os subconjuntos de C (ou seja, 2¢ = {x|x CC})
e defina P(C) =2¢\ {@}. A fungdo I': D — P(C) é dita ser uma correspondéncia de D
em C, o que tipicamente é denotado porI": D =C.

Comentério 1. A relevancia deste conceito para os propdsitos deste trabalho se torna
evidente ao notar que funcbes de D em C e relacOes de preferéncia definidas em A =
D = C séo, em certo sentido, casos particulares de correspondéncias I': D = C. De fato,
toda funcdo R : D — C é uma relacao binaria R C D x C que relaciona um, e somente
um, ¢ € C a cada d € D. Também ja foi definido que relagdes de preferéncia =~ sobre um
conjunto A é uma relagao binaria em A, ou seja, -C A x A. Ainda, toda correspondéncia
I': D = C pode ser vista como (ou associada a) uma relacdo binaria R C D x C tal que R
é dada pelo gréfico de I, definido como Gr(I') = {(d,c) e Dx C|c € '(d)}.

Assim, sob a hipétese de que I'(d) é um conjunto unitério para cada d € D, a corres-
pondéncia I' é uma fungéo. Por outro lado, supondo que D =C = A, tem-se que Gr(T') é
uma relagdo de preferéncia em A.

Para discutir continuidade da fungdo I': D — P(C) utilizando uma generalizagdo da
definicdo de funcdo continua, seria necessario generalizar o conceito de bola aberta
para o espaco de conjuntos onde reside P(C). Tal generalizagdo poderia levar a uma
versao generalizada do Lema 3 que empregaria um conceito generalizado de pré-
imagem (imagem inversa) de funcdes®. Seguindo a tradicdo em Economia Matematica,
Ok (2007) discute continuidade da fungéo I': D — P(C) em termos de continuidade da
correspondéncia I": D =2 P(C), conforme Definicdo 3 a seguir.

5Para uma abordagem nestes termos, ver Klein e Thompson (1984).
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Definicdo 3. Seja d € D e a correspondéncia I': D = C. I'" é dita continuaem d se T é
hemi-continua superior em d e também é hemi-continua inferior em d. Por sua vez, I" é
dita hemi-continua superior (uhc) em d se

WV C c(((v é aberto em C) AT'(d) C v) = 36 > 0Vz € B5(d) mD(r(z) c v)) (3)

e I' é dita hemi-continua inferior (lhc) em d se
WV C c(((v é aberto em C) AD(d) NV # @) =38 >0vb e Bs(d)ND(I(b)NV # @)). (4)
Por fim, I é dita continua/uhc/lhc em E C D se I" é continua/uhc/Ilhc em todo ponto e € E.

Cabe observar desde ja a semelhanca entre (1) e (3), em que o aberto relativo V
em (3) desempenha papel semelhante aquele de bola aberta B¢[f(d)] em (1). Analoga-
mente, note a semelhanga de (1) com (4), em que as intersegdes do aberto V com I'(d)
e I'(h) em (4) desempenham papel semelhante aqueles dos pertencimentos de f(d) e
f(y) a bola aberta B;[f(d)] em (1), respectivamente. Tais semelhangas tornam natural
esperar que a ideia de continuidade global, estabelecida para fungdes no Lema 3, pos-
sui versao para hemicontinuidade superior e para hemicontinuidade inferior. O Lema 5
a sequir, que apresenta tal resultado, é bastante conhecido em Economia Matematica
e sua demonstracao tipicamente é deixada como exercicio para o leitor’.

Lema 5. SejaT': D = C e para cada V C C defina I'"}(V) = {d € D|T'(d) C V}, conhecida
como a imagem inversa superiordeV,eI'_;(V)={d € DII'(d)NV # @}, conhecida como
a imagem inversa (ou pré-imagem) inferior de V. Entao,

[ é uhcem D YV C C((V é aberto em C) =T ! (V) é aberto em D), (5)

I'é lhcem D YV C C((V é aberto em C) = I'_;(V) é aberto em D), (6)

I' é uhcem D

=
=
& VF CC((F éfechadoem C)=T_(F) é fechadoem D) e  (7)
&

L élhcemD VF C C((F é fechado em C) = I'"|(F) é fechado em D). (8)

Para verificar tal interpretacdo do Lema 5, note a semelhanca de (5) e (6) com o item
(2) do Lema 3, em que I'"!(V) em (5) e I'_{(V) em (6) desempenham papel semelhante
aquele de f‘l(V) no item (2) do Lema 3. Ainda, note a semelhanca de (7) e (8) com

o item (3) do Lema 3, em que I'_{(F) em (7) e I"!(F) em (8) desempenham papel
semelhante aquele de f~'(V) no item (3) do Lema 3.

Proposicao 3. A correspondéncia I": D = C é continua em D se D é discreto.

7Aliprantis e Border (2013) e Ok (2007), por exemplo, convidam o leitor para demonstrar tal lema.
Ja Klein e Thompson (1984) e Berge (1963) demonstram versdes mais gerais deste resultado, utilizando
conceitos de continuidade de correspondéncia levemente diferentes daqueles adotados nesta nota. Por
conveniéncia, Barbieri et al. (2023), a versdo em working paper desta nota, apresenta uma demonstracédo
deste resultado.
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Demonstracao. Pela Definicdo 3, basta mostrar que I" é uhc em D e também é lhc em
D. Para estabelecer que I' é uhc em D, basta obter (5) quando D =A e A é discreto. Para
tal, tome V C C tal que V é aberto em C. Para ver que I'"!(V) é aberto em D = A, note
que I'"1(V) = {d € D|T'(d) CV} é subconjunto de A e A é discreto. Pelo Lema 1, T~!(V) é
aberto em D. Analogamente, para estabelecer que I" é Ihc em D, basta obter (6) quando
D=AeA édiscreto. Tome V C C tal que V é aberto em C. Para ver que I'_; (V) é aberto
em D=A, note que I'_(V) = {d € D|IT'(d)NV # &} é subconjunto de A e A é discreto.
Novamente pelo Lema 1, I'_(V) é aberto em D. O

3.1 Continuidade de T" vs continuidade de R

A correspondéncia inversa (natural) de T é definida em I'(D) = UyepI'(d) C C como a
correspondéncia y:I'(D) = D tal que y(c) = {d € D|c € I'(d)} para cada c € I'(D). Adap-
tando a Definicdo 3 para a correspondéncia y: I'(D) = D e para um determinado ponto
¢ €I'(D), tem-se que vy é dita continua em ¢ se y é uhc em c e y é Ihc em c. Ainda, 7y é
dita hemi-continua superior em ¢ se

YU C D(((U é aberto em D) Ay(c) C U) = 38 > 0Vz € Bs(c) N[(D) (y(z) C U)) (9)
e y é dita hemi-continua inferior em ¢ se

VU gD(((U é aberto em D) A y(c) U # @) = 38 > OVb € Bs(c) NT(D) (Y(b) NU # @)).
(10)
Com o objetivo de relacionar I" e R, suponha nesta subsecao que D =C = A para
obterT': A=A e y:T'(A) = A dada por y(a) = {b € Ala € T'(b)} para cada a € I'(A). O
gréfico de I', por sua vez, é dado por Gr(I') = {(d,c) € AxAlc e T'(d)} C A x A. Neste
caso, G = Gr(I') é uma relagdo binaria em A e, portanto, é uma relagdo de preferéncia
em A. A Proposicao 4 a seguir estabelece que continuidade de G é consequéncia da
continuidade superior de I" e de y.

Proposicao 4. Suponha I' : A = A sobrejetiva e y:T'(A) = A sua inversa natural e G =
{(d,c) € Ax A|c eT(d)} seu gréfico. A relagdo de preferéncia G é continua se T e y sdo
ambas superiormente hemi-continuas em A.

Demonstracao. Note inicialmente que o conjunto de contorno inferior da relacao G em
um dado ponto a € A é dado por I, =I'(a) e o conjunto de contorno superior da relagdo
G em um dado ponto a € A é dado por S, = {b € Ala € T'(b)}. De fato, I, = {b € AlaGb} =
{b € Al(a,b) € G} = {b € A|(a,b) € Gr(I')}. Usando a definigdo de Gr(I'), tem-se I, = {b €
Al(a,b) eAxANbeT(a)} ={beAlbeT(a)} =T(a), em que a terceira igualdade usa que
I'(a) C A e a segunda igualdade usa a equivaléncia entre as sentengas (a,b) EAXANb €
I'(a) e beT'(a) quando a € A e b € A. Por fim, note que S, = {b € A|bGa} = {b € A|(b,a) €
G} ={beA|(ba) e GrI")} ={beA|(ba) e AxANacT(b)} ={bcAlacT'(b)}.

Do exposto, S, ={b€AlaeT(b)} =y(a) seacI'(D)eS,={bcAlacT(b)} =2 se
a ¢ T'(D). A sobrejetividade de T, ou seja, I'(D) = A garante que S, = y(a) para todo
a € A=T(D). Suponha que I" é uhc em A e que ¥ é uhc em I'(A) = A.
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Quer-se provar que G é continua, ou seja, que I, e S, sao fechados em A para cada
a€A. Paratal, tomeac A edefina F ={a}. Entédo, I_|(F)={deDIl(d)NF #2}={d €
DIT(d) " {a} # @} = {d € Dla € T(d)} = 1(a) e y-1(F) = {c e T(D)|[Y(c)NF £ &} = {c €
I(D)|y(c)"{a} # @} = {c € T(D)]a € Y(c)} = {c eT(D)|a € DAc € T(a)} = {cle € T(a)} =
I'(a). Assim, resta provar que I'_;(F) e y_;(F) sao fechados em A quando F = {a}.

Afirma-se que F = {a} C A é fechado em A. De fato, tal propriedade pode ser provada
estabelecendo que U = A\F é aberto em A. Para tal, tome x € U =A\F e note que x # a
é garantido pora€e F e x¢ F . Defina 6 = ||[x—al|/2 > 0 e tome z € Bs(x) N A arbitrério.
Como |la—x|| > |la—x|/2 = 8, entdo a ¢ Bs(x). Segue deste resultado que z # a e, por
isso, z€ A\ {a} = A\ F. Provou-se entdo que Bs(x)NA C U. Assim, tem-se A\ F aberto
em A e, por isso, F fechado em A.

Aplicando (7) para ' uhc em A, tem-se em particular para F = {a} CA =C, um
fechadoem C=A, que I'_(F) é fechado em D = A. De forma similar, para a correspon-
déncia y:T'(D) = D, tem-se a seguinte adaptacao de (7):

Y éuhcemI'(D) & VF C D((F é fechado em D) = y_(F) é fechado em I'(D)). (11)

Usando que yé uhcemI'(D) =A, tem-se em particular para F = {a} CA =D, um fechado
emA =D, que v_(F) é fechado em I'(D) = A. O

A Proposicao 4 garante que se I' e y sao continuas, e I' é sobrejetiva, entao G é
continua. Em particular, as continuidades de T e y implicadas por D=C =T'(D) =A
quando A é discreto geram continuidade na relacio de preferéncia G8.

4. Consideracoes finais

Inspirada na discussdo sobre a continuidade da relacdo de preferéncia definida por (2)
em X =U;_ {l —1/n}, esta nota apresentou uma discussdo bastante abrangente sobre
continuidade de relagdes de preferéncias definidas em conjuntos discretos. Em particu-
lar, a similaridade entre os conceitos de continuidade global de funcdes e de correspon-
déncias com a continuidade de relacdes de preferéncias foi utilizada como fio condutor
da discussao.

Em linhas gerais, para além de estabelecer a continuidade da relacdo de prefe-
réncia definida por (2) no conjunto X, esta nota foi capaz de esclarecer que tal resul-
tado é um caso particular de um resultado muito mais geral: “Toda correspondéncia

8A importancia de se supor continuidade superior de y para este resultado decorre do fato de que
continuidade de I" ndo é suficiente para gerar continuidade de ¥, nem mesmo para gerar hemicontinuidade
superior de 7. Este ponto pode ser verificado por meio de contra-exemplos.

ConsidereI': D =C com D=C=[0,2] tal que I'(d) =2d se d € [0,1) e I'(d) =2 para d € [1,2]. Neste caso,
é facil ver que I é continua, uma vez que I" é uma fungdo continua. A inversa natural de T" neste caso é
y:T(D) = D com I'(D) = C e tal que y(c) = {c¢/2} quando ¢ € [0,2) e 7(2) =[1,2]. Embora I seja continua, a
correspondéncia y ndo é continua por n&do ser lhc em ¢ =2.

Para outro contraexemplo, considere I': D = C com D =C = [0,2] tal que I'(d) = [0,2) se 0 <d <1 e
I'(d) =10,2] para 1 <d <2, uma correspondéncia continua. Neste caso, a inversa naturalde ' é y:T'(D) =D
com I'(D) = C e tal que y(c) = [0,2] quando ¢ € [0,2) e y(2) = [1,2]. A correspondéncia y ndo é continua por
ndo ser uhc em ¢ =2.
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com dominio discreto é continua”. Neste contexto, de conjuntos discretos, a relevancia
da propriedade de relatividade do conceito de conjunto aberto presente na definicao
de preferéncia continua é transparente. De fato, sua combinacao com pontos isolados
gera continuidade de maneira direta, quase trivial (ver nota de rodapé 3). Além disso,
negligenciar tal propriedade na definicao de continuidade pode gerar o resultado com-
pletamente oposto: de ndo continuidade da preferéncia.

A proximidade entre o conceito de relacbes de preferéncia e o grafico de correspon-
déncias aqui discutida naturalmente gerou o questionamento sobre a proximidade entre
0 conceito de continuidade de preferéncias e o conceito de continuidade de correspon-
déncias. O resultado documentado na Proposicao 4 e os contra-exemplos apresentados
na nota de rodapé 8 sdo informativos sobre tal questionamento, mas certamente ndo
esgotam a discussao. Por exemplo, aparentemente, a sobrejetividade de I" nao parece
ser necessaria para continuidade de G. Mais interessantemente, nao é discutido nesta
nota como se relacionam os conceitos de continuidade de G e a propriedade de grafico
fechado deT.

Cabe, por fim, reconhecer que a ambicao desta nota nao foi contribuir com um
novo resultado em Economia Matematica. Todos, ou quase todos, os resultados aqui
apresentados ja sdo conhecidos neste campo. A contribuicdo proposta é apresentar um
documento breve que reune e relaciona de forma interessante diversos conceitos e
resultados fundamentais em Economia Matematica. O objetivo com isso é comunicar
para a academia brasileira em Economia, de forma breve e transparente, a relevancia
de tais conceitos.

Apéndice A: Crucialidade do conceito de conjunto aberto relativo

A demonstracdo de que a relacdo de preferéncia = é continua empregou a definicao
de continuidade de preferéncia apresentada por Jehle e Reny (2011), em sua pagina 8.
Nesta definicao, os autores foram precisos ao explicitar que os conjuntos de contorno
superior e inferior da preferéncia |a discutida precisavam ser fechado em R, o conjunto
no qual a referida preferéncia foi definida.

Nem sempre a definicao de continuidade de preferéncia é apresentada de forma tao
explicita. Um importante exemplo é dado pelas definicdes apresentadas por Mas-Colell
et al. (1995) nas péginas 46 e 47 para continuidade de uma preferéncia - definida em
um conjunto X C RL, ambos arbitrarios®. Primeiramente, o conceito de continuidade é
apresentado por Mas-Colell et al. (1995) utilizando sequéncias, conforme transcrito na
Definicdo 4 a seguir, por conveniéncia.

Definicao 4 (Mas-Colell et al., 1995). The preference relation - on X is continuous if it
is preserved under limits. That is, for any sequence of pairs {(x",y")}>_, with x" Z y" for
all n, x =1lim, ", and y = lim, . y", we have x =~ y.

Em seguida, o conceito de continuidade é apresentado por Mas-Colell et al. (1995) uti-
lizando conjuntos de contorno superior e inferior, conforme transcrito a seguir, por con-
veniéncia

9Cabe enfatizar que o conjunto X nesta discussao é arbitrario, ndo necessariamente iguala X = U {1—

1/n}.
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“An equivalent way to state this notion of continuity is to say that for all x, the upper
contour set {y € X|y - x} and the lower contour set {y € X|x 77 y} are both closed; that is,
they include their boundaries”.

Em ambas as definicées apresentadas por Mas-Colell et al. (1995), é compartilhada
com o leitor a responsabilidade de inferir sutilezas das definicdes. Na primeira definicao,
é necessario inferir que o limite x de {x"}*_, precisa ser elemento de X, assim como o
limite y de {y"};>_, precisa ser elemento de X. Tal inferéncia seria baseada no fato de
gue a sentenca x 7 y ndo faria sentido caso x ¢ X ou y ¢ X, uma vez que a preferéncia -
é definida (a principio) somente em X'. Na segunda definicdo, é necessario inferir que o
conceito de conjunto fechado empregado é o de fechado relativo, ou seja, inferir que os
conjuntos {y € X|y - x} e {y € X|x 7 y} precisam ser fechados no conjunto X, ao invés
de fechados (em R%).

Uma leitura desatenta das definicdes apresentadas por Mas-Colell et al. (1995) gera
o risco de concluir de forma incorreta que a relacao de preferéncia = estudada neste
trabalho ndo é continua. Para ilustrar tal risco, suponha que esta leitura tenha gerado o
entendimento que a definicao de continuidade de relagao seja dada pela Definicao 5 a
seguir, por conveniéncia denominada por continua*. Neste caso, o leitor seria capaz de
provar a Proposicdo 5 a seguir'®.

Definicdo 5. Seja A C RLF e~ CAXxA. Arelagdo de preferéncia - é continua* se para
cada b € A os conjuntos S, = {a € Alaz b} e I, = {a € A|b 7 a} sdo conjuntos fechados
em R%.

Proposicdo 5. A relacdo de preferéncia = definida em (2) ndo é continua*.
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