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Apresentamos uma discussao elementar do regime quéantico de um gés de elétrons e suas aplicagoes & Evolugao
Estelar, com a ideia de contribuir para uma abordagem fisica deste importante estado da matéria nos primeiros

anos das carreiras de Ciéncias.
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We present an elementary discussion of the quantum regime of an electron gas and its applications in Stellar
Evolution, with the ideia of contributing to a more physical approach to this important state of matter in the

first years of Science careers.
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1. Introducgao

Quase toda a Astrofisica do século 20 se desenvolveu
de forma “simbidtica” com a chamada Fisica Moderna.
Nao seria possivel ter chegado tdo longe sem o auxilio
e o alicerce da Relatividade, a Mecanica Quéantica, a
Fisica Nuclear e a Mecéanica Estatistica. Em particular,
a Teoria da Evolucao Estela rconseguiu se estabelece
como um todo usufruindo destes avancos, somados ao
extraordindrio desenvolvimento da instrumentacao. Hoje
a Evolucao Estelar explica grande parte da estrutura e
evolucao de todas as estrelas conhecidas e seus vinculos
evolutivos, embora existam “cabos soltos” e incerte-
zas,como em qualquer atividade cientifica andloga [I].

Em outras publicagdes [2] temos nos referido ao
descompasso entre o ensino da Fisica e o da sua herdeira
e parceira, a Astronomia. O mero fato de continuarmos
em situagdo precaria para o ensino de Relatividade e
Fisica Quéntica elementares no Ensino Médio mostra
que nao houve realmente sucesso na integracao destes
temas, que continuam sendo olhado sem boa medida
como “fronteiras a desbravar” pelo professor, e nao
acabam de emplacar como um corpus minimo de co-
nhecimentos/conceitos para os alunos. Com a Astro-
nomia a situacdo é ainda pior, e embora exista uma
salutar insercao de varios temas importantes na nova
Base Nacional Comum Curricular [3], é dificil prever
se a integracdo destes temas com o resto das Ciéncias
permitira, de fato, uma exposicdo integral e consistente
dos mesmos.
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Como exemplo importante destas limitacoes, e motivo
principal destetrabalho, resulta claro que a nocao de
limites fisicos a aplicacdo de ideias e formulagdes con-
tinua praticamente alheia aos alunos. A insisténcia na
Fisica Classica (que é tratada e depois retomada nos
ciclos escolares) parece ter um efeito anestésico, e tudo
0 que se baseia em conceitos nao classicos dificilmente é
assimilado. Por exemplo, o mundo microfisico é pratica-
mente desconhecido dos estudantes, e esta deficiéncia se
estende no tempo, na sua vida universitaria posterior, ao
menos nos primeiros anos. Depois de ter ministrado em
repetidas ocasioes palestras sobre Astrofisica Estelar e
objetos compactos nos cursos de Extensdo do IAG-USP,
o autor pdde constatar o expressivo ntimero de estudan-
tes de Ciéncias e Engenharia da USP e outros centros
varios que nunca haviam sido expostos a uma discussao
do carater extremo da matéria no dominio da degene-
rescéncia qudntica, e de fato até houve as vezes uma
atitude de contestagdao porparte de alguns ao ouvir a
afirmacgao de que a temperatura ndo determina a pressao
nesse regime. Para muitos alunos é incompreensivel que
a agitacdo térmica resulte irrelevante quando comparada
com a compressao (fato que evidencia o carater quantico
da matéria), possivelmente porque durante anos ficaram
focados somente no gas ideal, sem tomar conhecimento
do regime no qual ele ndo é mais uma aproximacao
valida.

Resulta assim imperativo tentar uma exposicdo que
nao se baseie na tradicional discussao formal da funcoes
de distribuicao, mas que tente atingir os fundamentos
fisicos deste tipo de situagao extrema para os professores
e os estudantes do Ensino Médio e Superior. A discussao


www.scielo.br/rbef
https://orcid.org/0000-0003-4089-3440
emailto:foton@iag.usp.br

€20220002-2

formal é muito importante e ndo pode ser substituida,
mas uma primeira abordagem mais similar as dos cursos
de Fisica Basica prepararia talvez o terreno para uma
melhor compreensao global, e aumentaria o interesse em
aprofundar as razoes pelas quais este regime extremo é
fundamental. De fato, boa parte dos desenvolvimentos
na Astrofisica Estelar posteriores a vida da estrela
na Sequéncia Principal (estdgio descrito no comego
de Secdo E[) dependem do regime de degenerescéncia
quéntica [4], que serd objeto da nossa discussdo a seguir.

2. A Fisica Basica da Degenerescéncia
Eletronica

Na matéria normal com uma densidade similar a da
dgua, 1 g em™3 (na Astronomia as unidades de longe
mais utilizadas sdo as do sistema cgs por razdes his-
téricas e de conveniéncia), os nicleos atémicos de di-
mensdo ~ 1 fm = 107'3¢m sdo ordens de grandeza
menores que o tamanho tipico dos orbitais eletronicos
~ 1A = 10"%m. A distncia inter-nticleos tipica é
assim da ordem de § = 10° fm. Porém, ao longo da
evolucao de uma estrela o niicleo central pode se adensar
substancialmente, ji& que a gravitacdo é “incansédvel”,
e as equacgoes de equilibrio hidrostatico mostram que
a densidade cresce muito no centro (Fig. conforme
aumenta a idade da estrela.

Assim, é necessario considerar nos interiores estelares
distancias inter-ntcleos muito menores para densidades
centrais pc > 103 g em 3. Nestas densidades, as nuvens
eletronicas comegam a ficar em contato (Fig. |2)).

Desta forma os elétrons sdao “forgados” finalmente
a manifestar seu cardter quantico, ji que segundo o
Principio de Exclusao de Pauli, ndo podem ocupar os
mesmos estados de energia. Esta ideia dos “estados de
energia” é puramente quantica e deve ser reforcada junto
aos estudantes, ja que ndo hé nada assim na Fisica Clas-
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Figure 1: A distribuicdo de densidade no interior do Sol
hoje. A densidade central é de umas 160 vezes a média,
e aumenta conforme o Sol envelhece porque o hélio inerte
vai se acumulando, mas a pressdo exercida precisa manter
o equilibrio hidrostatico. Quando as reacdes nucleares ficam
impossiveis (limite de Schoenberg-Chandrasekhar), a estrela sai
da Sequéncia Principal e seu nicleo se contrai, aumentando
ainda mais a densidade. Assim, a densidade central pc cresce
com o tempo, e a regido central pode entrar no regime quéantico.
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a) b)
Figure 2: a) Um géas qualquer (no caso, o carbono) mantém
as nuvens eletronicas separadas se a densidade for da ordem
de ~1 g em™3; mas quando a densidade aumenta por causa
da evolucdo da estrela, é possivel que as nuvens entrem em

contato, como mostrado em (b), e os elétrons mostrem sua
natureza quéantica.

Figure 3: A plataforma do trem nas horas de pico como analogia
da distribuicao de elétrons no regime quantico, vide texto.

sica onde a energia forma um continuo, sem restri¢oes.
A passagem do regime cldssico para o quantico é a chave
para entender a pressao de degenerescéncia.

Uma apresentagdo analdgica dos estados de energia
dos elétrons e o Principio de Pauli pode ser exemplificada
pela plataforma de um trem (Fig. . Com alguma
licenga de linguagem, e sempre lembrando que é uma
analogia, os “estados” de menor energia acessiveis aos
passageiros (aqueles perto da beira da plataforma) estao
todos ocupados nas horas de pico. No caso mais extremo,
0s passageiros ndo podem se movimentar, tal como os
elétrons numa distribuicdo degenerada onde os estados
de energia mais baixos estdo ocupados. Enquanto isso,
os passageiros longe da beira da plataforma tém energia
maior (se movimentam muito mais para conseguir um
lugar). Mas empurrar para chegar a embarcar leva a uma
resisténcia: ao“apertar” os elétrons que preenchemtodos
os estados, aparece uma pressio de degenerescéncia, O
resultado fisico decorrente da existéncia do Principio
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de Pauli. Na analogia da plataforma, sabemos que ela
corresponde a impossibilidade de “furar” a barreira de
pessoas a frente, ja que existe uma resisténcia evidente.

3. A Derivacao Mais Elementar da
Equagao de Estado do Gas de
Elétrons Degenerado

Em 1926 Eddington, ao saber da confirmacio do pequeno
rato de Sirius B, com massa comparavel a do Sol,
escreveu no seu livro classico The internal constitution
of the stars [5] que era temerdrio pensar que nessas
densidades, estimadas das medidas em 2000 vezes a
do chumbo ou mais, um gds se comportaria de forma
ideal. Mas Eddington nunca aprofundou ou elaborou
esta afirmacdo. Esta inferéncia observacional de valores
muito altos para a densidade, nos quais um géas ideal
nao resulta um modelo viavel, levou a consideracao do
comportamento da matéria no regime quantico, na época
recém estabelecido [6].

A seguir veremos como € possivel obter uma equagao
de estado valida para esse regime a partir de considera-
¢oes elementares, de olho na compreensao da estrutura
estelar decorrente.

Consideremos uma esfera com N elétrons confinados

em um volume V. O espaco fisico acessivel para cada um

deles é da ordem de Az ~ (%)1/3 (por simplicidade em
uma dimensao, e sem levar em conta de momento fatores
numéricos da ordem de 1). A hipétese dos elétrons terem
entradono regime quantico equivale a dizer que estao
agora sujeitos ao Principio de Incerteza e Ax Ap > h.

Assim seu impulso tipico serda da ordem de

h kN3
Apz o~ s S

A energia cinética média (Fk), resulta, no regime néo
relativistico
Ap®  REN?3 )
2m  V2Bm’ @
Multiplicando pelo ntimero de elétrons obtemos de
imediato a energia interna U

(Ek) =

h2N5/3
Tar 3)

Agora, de forma totalmente geral, a Termodindmica
nos permite encontrar a pressio (varidvel de estado
do gas) diferenciando a energia interna U respeito do
volume a entropia constante, ji que esta energia interna
¢ um dos potenciais termodinamicos do sistema [7]. Ou

U= N{(Eg) ~

seja, P, = — g—g S—ete COM 0 resultado
h2N5/3
P, = kma (4)

onde k é uma constante numeérica, ou seja, P, o n®/3

(j& que a densidade é n = N/V) tal como afirmado
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sem demonstracao em muitos tratamentos encontrados
em textos de Astronomia. Além da temperatura nao
aparecer (reflexo de que a agitacdo térmica ndo mais
determina o comportamento dos elétrons, outro ponto
a insistir com os estudantes), vemos também outro fato
importante: como a pressao é proporcional & constante
de Planck ao quadrado /2, a pressdo de degenerescéncia
ndo existiria sem a Mecanica Quantica. Tudo isso esta
presente no trabalho de R. H. Fowler de 1926 [6], o
primeiro que vinculou as anas brancas com a Teoria
Quéntica, relevante nesse regime de densidade extrema.

Este calculo é simples e completamente geral. Se
houvéssemos considerado os elétrons ultra-relativisticos
com (Eg) = pe, terfamos obtido P, oc n*/3. Estas duas
formas sdo os limites de baixa e alta densidade do gés
de elétrons degenerado, e constituem a base do calculo
de estrutura das anas brancas de Chandrasekhar, quem
unificou a estrutura estelar newtoniana usando uma
tinica expressao politrépica P, = Kp' para a equacdo
de estado, que se reduz nos dois limites (relativistico,
alta densidade e nao relativistico, baixa densidade) aos
resultados exatos [§].

4. A Degenerescéncia Eletronica na
Evolucao Estelar

A maior parte da vida das estrelas acontece dentro da
chamada Sequéncia Principal. A Sequéncia Principal
é definida como o lugar geométrico no diagrama de
Hertzprung-Russell (HR) correspondente a todas as
estrelas que fusionam hidrogénio em hélio para manter
sua estrutura. Uma discussao do diagrama HR e da
Sequéncia Principal pode ser encontrada na Ref. [9].
As estrelas na Sequéncia Principal estdo constituidas
de uma mistura de gés perfeito com radiagdo, onde a
primeira componente é sempre muito dominante. Basta
com que a pressao de radiagdo ganhe importancia para
que a estrela deixe de ser estdvel [10]. Porém, depois de fi-
car na Sequéncia Principal por um tempo muito longo, as
estrelas do tipo solar deixam essa regido ao nao conseguir
mais sustentar reagoes nucleares que produzem energia,
como mostraram Schoenberg e Chandrasekhar [I1]. Isto
nao leva a um colapso, mas sim a uma contragdo
denominada quase-hidrostdtica onde a regiao central ou
carogo aumenta sua densidade e temperatura. A questao
é se este aumento da densidade p o« R~3 (onde R é o raio
do carogo), muito mais importante que o aumento da
temperatura, pode levar os elétrons ao regime quantico
descrito anteriormente.

Podemos estudar esta possibilidade com o auxilio da
Fig. [f] para entender a questdo da degenerescéncia das
regides centrais das estrelas do tipo solar. Da teoria
da Evolucao Estelar [I, @] sabemos que na chamada
Sequéncia Principal inferior (M < 2,2 Mg), as estrelas
desenvolvem um carog¢o cada vez mais rico em hélio,
produto da fusdo nuclear dos ciclos préton-préton que
a sustentam [I]. Este carogo é coberto por um envelope

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 44, €20220002, 2022
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Figure 4: Um caroco estelar em contracdo pode ser detido pela
degenerescéncia eletronica se sua evolucdo o leva a intersectar
a curva preta que delimita a “regido proibida”. Este é o caso
do caroco de massa M; quando chega no ponto marcado com
o quadrado. Porém, se a massa for maior, a degenerescéncia
dos elétrons n3o joga nenhum papel, e o caroco pode se
equilibrar com a pressdo do gas perfeito (caso do Ms) ja que
quando a densidade é muito alta, os elétrons ficam relativisticos,
a inclinacdo diminui e as curvas ficam paralelas, ou seja, a
condicdo de equilibrio hidrostatico ndo tém mais solucdo. A cruz
preta marca a Gltima massa onde é possivel o equilibrio da
gravitacdo com o gas de elétrons degenerado, precisamente a
famosa “massa de Chandrasekhar”.

onde praticamente nao acontecem reagoes nucleares
(além de 0,4 Ry na Fig. , e desta forma é impor-
tante entender apossivel entrada do carogo no regime
degenerado quando a estrela para de produzir fusdes e
o carogo se contrai de forma quase-hidrostatica como
dito anteriormente, aumentando a densidade, a qual ja é
bastante alta até mesmo dentro da Sequéncia Principal
(Fig. . As isotermas genéricas da matéria no interior do
carogo sao as curvas em vermelho da Fig.[d] a regido mais
a esquerda é dominada pela pressao de radiagdo, mas
sabemos que ¢ irrelevante porque a densidade precisaria
ser muito baixa para que este regime tenha sentido fisico.
Ja a regiao do “gas perfeito”, uma linha reta a 45° em
coordenadas logaritmicas, é a mais relevante para os
carogos das estrelas normais como o Sol.

Consideremos agora as trajetorias neste plano de dois
carocos de massas diferentes M7 e My com M; < Ms.
No estagio péds-Sequéncia Principal, o carogo menor
atravessa as isotermas porque esquenta enquanto contrai
lentamente. Mas num ponto a densidade é tao alta
que acontece o descrito na Fig. 2] e os elétrons no
caroco ficam degenerados. A contracao se detém quando
atingida a densidade correspondente ao quadradinho
preto, porque a pressdo de degenerescéncia resiste a
gravitacdo e o carogo nao pode “entrar” na regido da
direita (“regido proibida pelo Principio de Exclusao). O
ponto de maxima compressao é a intersecao da trajetoria
tracejada com a curva P o< p®/3.

No entanto, um carogo de maior massa, tal como o Ms,
embora também atravesse as isotermas ao esquentar,
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nunca interesecta a borda da regido proibida porque a
inclinacdo da borda desta tltima muda para P o p*/3
para uma densidade alta o suficiente. Como resultado, a
degenerescéncia eletronica ndo se estabelece, a contragao
do caroco nao se detém, e este continua esquentando
e adensando. O simbolo da cruzinha preta é o ltimo
ponto onde as trajetérias genéricas se bifurcam: antes
dele existe equilibrio do carogo degenerado, depois este
equilibrio é impossivel e a contragdo continua. A massa
do carogo correspondente a densidade da cruz preta é a
chamada “massa de Chandrasekhar”.

5. O Equilibrio Hidrostatico e as Massas
das Anas Brancas

As anas brancas sdo descritas pela gravitacdo new-
toniana, sem necessidade de recorrer a Relatividade
Geral ainda, a0 menos se as massas nao sao extremas.
Espera-se que as estrelas do tipo solar com até ~8 Mg
na Sequéncia Principal produzam anas brancas, que
decorrem dos “carocos” anteriormente descritos depois
da expulsdo final do envelope. A equacao fundamental
que descreve o estado mecdnico do gis é a chamada
equacgao de equilibrio hidrostdtico para uma esfera auto-
gravitante

dP Gmp

dr =

; ()

onde m(r) é a massa encerrada no raio r. A solugdo
da eq. em termos da fungdo pressdo P(r) diz que
a estrela estd em um balanco exato entre as forcas de
pressdao e a gravitacdo, que pode ser escrito generica-
mente como »  P; = “Pyyg,”, no nosso caso y P, =
P. ja que as outras contribui¢oes sdo muito pequenas.
Aqui temos colocado aspas para “pressdo gravitacional”,
uma expressdo puramente formal que resulta de variar
a energia respeito do volume que esta ocupa [6]. A
Pyrqy ¢ uma quantidade com dimensoes de pressao que
representa a gravitacao, oposta as pressoes da matéria,
definida para fazer transparente a ideia do equilibrio
estelar.

O calculo desta “pressdo gravitacional” Py, =

OBgay £ - . . o
— =55 € imediato. Escrevendo a energia gravitacional

de uma esfera em func¢do do volume V'

1/3 2
By = —o(Am) T GME (6)
g 5\ 3 V1/3
chegamos a
OF grav
Pgmu = _# = CM2/3P4/37 (7)
com C = %(4{)1/ ®. Escalonando para valores de refe-

réncia temos finalmente

A\ 273 4/3
Pyray = 2.6 X 1033<M> (p> 9 ®)
o} Po cm
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Figure 5: As solucdes da equagdo de equilibrio hidrostatico
utilizando um géas de elétrons n3o relativistico (azul) sdo validas
até 0.5 My aproximadamente. Para massas maiores, o limite
ultra-relativistico € o mais adequado. A massa de Chandrasekhar
onde as solugdes deixam de existir é a linha pontilhada vertical
vermelha [2].

Assim, o equilibrio hidrostatico é possivel porque a
inclinagdo do logaritmo da P, ndo-relativistica é 5/3
(Fig. . Mas quando os elétrons comecam a ficar relati-
visticos, ou seja,quando a massa total da esfera/estrela
cresce, P. — n*/3, as curvas ficam paralelas e as solugoes
(estrelas) deixam de existir. Existe um valor mdzimo da
massa para a existéncia de solucoes, a chamada massa
de Chandrasekhar, mas nao pode ser determinada com
este calculo esquematico. Porém, as densidades onde
as curvas ficam paralelas podem ser obtidas de igualar
as expressoes e a P, no limite nao relativistico, e
resultam em ~ 10° g em ™2, valores consistentes com os
célculos mais detalhados.

A Fig. [5| mostra finalmente as solugoes numéricas
exatas da equacao de equilibrio hidrostatico nos dois
limites, o ndo relativistico e o ultra-relativistico. No meio
dos dois, a equagao de estado nao pode ser reduzida
a uma poténcia simples, o calculo é mais complexo e
interpola entre os dois limites.

Para uma compreensao fisica aprofundada, é possivel
examinar o argumento de Landau (1932) que ilumina a
questao da massa maxima obtida por Chandrasekhar ex-
tremizando a energia total de forma simples, e obtém um
valor numérico bem préximo do exato numericamente
calculado [T}, 4, [12].

6. Conclusoes

Temos apresentado uma discussdo basica do regime
quantico de degenerescéncia eletronica, e suas con-
sequéncias para a Evolucao Estelar de estrelas do tipo
solar (Sequéncia Principal inferior) e as ands brancas.
Acreditamos que a semelhanga formal e conceitual com
as abordagens dos cursos de Fisica elementar deve
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contribuir para melhorar a recepcao e aproveitamento
por parte dos alunos. Isto porque nos cursos de Fisica o
primeiro contato com estes temas acontece muito tarde
na carreira, dificilmente as estrelas sdo colocadas como
exemplo, e os estudantes nem sempre conseguem ganhar
uma compreensao efetiva da Fisica envolvida. E claro
que a forma “habitual” de discutir a distribuigdo de
Fermi-Dirac e suas consequéncias deve ser mantida e
aprofundada, porque fundamenta formalmente com rigor
a Fisica mais intuitiva e simples aqui descrita. Mas a
apresentacgao do destino do Sol como exemplo deste fen6-
meno e a comparagdo com as estrelas de maior massa,
antes da discussdo dos remanescentes (ands brancas),
estas ultimas “pura” degenerescéncia eletronica, pode
ajudar em muito para esta aproximacao inicial.
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