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A descri¢do do comportamento de um sistema difuso, linear e néo-linear, pode ser tratada através da equacéo de
Fokker-Planck. Esta equagdo tem despertado grande interesse de pesquisadores por sua boa adaptacdo a diferentes
sistemas, tanto classicos como quanticos. Neste trabalho, utilizamos a equacao de Fokker-Planck para encontrar as
probabilidades totais do potencial biestavel difuso sob agdo de um campo elétrico externo. As solugdes do sistema
mostram que existem duas fungdes de onda, uma simétrica e outra antissimétrica e quando o campo elétrico é
aplicado todos os niveis de energia tornam-se degenerados. Observa-se que a aplicagdo do campo elétrico externo
acarreta numa diminuicdo da temperatura do sistema e, consequentemente, um tempo menor para este atingir o
equilibrio.

Palavras-chave: Fokker-Planck, Potencial Biestavel, Difuséo.

The behavior description of diffuse system, linear and nonlinear, can be treated through Fokker-Planck equation.
This equation has shown great interesting of researchers for its good adaptation to different systems, classical and
quantum. In this work we use the Fokker-Planck to find the total probabilities of diffuse bistable potential under
action of a external electric field. The system solutions show that there is two wave functions, one symmetrical
and another anti-symmetrical and when the electric field is applied all energy levels are degenerate. It is observed
that the application of external electric field entails in a decrease of temperature of the system and, consequently,
shorter time to reach equilibrium.

Keywords: Fokker-Planck, Bistable Potential, Diffusion.

1. Introducao

Uma particula confinada em um potencial harmonico
duplo é um exemplo de um potencial biestével, tanto na
fisica classica quanto na fisica quantica. O potencial de
confinamento é caracterizado por dois minimos separados
por uma barreira de energia de altura V. A informagéo
mais importante de interesse em tal sistema é a dinamica
da distribui¢do populacional em ambos os minimos. Clas-
sicamente, o inico mecanismo que permite a passagem
de um pocgo para o outro é o salto ativado termicamente
sobre a barreira. Por outro lado, a caracteristica pecu-
liar do regime quéntico é o tunelamento, o que permite
que as amplitudes de probabilidade se espalhem através
da barreira [1]. Recentemente, a dindmica dos sistemas
quanticos biestdaveis voltou a ganhar interesse na litera-
tura |2,3]. O interesse no potencial biestével é justificado
por poder ser utilizado, qualitativamente, como um mo-
delo fisico simples, para simular o comportamento de
diferentes sistemas mais complexos, entre eles a molécula
de amoénia (NH3) em um sistema denso [4], dissipagdo
em sistemas quénticos abertos [5], além de sistemas de
interesse para informagdo quantica, como o qubit [6].
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Um sistema quantico que usa um potencial biestavel ja
foi utilizado para entender o processo de quantum annea-
ling [6], também para operacao de portas quanticas, onde
os dois primeiros estados do oscilador duplo, simétrico
e antissimétrico, representam o sistema de dois niveis
caracteristico do qubit [7].

O uso de uma equagdo de Fokker-Planck caracteri-
zada por uma distribuicao de equilibrio tem sido 1til ha
décadas para modelar sistemas diferentes em mecanica
estatistica sem equilibrio, mecanica quantica, astrofisica,
ou até mesmo, areas diversas, como quimica, biologia ou
financas e economia. Esta lista inclui, especificamente,
reagdes quimicas como isomerizagao, bistabilidade 6tica,
difusao no potencial biestavel, caracterizagdo de protei-
nas, e sistemas que podem exibir criticidade [810].

No presente trabalho pretendemos utilizar a equagao
de Fokker-Planck, na forma classica, para encontrar as
probabilidades totais do potencial biestavel difuso, como
proposto em [4], sob a¢do de um campo externo.

Na secao [2| apresentamos o potencial que define o
oscilador harmoénico duplo e as fungoes de onda que re-
presentam as solugdes da equagdo de Schrodinger para o
potencial biestavel. Na sec¢ao [3| estuda-se a equacao de
Fokker-Planck e probabilidades totais do sistema quando
este estd submetido a um campo elétrico. Na secao []
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apresentamos os resultados numéricos para o sistema com
presenca de campo elétrico. Na secdo |5| apresentamos a
conclusao do trabalho.

2. O oscilador harmonico duplo

O potencial do oscilador harménico duplo é dado por:

Vix) = %mw2(|z| —a)? (1)

O valor de « na Eq. define a altura da barreira de
potencial que separa os dois minimos. Este parametro
também define as posi¢cbes em que ocorrem os minimos
do potencial.

Na Fig. |1] podemos visualizar o potencial para trés
valores distintos de o, com a = %, % e % apresen-
tados na forma de linha sélida, circulos e quadrados,
respectivamente. Podemos visualizar que quanto maior
o valor de o mais distante da barreira em z = 0 estd o
ponto minimo (V(a) = 0). O potencial possui um valor
bem definido para z = 0 dado por V(0) = Vp = smw?a?.
Que é o valor da barreira de potencial. Outra forte ca-
racteristica sdo os minimos de potencial para z = —«a e
r = «, onde o potencial é nulo. Podemos visualizar tais
caracteristicas na Fig.

Para encontrar as autoenergias e autofungoes relacio-
nados ao potencial definido pela Eq. iremos resolver a
equagao de Schrodinger independente do tempo, definida
por [11]:

2 j2
O V@) = Be@). ()

Substituindo a Eq. (L)) na Eq. (2), temos

—5 + 5me’(|z] — a)’P(z) = E(z).  (3)

Este problema ja foi resolvido e amplamente discutido
na referéncia [11].

20

Figura 1: O potencial do oscilador harménico duplo para dife-
; — 4 5 o 6
rentes tamanhos de barreira, o = 75 5 U
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Figura 2: Representacdo do potencial apresentado na Eq. ([1)),
onde podemos visualizar o potencial V; e os minimos de potencial
V(—a)=V(a) =0.

Os niveis de energia sao dados por

Ezm(anr%), (4)

em termos do ntimero quantico v, que, em geral, ndao
é um namero inteiro. Na Fig. |3| podemos visualizar os
valores do niimero quantico v, em fun¢do do nivel n
que se encontra para diferentes valores de barreira, a.
Na ampliacdo podemos visualizar que para os niveis de
energia iniciais, n pequeno, ha uma duplicagao dos valores
de v,,. Essa degenerescéncia é causada pelo overlap das
fungoes de onda do oscilador harmoénico, a direita e a
esquerda da barreira do potencial, que sera apresentada
a seguir.

Os autovalores de energia dados pela Eq. tem a
mesma forma dos encontrados para o caso do oscilador
harmonico simples, de potencial V(z) = %mw2x2 e auto-
energia E, = hw(n + %), mas para pequenos valores de
n e a alguns autovalores sdo duplamente degenerados.

Quando o — oo todos os autovalores tornam-se du-
plamente degenerados [11]. Uma vez que o sistema pode
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Figura 3: Valores do nimero quantico v, em funcdo do nivel de
energia n em que se encontra para diferentes valores de barreira
«. No quadro menor os valores de n de 0 a 20.
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ocupar um autoestado tanto no oscilador harménico a
esquerda quanto a direita. Tal comportamento ja foi
visto na Fig. |3 nos valores do nimero quantico v,,. Tam-
bém pode-se visualizar a dupla degenerescéncia, para os
menores autovalores, na Fig. 4] para o = %.

O potencial harménico duplo é expresso por uma fun-
¢ao par, portanto ele é invariante perante a reflexao dos
valores de x. Entretanto, os autoestados sao fungoes pares
ou fmpares. A distribuicao de probabilidade para cada
autovalor de energia é simétrica com relagao a origem,
e nesses estados ha igual probabilidade de encontrar o
sistema em qualquer um dos dois pogos de potencial. Se
o estado tem maior probabilidade em um dos lados do
potencial, o que temos é uma superposicao de estados
estaciondrios pares (simétricos) e impares (antissimétri-
cos). A superposicao é, em geral, ndo estacionéria. Estas
caracteristicas do potencial viabilizam a caracterizacao
fisica de um qubit.

Para resolver a equagao de Schrodinger (Eq. ) iremos
utilizar h = m = w = 1 e, j4 com estas consideragoes,
definir a varidvel z1(z) para > 0 e zo(z) para x < 0,
assim

z1(z) = V2(x — ), se x>0, (5)

2(z) = V2(x + a), se z <0. (6)

Com a defini¢do das novas varidveis z1(z) e z2(z) e

substituindo a Eq. e Eq. @ na Eq. , podemos
reescrever a equagdo de Schrodinger na forma

d*y(x) 1 22(x)
dz3(z) + (U to- 14

Ju@ =o0. (1)

Obviamente teremos uma segunda equagao de Schro-
dinger para zo(z), mas por ser similar a Eq. (]Z[) iremos
omitir e retornar apenas com seu resultado.

Uma solugao particular da Eq. (]Z[) ¢ dada pela funcao
parabdlica cilindrica

15 T ' T ' T T T '
P 2 S S SV WSS S e LS
I i \ /\ / ] |
2 N\ [\ ]
; \_ /[ N/ :
10— 0 | NG R N 1 1
3 4 0 4 3
En
> v i ]
\ /
\ /
| Sm— B
\\ IA\ I/
\ /\ /
\ /[ \ /.
T s 1 7 1 h 1 ) 1
0—3 4 0 4 8
X

Figura 4: O potencial e seus niveis iniciais de energia para
— 4
o=
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onde 1Fy(a;c; z) é a fungao hipergeométrica confluente
[12]. Durante os célculos numéricos pode ser necessirio
expandir a funcdo hipergeométrica confluente em séries,
principalmente para o calculo de integrais necessarias
durante a normalizacao da fungao de onda. A expansao
em série de 1 F(a;¢; 2) é dada por [12]

a ala+1) 22
Fi(a;e;2) =1+ — —_——+... 9
1 1(a,c,z) +CZ+C(C+1) 2 + ) ()
com ¢ # 0,—1,—2,.... Essa série é convergente para

todo z finito.
Desta forma, a solucdo da equacao de Schrodinger sera
dada por

Dv(ﬂ(aj—a)), x>0

Vie) =N :tDU(*\@(x+a)), x<0

, (10)

onde N,, é a constante de normalizacao. Para x < 0
utilizamos o sinal positivo se, em v,, n par e o sinal
negativo para n impar.

Para encontrar a constante de normalizacao N,, utili-
zamos a definicao

| v -1, (11)

A Eq. deve ser resolvida numericamente, utili-
zando a aproximacao da fungao hipergeométrica conflu-
ente dada pela Eq. @[)

Os valores de v, e, consequentemente, os autovalores
de energia sao obtidos impondo a continuidade da funcao
de onda e sua derivada em = = 0. Este é o ponto onde
os dois potenciais parabdlicos tendem a ser descontinuos.
Temos assim as seguintes condigoes:

4D, (V2(x - o))
dzr

= 0, para ¢ (x) par (12)
x=0

— D, ( - \@a) = 0, para ¢ (z) {mpar (13)

Os valores de v, apresentados na Fig. 3| foram obtidos
por intermédio das Eq. e Eq. .

As autofungoes dos primeiros doze niveis de energia
podem ser visualizadas na Fig. [5| Para tal, consideramos
o caso onde a barreira de potencial é caracterizada por
o= %, impondo ao problema uma barreira de potencial
Vo = 18. Este caso foi escolhido por fornecer uma boa
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Figura 5: Autofuncdes para os primeiros doze niveis de energia
_ 6
para a = .

caracterizagdo dos autovalores de energia degenerados
para E, < V,. Podemos visualizar na figura que para
z < 0 a funcdo de onda torna-se assimétrica entre os
diferentes valores de n, pares ou impares.

Uma caracteristica da equagdo de Schrédinger para
potenciais simétricos com relagdo a origem é que as fun-
¢oes de onda tém simetrias bem definidas quanto aos
lados negativo e positivo do potencial. As funcbes serdo
simétricas do lado direito do potencial e antissimétricas
do lado esquerdo. Esta questdo é bastante importante
no calculo das fungbes de onda pois, como podemos ver
na Fig. 5| dois n’s consecutivos (veja Fig. [5[(a), n=0¢e
n = 1) terdo comportamentos idénticos do lado direito,
mas opostos do lado esquerdo (antissimétricas).

Na Fig. |§| temos uma comparagao entre as autofungoes,
deslocadas acima no potencial com valor proporcional ao
seu nivel de energia correspondente, para os primeiros
niveis de energia entre (a) o oscilador harmoénico duplo

para o = % e (b) o oscilador harmoénico simples. Nesta

figura podemos visualizar em (a) que do lado direito do

Figura 6: Comparacdo entre as autofuncdes para os primeiros

niveis de energia entre (a) o oscilador harménico duplo para
_ 6 . A s .

a= e (b) o oscilador harménico simples.
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potencial temos fungdes de onda simétricas, idénticas ao
do oscilador harménico simples (b), enquanto do lado
esquerdo (a), temos fungdes de onda antissimétricas.

3. Oscilador harmoénico duplo sob acao
do campo elétrico externo

Considerando um oscilador harmoénico duplo, unidimen-
sional de carga g e massa m, sujeito a acdo de um campo
elétrico externo em seu eixo de oscilagao, E = Epz.

Vamos considerar que o campo elétrico atuante sobre
a particula é constante, em cada intervalo de tempo dt,
e igual a Ey. Dessa forma, a energia potencial Vg, (z)
associada ao campo externo é

VEO (33) = —qEQ.L“. (14)

Assim, o potencial total que iremos substituir na equa-
¢ao de Schrodinger passa a ser dado por

V(z) = Vo(x) + Vi, (z)
1 2 15
= §mw2(\x| - a) — qFEox. (15)
Para x > 0 temos
1 of o 9  2qEpx
V(z>0)= gmw” | a” — 20z + a” — . (16)
e para = < 0 temos
1 2qE
V(z<0)= 5mw2 2+ 20 + o — anwof , (A7)

o que resulta em

E
:Fafq 21 +a?|, (18)
mw

com o sinal (—) para x > 0 e (+) para z < 0. Adotaremos
essa correspondéncia de sinais em todas as contas abaixo,
sem adicionar um indice para nao confundir o leitor.

O potencial proposto na Eq. pode ser visualizado
na Fig. [7] Este caso foi plotado considerando as seguintes
constantes: Ai=m=w=q=1, a:4/\/§eE0 =0,1.

Podemos escrever o potencial em fun¢ao de um produto
notéavel e, assim, tornar a Eq. mais parecida com a Eq.
(1), aproveitando a solucao da equagao de Schrodinger
obtida anteriormente.
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Figura 7: Potencial dado pela Eq. , com a atuacdo do campo
externo.
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mw qLo q Lg
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2 2
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(19)
onde A e F sdo constantes, dadas por
qEy
A= - 20
o mw? (20)
e
22
7" Eq
F = FEy — . 21
FatE = o e (21)

Nota-se que a Eq. e a Eq. podem ser apro-
ximadas quando analisamos a ordem de grandeza de
seus termos. Enquanto um valor médio que utilizamos
para « é 4/v/2, o maior valor de E, serd 0,1, e seu
valor médio serd bem menor. Entao, podemos propor que
| > —gfi%, assim, temos que A = Fa — gﬁ; ~ Fa.
Da mesma forma, temos que F ~ FaqEy. Lembrando
que utilizamos o sinal (=) para z > 0 e (+) para x < 0.

Na Fig. |8 sao apresentados os niveis de energia para
o sistema quando um campo elétrico externo é aplicado,
Coma:%eE:O,l.

3.1. Reescrevendo a equacao de Schrodinger

Com a aplicagdo do campo elétrico a equacao de Schro-
dinger deve ser reescrita como
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Figura 8: O potencial e seus niveis iniciais de energia para

o= %, com aplicagcdo do campo esterno E =0, 1.

- 8281/1(290) +gme? (x+A) () = (Ag, — F)ita),
m o0z (22)

onde Ag, sdo os autovalores de energia do sistema com
atuacao do campo externo.

Comparando a Eq. com a Eq. (3), temos uma
equacao de energia dada em funcao da Eq. , An =
hw (v, 4+ 1/2), que pode ser escrita por

AE, —F = A, (23)

isolando a energia do sistema com a atuagao do campo
externo, temos

)‘Eo =\, +F
B} (24)
2mw?’

1
= hw(vn + 5) FaqFEy —
Quando Ey = 0 temos que Ag, = A,, obviamente.
Desta forma, a solugdo da equagdo de Schroédinger,
assim como na Eq. (10]), serd dada por

D, (V2(z + 4)), z>0
iDU(—\/i(x—l—A)), <0

onde N é a constante de normalizacdo. A Eq. é
a solucao do oscilador harmonico duplo que resolvemos
anteriormente. Podemos ver que o campo elétrico cons-
tante aplicado no eixo de oscilagdo nao altera a natureza
harmoénica do movimento, alterando apenas a energia e
ponto de equilibrio do sistema.

Utilizando (A), podemos reescrever a Eq. exata-
mente como a Eq. , quando o campo elétrico é nulo.
O que serd de grande valia durante a implementacao
numérica do problema, pois nos permitira utilizar a Eq.
, a Eq. , a Eq. e a Eq. sem dependéncia

do campo externo.

Y(z) =N . (25)
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3.2. A equacgao de Fokker - Planck

A dinamica do sistema fora do equilibrio, como do osci-
lador harmonico duplo com difusao, pode ser estudada
através da equacgao de Fokker-Planck. Em particular, a
equacao de Fokker-Planck é usada para tratar processos
que envolvem difusdo ou transferéncia de populacao.

A equacgao de Fokker-Planck é obtida através da equa-
¢do de Langevin [13] e fornece a evolucao temporal da
distribuicdo de probabilidade do sistema de interesse.
Devido a dificuldade de solucionar essa equagao, pode-
mos maped-la em uma equacao do tipo Schrodinger. A
associacao da equagao de Fokker-Planck com a equacao
de Schrodinger tem sido bastante til ndo somente para
potenciais com solugao analitica, mas também para po-
tenciais mais complicados, pela possibilidade do uso dos
métodos de solugdes aproximativos, por exemplo, o uso do
formalismo de supersimetria e o método variacional [14].

Com a relagao entre a equacao de Fokker-Planck e a
equagao de Schrodinger, sistemas estudados na mecanica
quantica fornecem subsidios para a andlise de processos
estocdsticos. A vantagem desta associagdo é que se pode
obter a solucao da equacao de Fokker-Planck por meio
de métodos de solugdo da equacao de Schrédinger, como
proposto em [4].

A equacdo de Schrodinger associada a equacdo de
Fokker-Planck a ser resolvida é dada por

_ Tpdy(x)
2 dx?

+ Ver(@)(z) = —Ant(2), (26)

sendo I'p = 2D, em que D é o coeficiente de difusao. O
termo referente ao potencial efetivo é igual ao potencial
estudado Vg, (x), Eq. (19)), j& considerando que A = «,
ou seja,

1 x)]? x 1
Verlz) = Q{UIED)] - 3];;)} = §(|:17| —a)?4C. (27)

Como mostrado na expressao acima, o potencial efetivo
estd relacionado a uma for¢a f(x), portanto, pode-se
procurar uma forca que forneca um potencial efetivo
similar ao potencial original. A forga sugerida neste caso
tem a forma:

f(x) =B+, (28)

sendo que f e 7 sdo parametros determinados pela
seguinte equacao,

o) g o

Resolvendo a Eq. e comparando os termos, pode-
mos escrever f(z) como
(x—a), >0
f@)=—VTp {

<0’ (30)

(z +a),
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Entéo, o potencial efetivo é dado por

V() = 3 {(lal — 0 ~ T} @3)

2
Substituindo a Eq. na Eq. , temos

I'p d®y(x 1
2D | ()~ )~ VT () = ~Anii(a)
T 2
(32)
Considerando a equagao de Schrodinger resolvida na
se¢do anterior, Eq. (3), e adotando a seguinte troca de

varidveis

temos

VID o\ FD22
dz? "

@b (Vo
2 4

)wzo. (34)

Comparando a Eq. (34) com a Eq. , precisamos
efetuar as seguintes mudancas de varidveis

ez—(An+;—\/?> (35)

2 _ 2 _ V2(z—a), >0
& =To2 _{\/Q(x—i—a), z <0. (36)

Desta forma, podemos reescrever a Eq. (34) como

de 1 52 _
dz2+<€+2—4>w—0. (37)

Consequentemente, podemos escrever a solucdo parti-
cular da equacao diferencial como uma funcgao parabdlica
cilindrica, dada por

Desta forma, a solu¢ao da equagao de Fokker-Planck
serd dada por

DE(\/i(m—a)), >0

V(@) = N iDe(—\@(x+a)>, x<0

;o (39)

onde N,, é a constante de normalizacao. Para z < 0
utilizamos o sinal positivo se, em €,, n par e o sinal
negativo para n {mpar.
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Os autovalores de energia A,, sdo obtidos da compa-
racao direta da Eq. com a Eq. 7 escrevendo
que

VI _
2I'p
Acrescentamos um termo constante €y ao potencial
com o objetivo de deslocar os niveis de energia e obter o
primeiro autovalor da equac¢ao como sendo nulo - descon-
siderando o valor do campo elétrico. Esta operacdo nao
altera os resultados obtidos, apenas impoe uma condigao
que auxilia na descricdo do estado estacionério.
Abrindo e simplificando a Eq. podemos escrever
os autovalores de energia do problema como

A, = )‘Eo + €g (40)

1 VT E?2
A, =— ’Un-l-eo-i-*—iD-i-OéEo—fO (41)
2 2 2
onde
1
60:—5—1}0 (42)

Finalmente, substituindo a Eq. na Eq. (41)), obte-
mos que os autovalores de energia sdo dados por

E§
27

onde temos que os niveis de energia do sistema também
dependem do campo externo e do coeficiente de difusao.

r
An:vn—vo—TD—i—an— (43)

3.3. Probabilidades Totais

A equagio de Fokker-Planck pode ser escrita como a
seguinte equacgao diferencial

OP(z,t 0 I'p 0*P(x,t
WD) _ O T rapian] + 2E2ED 4y
onde P(z,t) é a distribuicdo de probabilidade que
descreve a dindmica do potencial a ser estudado.
A solugao geral da equagdo de Fokker-Planck [13] de-
pendente do tempo pode ser escrita em termos da solugao
da equagao de Schrodinger associada por

Pla,t) = bo(e) Y bl esp [~ 2] (45)
n=0

Para obter os coeficientes b,, da somatoria iremos mul-

tiplicar ambos os lados da Eq. por ¥ (x)/vo(x) e
integrar com relagdo a x considerando-se t = 0,

> i) [ oo ()20
(46)
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- @) 5 h x)(x)dx
/_Oop<x7o>%(z)dw—;bn/_wwn( bu(2)da.

(47)

Pela propriedade de ortogonalidade, a integral do lado
direito é igual a um quando n =1 e igual a zero quando
n # 1, ou seja,

/_00 U ()1 (x)dz = 0p . (48)
Portanto,
_ [ x ¥n(@) x
bnf/iooP( ,0) wl(ﬂﬁ)d . (49)

Neste ponto iremos escolher a distribuicao inicial de
probabilidade P(z,0), quando t = 0. A equagdo de
Fokker-Planck é satisfeira impondo como condigao inicial
a funcgao delta de Dirac. Isto posto, vamos considerar a
condicao inicial

P(x,0) = 6(x — xo). (50)
Sendo assim,
_ [ T—x ¥n (@) T
bni/fooé( 0)1/J0(33)d . (51)

Finalmente, a equacao final para os coeficientes b,, é
dada por

o qun (’1}0)
Yo(wo)
Note que, para um potencial menos complexo, como

o oscilador harménico simples, poderiamos utilizar uma

versao simplificada da Eq. , nao dependente de ¥p(x),

que forneceria uma equacéo para os coeficientes b,, inde-
pendente da simetria das funcoes de onda, implicita nos

termos em fungao de xp na divisao % Neste caso, o

termo g (zg) ird indicar em qual lado do potencial esta

a funcdo de onda inicial e, consequentemente, a simetria

da mesma. Logo apds os instantes iniciais o pacote ira

se dividir entre os dois lados do potencial até atingir o

equilibrio.

Substituindo a Eq. na Eq. , obtemos

b (52)

Pla,t) = Y daleolbu(@)exp [ - 22]. (53)
n=0

Com o objetivo de observar a evolucao temporal do sis-
tema iremos calcular as probabilidades totais em funcao
do tempo através das integrais do lado esquerdo (z < 0)
e do lado direito (z > 0) da distribui¢do de probabilidade,
sendo Ni(t) e Na(t), respectivamente. Portanto, temos
as seguintes equacoes

0

Ny (t) = P(x,t)dz, (54)

—xr
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No(t) = /OEL P(x,t)dx, (55)

onde z, é o limite de integracao.
Podemos definir a diferenca de probabilidade do sis-
tema como

SN(t) = Ni(t) — Na(t), (56)

concluimos que o sistema atingira um estado estaciona-
rio quando N (t) = 0. O tempo para atingir o equilibrio
define a condicdo de que metade da amostra estd do lado
esquerdo (2 < 0) e a outra metade estd do lado direito
(x > 0) do potencial. Esse resultado é esperado, uma vez
que se trata de um potencial biestavel simétrico em que
as probabilidades sao iguais nos minimos do potencial.

As probabilidades totais Ny (t) e Na(t) sdo importantes
pois demonstram claramente o comportamento natural
do sistema de dividir a populagdo e encontrar o equilibrio
entre os dois lados do potencial. Também que, quando
o equilibrio ¢é atingido, a amostra recai em um estado
estacionario (N (t) = 0).

4. Resultados e discussao

Para as simulagbes numéricas iremos adotar que h =
m = w = ¢ = 1. Uma das principais medidas a serem
estudadas serd a diferenca de probabilidade N (t), de-
finida na Eq. . Utilizando o intervalo de integracao
xy, = 10, que define a regido onde temos a maior barreira
de potencial no sistema (ver Fig. [7]). Enquanto a posi-
¢ao inicial do pacote sera, em todos os casos estudados,
2o = —a. Iremos considerar que quando dN (t) < 0,001
o sistema atingiu o estado estacionério e o tempo onde a
desigualdade é satisfeita serd chamado de ;.

4.1. Efeito do campo externo na distribuicao de
probabilidade

Nesta secao iremos adotar que I'p = 1. Isto posto, con-
siderando o efeito do campo externo na distribuicao de
probabilidade, temos a diferenca de probabilidade d N (t)
apresentada na Fig. [9] Para diferentes valores de campo

externo quando a barreira de potencial é « = “=. Em (a),

Ey =0, é o caso sem aplicacdo de campo extgno, resul-
tado conhecido e apresentado em [4]. Em (b), Ep = 0,001,
reduzindo a metade o tempo que o sistema leva para atin-
gir o estado estacionario. No tultimo caso apresentado,
(¢), temos o maior valor utilizado para o campo elétrico
externo neste trabalho, Fy = 0,1. Neste caso, o tempo
necessario para o sistema atingir o estado estacionario é
cerca de 400 vezes menor que o caso sem campo externo.
Isto mostra o possibilidade de controle do sistema através
do campo externo.

A Fig. é complementar aos resultados expostos
acima. Nesta figura temos o valor do tempo necessa-
rio para o sistema atingir o estado estacionario, tss, re-
lacionado ao valor do campo elétrico aplicado. Nova-
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Figura 9: Diferenca de probabilidade d N para alguns valores de

campo externo quando a barreira de potencial é a = “=: (a)

4
Eo =0, (b) Eo =0.0001, (c) Eo = 0.1.
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Figura 10: Tempo necessario para o sistema atingir o estado es-
tacionério, tss, dependendo do valor de campo externo aplicado.

mente quando a barreira de potencial utilizada é o = —=.

V2
Quanto maior o campo aplicado menor o tempo necessé-

rio para o sistema atingir o estado estacionario.

4.2. Variando a difusao do sistema

Para estimar o tempo que o sistema leva para atingir o es-
tado estacionario em diferentes regimes de difusao iremos
evoluir o sistema para diferentes valores do coeficiente de
difusdo, 0 < T'p < 4. A evolugdo temporal é considerada
até que dN(t) < 0,001, que é quando o sistema atinge o
estado estaciondrio. Como anteriormente, chamaremos o
tempo em que o estado estacionario é alcancado de tgs.

Na Fig. [11] vemos, em (a), o comportamento de ¢,
contra I'p. Concluimos que quanto maior o coeficiente
de difus@o maior o tempo necessario para que o sistema
atinja o estado estacionario. Para compreender este resul-
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Figura 11: (a) Tempo necessario para o sistema atingir o estado
estaciondrio contra o valor da difusdo. (b) Tempo necessério
para o sistema atingir o estado estacionario contra o inverso da
difus3o, que é proporcional a temperatura do sistema.

tado é importante termos em mente a fungdo da difusao
no espalhamento do pacote de onda. Quando o coefici-
ente de difusdo é menor ocorrera pouco espalhamento
do pacote de onda e o sistema levard um tempo menor
para atingir o equilibrio. Quando o coeficiente de difuséo
¢ maior o pacote de onda se espalha mais dentro do po-
tencial e leva mais tempo para que ele atinja o equilibrio.
Observa-se que uma coisa é observar o tempo de difusédo,
outra é o tempo que o pacote de onda leva para atingir
o equilibrio.

Na Fig. [L1] (b) utilizamos uma escala proporcional ao
inverso da temperatura, FBl, 0 que mostra que quanto
maior a temperatura do sistema maior o tempo necessério
para o sistema atingir o estado estaciondrio.

Observa-se que quanto maior o coeficiente de difuséo,
maior serd o tempo necessirio para o sistema atingir
o estado estacionario. Contudo, quanto maior o campo
elétrico, menor sera a difusdo do sistema. Obviamente
estamos tentando associar o campo externo com as pro-
priedades fisicas inerentes ao sistema. Com isso, podemos
dizer que a aplicagdo do campo externo diminui o tempo
necessario para o sistema atingir o estado estacionario,
tornando-o equivalente a um sistema com menor regime
de difusdo, consequentemente com menor temperatura
média.

5. Conclusao

Neste trabalho apresentamos o comportamento do Osci-
lador Harmonico Duplo com a aplicagao de um campo
elétrico externo. As equacdes de probabilidade do sis-
tema foram modeladas com a equacao de Fokker-Planck
sob efeito de um campo externo. E conhecido na litera-
tura que, para este tipo de sistema, quando o tempo que
sistema leva para atingir o estado estacionario é longo,
relaxamento lento, apenas as primeiras autofungoes do

DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2019-0237

€20190237-9

sistema sao relevantes. Enquanto, quando o tempo que o
sistema leva para atingir o estado estacionario é curto,
relaxamento rapido, as autofun¢oées de maior ordem pos-
suem grande influéncia no comportamento das probabili-
dades totais do sistema |15]. Este comportamento ficou
bem evidenciado em nossos resultados. A aplicagdao do
campo externo torna as autofun¢des de maior ordem no
sistema mais relevantes, levantando os niveis de energia
do sistema e alterando o tempo de relaxamento.

O efeito apresentado pela aplicagdo do campo externo
apresentou resultados interessantes para o tempo de re-
laxamento do sistema, que é o tempo necessario para o
sistema atingir o estado estaciondrio. O resultado mais
importante aqui exposto é o de que o campo externo é
permitido apenas para reduzir o tempo natural de re-
laxamento do sistema. Qualquer tentativa de aplicacao
para que aumente o tempo necessario para o equilibrio
das populacoes do sistema nao é permitido.

Outro fenémeno discutido é a equivaléncia matema-
tica, no tempo necessario para que 5N(t) ~ 0, entre a
aplicagdo do campo externo e o coeficiente de difusao
do sistema. Podemos dizer que o efeito produzido pelo
campo externo no sistema é equivalente a reduzir a tem-
peratura média do sistema. Estes fendmenos podem ser
indicativos dos efeitos do controle quintico em sistemas
abertos [16].

Este trabalho baseia-se, obviamente, em um modelo
fisico bastante simples. Entretanto, os efeitos aqui dis-
cutidos podem servir, qualitativamente, para pensarmos
nos problemas existentes em sistemas fisicos mais comple-
xos. Este pode ser um modelo para estudo de limitagoes
do controle quantico em sistemas quanticos dissipativos.
Como, por exemplo, a perda de controle em um qubit, o
controle de difusdo em modelos do tipo Caldeira Leggett,
ou sistemas baseados no modelo de gato de Schrodin-
ger [17H22].

Apéndice A: Modificando a configuracao
do campo externo

Consideramos que o campo elétrico atuante sobre a par-
ticula é constante, em cada intervalo de tempo dt, e igual
a Fy. Estudamos para a configuracdo do campo elétrico
externo em que Vg, (x) « z. Entretanto, podemos dis-
cutir outras configuracdes para o campo externo. Neste
apéndice iremos apresentar outras duas configuragoes e
discutir as diferencas e similaridades com o caso estudado
no trabalho.

Com tal intuito iremos considerar agora dois casos,
nos quais Vg, (z) « |z| e Vg, (2) « (Jz| — o). Na Fig.
temos uma comparagao entre o potencial do oscilador
harmoénico duplo, Eq. , e os trés casos discutidos do
potencial sob acdo de um campo elétrico externo, Vg,
(Eq. ([T4), Ve, (Eq. (57)), e Vi, (Eq. (61))). Estes casos
foram plotados considerando as seguintes constantes:
h=w=q=1,a=4/V2e E; =0,1.
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Figura 12: Comparac3o entre o potencial do oscilador harménico
duplo, Eq. , e os trés casos discutidos do potencial sob acdo
de um campo elétrico externo, Vg, (Eq. (14), Ve, (Eq. (57)).

e Vi, (Eq- )

Dessa forma, o potencial Vg, (z) associado ao campo
externo é
Ve, (x) = —qEolx]. (57)

Utilizando da mesma logica utilizada para o potencial
2
da Eq. 1D e definindo ¢ = ™~ teremos

2
E ’ 2aqF E ’
gL aqLip gL

2
E 2R2
:cl|x|—<a+q g)] —aqEy — d 02
mw 2mw

:c(m —A1)2+J-'1,

(58)
onde A; e Fi sao constantes, dadas por
qEo
Al =oa+ mwQ? (59)
e
2 172
7 Eq
= —aqFEy — . 60
1 AEEO ™ 5 w2 (60)

Para que tenhamos a mesma configuragao do poten-
cial da Eq. : (x + A;1)?, Ay deve ser escrito como
Al =F (Ol + ,‘,15,%
para x < 0, com JF7 sendo o mesmo.

Uma terceira configuracdo de campo elétrico pode ser
definida por

, com o sinal (=) para z > 0 e (+)

Vi, () = —qEo(|z] — a). (61)

Utilizando da mesma légica utilizada para o potencial
da Eq. , teremos
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=g ()] (25 )

B qEo ¢°Eg (62)
- [|33| <oz + moﬂ) 2mw?
2
= c<|x| — A2> + Fa,
onde Ay e F» sao constantes, dadas por
E
A2=a+q 02:~Ah (63)
muw
e
2 772
4" Eg
Fop = — . 64
2 2mw? (64)

Mesmo variando os sinais da x, para o lado positivo e
para o lado negativo, Ay = A;. Este mesmo comporta-
mento nao é visto para JFo devido as diferentes simetrias
dos potenciais. Note que no potencial com z sem mddulo
(Eq. ), a mudanca de lado estd presente no sinal de
« e nos potenciais com maédulo o sinal é aplicado a todo
o termo de A; 2 (Eq. e Eq. (63)).

Comparando ao resultado apresentado anteriormente
no trabalho, observa-se que o termo A é semelhante ou
igual, dependendo do potencial adotado para o campo
elétrico Eq. , Eq. e Eq. . Desta forma, pode-
mos comparar os resultados para o termo F em Eq. ,
Eq. e Eq. . Os termos F e F; sao semelhantes
a menos de um sinal em «, estes dependem da largura
da barreira («). Consequentemente, nao deve alterar o
comportamento ou ordem de grandeza do campo externo
necessario para alterar o tempo de equilibrio do sistema.
Ja o termo F3, Eq. , nao depende da largura da bar-
reira de potencial, com isto, tem uma influéncia muito
menor no sistema, sendo necessario maiores intensidades
do campo elétrico.

Apéndice B: Oscilador Harmonico
quantico

O oscilador harmonico simples é um dos sistemas mais
estudados em fisica tanto no tratamento classico quanto
no quantico. Este sistema é frequentemente abordado
em livros de Mecanica Quéantica por ser possivel obter
sua solucao analitica e por ser utilizado em aproximagoes
de potenciais mais complexos como em sistemas que a-
presentam vibragoes de moléculas ou estruturas nucleares
[11].
O potencial do oscilador harmoénico simples é dado
por:
Lo o
Viz)= MW z”, (65)
onde m é a massa da particula sob influéncia do poten-
cial e w é a frequéncia angular. A equagao de Schrédinger
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independente do tempo, para uma particula num estado
[ (2)) no espago de Hilbert, é dada por [23]:

w iz P(x) = Ed(x), (66)

onde a fungdo de onda da particula é definida como
Y(z) = (z|(x)) e E é a energia do sistema.

A solucéo do sistema é obtida definindo b = (h/mw)'/?,

= m}fzbz = % e fazendo a mudanca de varidveis x = by,
obtendo
d*y
el +2n—y* )Y =0, (67)

Apés algumas andlises da equacao diferencial e das
fungbes resultantes, que nao trataremos aqui, mas que po-
dem ser consultadas nas referéncias [11},23}24], a solucao
da Eq. (67), na varidvel original, é dada por

1/4
. mw mw —mwz? /2h
¥n(@) = (22”(n!)2h7r> Hy < \ hx>e( )’

(68)

onde H,, sdo os polindmios de Hermite [12}[24].

A energia do sistema é dada por

1
E, = (n + 2) hw. (69)

A representacao grafica das fungdes de onda do osci-
lador harmoénico pode ser verificada na Fig. para os
niveis (a) n =0, (b) n =1, (c) n =2, (d) n = 3, (e)
n=4eem (f) n=>5.
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Figura 13: Funcdes de onda do oscilador harmdnicos simples
para os niveisden =0an = 5.
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Figura 14: O potencial do oscilador harménico simples e os
niveis de energia.

As funcgoes de onda apresentam uma caracteristica
bem especifica para sua paridade, quando n for par, as
fungdes serdo pares, ou seja, ¥(—z) = ¢(x). E para n
impar, as fungdes serdo impares ¢(—z) = —¢)(x).

Para n = 0, o polinémio de Hermite é dado por Hy = 1,
fazendo com que a fun¢ao de onda seja proporcional a
uma exponencial de —z2. Para n maior, H,~1 é propor-
cional a polinémios de x, de diferentes ordens, como em
n = 1, onde H; é proporcional a z. Esses polindbmios
fornecem a oscilagdo da funcdo de onda dentro do limite
do potencial.

Os niveis de energia em comparagdo com o potencial
sao vistos na Fig. 14. Um ponto interessante desse sistema
é que os niveis de energia sao discretos e estao igualmente
espacados, com FE = %‘*’, %?‘“, 557“’, ---. Outro ponto é que
o nivel de menor energia, chamado de estado fundamental
para o menor estado ligado da particula com o potencial,
comn =0, F = ’%w, nao coincide com o minimo do
potencial.
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