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O problema de estados ligados em um potencial delta duplo é revisto com o uso do método da transformada
de Laplace. Bem diferentemente de métodos diretos, nenhum conhecimento acerca da descontinuidade de salto
da derivada primeira da autofuncéo é requerida para se determinar a solugéo.
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The problem of bound states in a double delta potential is revisited by means of Laplace transform method.
Quite differently from direct methods, no knowledge about the jump discontinuity of the first derivative of the

eigenfunction is required to determine the solution.
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1. Introducao

O uso da transformada de Laplace na equacao de
Schrodinger remonta ao préprio Erwin Schrodinger [0
ao lidar com o dtomo de hidrogénio (veja também a
Ref. [B]). Mais recentemente, os estados ligados em
um potencial de Morse também foram obtidos por
meio da técnica da transformada de Laplace [@]. A
ideia subjacente ao método da transformada de Laplace
para resolver uma equacao diferencial é a conversao em
uma equacao transformada que possa ser resolvida com
maior simplicidade. Em seguida deve-se executar a in-
versao da transformada de Laplace para obter a fungao
original do problema. Eis uma tarefa que pode ser
ardua e até mesmo infactivel.

A equagao de Schrodinger com um potencial cons-
tituido de uma soma de duas fungoes delta de Dirac,
doravante denominado potencial delta duplo, tem sido
usada para modelar as forcas de troca entre os dois
ntcleos no fon de hidrogénio molecular [@] tanto quanto
na descricao da transferéncia de um nicleon de valéncia
durante uma colisdo nuclear [H]. A bem da verdade, os
estados estacionarios de uma particula em um potencial
delta duplo ocupa as pdginas de muitos livros-texto [6-
12]. Os possiveis estados ligados sao encontrados pela
localizagao dos polos complexos da amplitude de espa-
lhamento ou por meio de uma solugao direta da equagao
de Schrodinger baseada na descontinuidade da derivada
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primeira da autofung¢ao, mais a continuidade da auto-
fungao e seu bom comportamento assintético.

Neste trabalho apresenta-se uma abordagem alter-
nativa para busca de estados ligados do potencial delta
duplo baseada na transformada de Laplace. Com este
procedimento a equagdo de Schrédinger independente
do tempo transmuta-se numa equacao algébrica de pri-
meira ordem para a transformada de Laplace da au-
tofuncao. O processo da inversao da transformada de
Laplace inversa é amigavel e a solugao do problema de
estados ligados nao requer qualquer conhecimento sobre
a descontinuidade da derivada primeira da autofuncao.
A abordagem do potencial delta duplo via transfor-
mada de Laplace, além de estender a aplicabilidade do
método de Laplace a mecanica quantica, fornece uma
nova ponte entre o material que os estudantes tipica-
mente aprendem em um curso de fisica matemaética e
um problema fisico interessante.

2. Os estados ligados de um potencial
delta duplo

A transformada de Laplace

L{f () = / S dre s () (1)

de uma fungdo de ordem exponencial, i.e. |f (z)] <
Me%*com 0 € R e M > 0, converge se Res > o [[3].
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A transformada de Laplace é uma operagao linear e o
mesmo se dd com a transformada inversa. A proprie-
dade de deslocamento

L0 (x —x0) f(z —x0)}
=e " L{f ()}, xo >0, (2)

onde
1 paraz >0,

0(z) = 3)
0 para x <0,
é a funcao degrau de Heaviside, segue diretamente da
definicao da transformada de Laplace. Também segue
da Eq. () que

k
E{Sen kl‘} = m, Res > O, (4)
S
L{coskx} = sl Res > 0. (5)
Usando as definig¢oes
2malL 9 2mkE
= 77 = hQ ) (6)

a equagao de Schrodinger independente do tempo para
uma particula de massa m sujeita a um potencial delta
duplo simétrico

V(z)=—ald(x+L)+d(x— L), (7)

pode ser escrita na forma
¢ () + 7 6 (x+ L) +6 (= L)] 6 (&) + K6 (a) = 0,
(8)
onde a plica (') denota a derivada em relacdo a z, «

é uma constante real e L > 0. Multiplicando esta
equacao por e~ % e integrando em relacao a x de 0 a oo

(s + %) L{ (0)} = 56 (0) + ¢/ (0) = T e~ (L)

—dim e se @)+ @], (9)
onde
6(0) = lm 6(), ¢ (0)= lim ¢'@), (10)

e L{¢ (z)} é a transformada de Laplace de ¢ (z). Haja
vista que ¢ () e ¢ (z) sdo limitadas no infinito, temos a
garantia da existéncia de £ {¢ (z)} tanto quanto a anu-
labilidade da ultima parcela da Eq. (8). Resulta daf
que temos uma equagao algébrica para L {¢ (z)} cuja
solugao é

——+
52 + k?

SOk ad(L) .k
ko s2+k? kL s2 4+ k2’

L{¢(x)} = (0)

(11)
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A reconstrugao da autofungao ¢ (z) para x > 0, reali-
zada pela inversao da transformada de Laplace, pode
ser obtida prontamente usando (B)-(8)

¢' (0)
k

¢ (x) = ¢ (0)coskx + sen kx

a¢ (L)
kL

Obviamente ¢ () nao é quadraticamente integravel se
k € R. Entanto, com uso das identidades

0 (x— L)sen[k(x—L)]. (12)

. . . €
seniz = dsenhz=¢———,

. e +e?
cosiz = cosh z= —

pode-se verificar que se k = +i€/L com £ € R (E < 0)

_ &t Ly
O CORE-20) BEE

assevera-se que ¢ (00) = 0. Deste modo podemos es-
crever a autofuncao para estados ligados, definida no
semieixo positivo X, na forma

x o

¢(z) = ¢(O)COShf + ¢ (0) %senhf —

(e +5 0 ©)

e* 0 (x — L) senh [5 (% - 1)} . (15)

Nao obstante a singularidade do potencial em x = L, a
autofuncao é uma fungao continua. Se nao fosse assim a
equagao de Schrodinger envolveria derivadas da fungao
delta de Dirac. A continuidade de ¢ (z) em z = L
implica que

¢ (L) = ¢ (0)cosh & + ¢’ (0) % senh &. (16)

Esta tltima relagdo combinada com a Eq. (Id) resulta
em

¢ (0) (1 — %e‘f coshf)

+ ¢’ (0) L (1 _ Lt senhf) =0. (17)
3 3

Haja vista que o potencial é par sob a troca de x
por —z (a funcdo delta de Dirac é invariante sob in-
versao espacial), a extensdo da autofuncao (I3) para
todo o eixo X pode ser expressa como uma funcao de
paridade definida pela imposi¢ao de condigbes de con-
torno apropriadas sobre ¢ (z) e ¢’ (x) na origem. Por
causa da continuidade da autofuncao e sua derivada
em x = 0 (para L # 0), estas condi¢oes podem ser
cominadas de duas formas distintas: a funcao par obe-
dece & condi¢do de Neumann homogénea ¢’ (0) = 0,
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enquanto a fungao impar obedece a condicao de Diri-
chlet homogénea ¢ (0) = 0. Deste modo a Eq. (I3)
torna-se uma equacao para a variavel £&. Portanto, para
¢ (—x) = +¢ (x) temos

cosh %’c para |z| < L,
¢ (z) =¢(0) (18)
cosh & e~ ¢U2l/E=1) para |2| > L,
com a condi¢ao de quantizagao
2€
= 19
o= 2 (19)
Por outro lado, para ¢ (—x) = —¢ (x) temos
L
¢ (x) =¢'(0) -
3
senh % para |z| < L,
X (20)
senh e (z) e~ €U#/L=1) para |z| > L,

onde ¢ (z) = x/|z| (z # 0) é a funcdo sinal, e a condigéo
de quantizacao manifesta-se agora na forma

ey _ 2
R (21)
J4 que a funcdo e~2¢ é limitada entre os valores 0 e 1 ao
passo que |1 — 2£/a| ndo se inclui dentro destes limites
quando a < 0, podemos inferir que nao ha possibilidade
de solugao para estados ligados se a < 0 (potencial re-
pulsivo). Para um potencial atrativo (a > 0), a natu-
reza do espectro resultante das solucoes das equagoes
transcendentais ([4) e (E0) podem ser visualizadas na
Fig. M, onde constam esbogos dos membros direito e
esquerdo das Egs. (M) e (EM). As abscissas das in-
tersecdes de e~ 2¢ e |1 — 2¢/a| fornecem as solugdes de-
sejadas. Dail

h2£2

E=- Tk (22)
Pode-se depreender da Fig. O que sempre hd uma
e somente uma solugao para o caso de uma autofungao
simétrica mas a existéncia de uma solugao para o caso
de uma autofuncao antissimétrica sucede tao somente
quando a > 1. Isto se d4 porque 1 — 2¢ oscula e~2¢ em
& = 0. Seja 14 como for, o estado fundamental corres-

ponde a uma autofuncao par.

3. Comentarios finais

Os leitores podem verificar que a metodologia aqui
apresentada pode ser estendida com facilidade para um
potencial constituido de uma soma de um nimero ar-
bitrario de fungoes delta de Dirac dispostas simetrica-
mente em relagao a origem. Contudo, o caso de um
potencial delta de Dirac localizado na origem requer
uma modificacao na definicdo da transformada de La-
place que inclua a origem no dominio de integracao. De
fato,
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Figura 1 - Esbogo da condigio de quantizacio e=2¢ = |1 — 2¢/al
para a > 0. Curva continua para e~2¢. Curvas tracejadas (a > 1)
e pontilhadas (a < 1) para |1 — 2¢/al|. Curva espessa para ¢ par,
e curva delgada para ¢ fmpar.

@)= [ deef(a) (23)

0_

tem sido usada por alguns autores [14-16] para incor-
porar as condigoes sobre f (z) em x = 0_. Entretanto,
o uso de £_ no caso de um potencial delta de Dirac
localizado na origem demanda o conhecimento da des-
continuidade da derivada primeira da autofuncao.
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