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Influéncia da massa na geometria do espaco-tempo
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Na Relatividade Geral, em sistemas com uma massa dominante, a curvatura do espaco-tempo é descrita pela
métrica de Schwarzschild. Contudo, obter seus coeficientes métricos do campo gravitacional desta massa exige, em
geral, o uso de ferramentas matematicas avancadas, como geometria diferencial e cdlculo tensorial. Neste artigo,
para obter tais coeficientes métricos, usamos o Teorema Egrégio de Gauss sobre curvatura espacial e a hipdtese
desses coeficientes coincidirem, no limite de massa nula, com os da métrica de Minkowski valida para a Relatividade
Restrita. Com essa formulagdo, o artigo contém, de forma didatica, uma primeira apresentacdo quantitativa da
Teoria da Relatividade Geral, a partir de conhecimentos da Relatividade Restrita, usando ferramentas béasicas do
célculo diferencial e integral, sem o uso de tensores. Ademais, disponibilizamos videoaulas que tém como base o
material deste artigo.

Palavras-chave: Teorema Egrégio, Relatividade Geral, Métrica de Schwarzschild.

In General Relativity, in systems with a dominant mass, the curvature of spacetime is described by the
Schwarzschild metric. However, obtaining its metric coefficients of the gravitational field due to this mass generally
requires the use of advanced mathematical tools, such as differential geometry and tensor calculus. In this article,
to obtain such metric coefficients, we use Gauss’s Egregium Theorem on spatial curvature and the hypothesis
that these coefficients coincide, in the limit of zero mass, with those of the Minkowski metric valid for Special
Relativity. With this formulation, the article contains, in a didactic way, a first quantitative presentation of the
Theory of General Relativity, based on knowledge of Special Relativity, using basic tools of calculus, without the
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use of tensors. Furthermore, we provide video lectures based on the material of this article.
Keywords: Theorema Egregium, General Relativity, Schwarzschild metric.

1. Introducgao

Em 1916, ano seguinte a publicagdo de Einstein de
sua teoria da Relatividade Geral (Relatividade Geral),
Schwarzschild apresentou sua solucdo das equagoes desta
teoria quando aplicada a um sistema planetdrio em
movimento planar, por exemplo, um planeta com massa
orbitando uma estrela. Esta solucdo é descrita pela
métrica de Schwarzschild.

Mesmo sendo uma das solugdes mais simples da Rela-
tividade Geral, o emprego da métrica de Schwarzschild
utilizando todo o formalismo da Relatividade Geral é,
por vezes, dificil em um curso de relatividade para alunos
de graduagao. Logo, abordagens sintéticas, que obtém e
apresentam o contetdo fisico da solugdo de Schwarzs-
child, sem o uso do calculo tensorial em variedades, sao
Gteis.

Objetiva-se obter os coeficientes métricos do espaco-
tempo de Schwarzschild usando diretamente o conceito
de curvatura e tendo como base o Teorema Egrégio de
Gauss. E uma reducdo na exposicio da Relatividade
Geral, aplicavel apenas ao caso de estudo proposto, vi-
sando uma primeira apresentagdo quantitativa e didatica
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sobre a Relatividade Geral que evite a complexidade
matematica necessaria para uma andlise mais geral desta
teoria.

A nossa apresentacdo desta teoria baseia-se no
conceito de curvatura de Gauss referente a superficies bi-
dimensionais imersas em um espaco euclidiano tridimen-
sional. Este conceito é extrapolado para expor, na teoria
de Einstein, as mudangas do espaco-tempo de Minkowski
ao considerar uma massa de pequenas dimensoes, nele
inserida. O espaco-tempo assim modificado serd descrito
pela métrica de Schwarzschild.

A leitura do artigo requer apenas conhecimentos sobre
o Célculo béasico, Geometria Analitica, Relatividade
Restrita (e.g. [I], p. 190-203) e Mecanica Analitica,
sem incluir explicitamente calculo tensorial. Em diversas
partes deste trabalho serviram de base as Refs. [2H5],
que também apresentam uma preocupacao semelhante
quanto a simplificar a introducao a Relatividade Geral.
Nao obstante, este artigo é coeso no sentido de que
é composto de preliminares, proposi¢oes e desenvolvi-
mento da métrica de Schwarzschild.

Assim, na secao [2] discute-se sucintamente a parte
da geometria relevante ao artigo, incluindo o Teorema
Egrégio e a férmula de Gauss aplicavel ao caso de
estudo. Usando esta férmula e a conservacao da energia


www.scielo.br/rbef
https://orcid.org/0000-0003-3746-0935
https://orcid.org/0000-0002-1748-0106
mailto:gabrielgrime@gmail.com

€20240083-2

calculam-se os coeficientes métricos do espago-tempo de
Schwarzschild, respectivamente nas se¢ao [3] Na segdo [
sintetizam-se os resultados das duas segdes anteriores,
apresentando e discutindo o contetido fisico da métrica
de Schwarzschild. Por fim. na secdo [5] sAo expostas as
consideragoes finais sobre este artigo.

No Apéndice A, de modo complementar, compara-se
a generalidade da Equagdo de Einstein com a obtencdo
da métrica aqui apresentada. Além disto, explicitam-
se as etapas de como tipicamente se desenvolve uma
andalise da Mecénica pela Relatividade Geral, isto é, a
determinacao da métrica sendo seguida pelo estudo da
dindmica. Finalmente, no Apéndice B desenvolve-se a
férmula para se obter a soma dos dngulos internos de
um triangulo geodésico sobre uma esfera, utilizada no
artigo.

2. Geometria

Nesta secdo, serdo apresentados os conceitos necessarios
para compreender e descrever a geometria de objetos
curvos imersos no espaco euclidiano R?. Utilizando
coordenadas esféricas, objetiva-se chegar a expressdo
para a métrica de Minkowski no espago-tempo.

2.1. Métrica e coeficientes que a definem

Um ponto no espaco euclidiano tridimensional R? pode
ser representado por meio de coordenadas esféricas
(r,0.9), conforme a Fig.

No espaco euclidiano a distancia infinitesimal é obtida,
a partir do teorema de Pitagoras, pela relacdo ds =

v/ (dz)? + (dy)?. Rearranjando os termos desta equagéo,
podemos escrever

ds? = da? 4 dy?, (1)

6=1/2=plano equatorial =xOy

Figura 1: Espaco tridimensional euclidiano R®, em coordenadas
esféricas (1,0, ¢).
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R sinG d¢

R dé

Figura 2: Superficie esférica o de raio R com centro na origem
O do sistema de coordenadas (6, ) sobre esta esfera.

onde omitimos os paréntesis para simplificar a notagao.
Formalmente, o elemento de distancia ds? é chamado
métrica do espaco euclidiano. Tal nocao de métrica
também é aplicada a espacos mais gerais, incluindo
o espaco-tempo da relatividade geral. Impondo-se a
coordenada radial fixa, r = R na Fig.|[l] resultam pontos
da superficie esférica de raio R com centro na origem
O do sistema de coordenadas, Fig. 2] Esta superficie
corresponde a um espaco bidimensional, localizado pelas
coordenadas (0, ), imerso em R3. Neste espaco, a
distancia entre dois pontos (0, ¢) e (6 + df, ¢ + dyp), ou
seja, a métrica do espago, é dada por

ds* = R*d#* + R*sin? 0 dp?. (2)

Os termos que multiplicam os diferenciais df e dy sdo
chamados de coeficientes métricos do espaco. Em espacos
mais gerais, estes coeficientes métricos sdo elementos de
uma matriz bidimensional g;;, também conhecida como
tensor métrico. No presente caso, dado pela métrica da
Eq. , os elementos do tensor métrico sao nulos, com
excecao de

900 = R?, gpp = R?sin®0.

Outro exemplo de espago bidimensional ocorre
quando, em coordenadas esféricas, se impde para a
coordenada 6 o valor 7/2, resultando pontos do plano
equatorial da esfera de raio r e centro em O. Tal plano,
zOy na Fig. [I] corresponde & métrica nas coordenadas
polares (r,0), determinada por

ds? = dr? 4 r? dy? (3)
com os coeficientes métricos
Irr =1, gop = 2 (4)

Concluimos que a geometria da superficie considerada
interfere na forma com que medimos distancias nesta
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Figura 3: Geodésicas de uma superficie esférica. Neste exemplo
o angulo entre elas é de 7/2 radianos.

superficie. A estas distdncias associamos uma métrica
ds?, na qual seus coeficientes métricos contém toda a
informacao sobre a geometria da superficie.

2.2. Geodésica

Em geral, uma geodésica é a curva sobre uma superficie
que une dois pontos tal que o seu comprimento seja
minimo. Por esta definicdo, e pela prépria geometria
euclidiana, conclui-se que a geodésica em um plano é
reta. Contudo, em espagos curvos, como a esfera, a
geodésica é o caminho de menor comprimento sobre o
espago, ou seja, uma curva.

Na Fig. 3] tendo em comum o ponto O, sido apresenta-
das duas geodésicas 1 e Go da superficie esférica o na
Fig.[3] Tais geodésicas correspondem a circulos méximos,
definidos como circulos cujos centros coincidem com o
centro da esfera e cujo didmetro ¢é igual ao didmetro da
esfera.

2.3. Curvatura de Gauss e espagos nao
euclidianos

A curvatura gaussiana quantifica, localmente, a cur-
vatura de uma dada superficie bidimensional e pode
ser generalizada para casos de maior dimensdo. Intui-
tivamente, pode-se utilizar medidas geométricas, como
angulos e areas, para determinar se uma dada superficie
bidimensional é curvada e se tal curvatura é positiva ou
negativa.

Por exemplo, pode-se utilizar a soma de angulos
internos de um triangulo imerso em uma superficie
esférica, como ilustragdo para a curvatura de Gauss.
Seja o uma superficie esférica de raio R e P um ponto
pertencente a ela. Dados trés pontos A, B e C, dispostos
como na Fig. define-se um tridngulo de area AA
no entorno de P. A partir deste tridngulo faz-se uma
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Figura 4: Triangulo ABC, referenciado por um ponto P interno
e formado por segmentos das geodésicas a, b e ¢ na superficie
esférica o, tem drea AA. A soma dos angulos internos é igual
aa+fB+y=nr+KAA>n~.

ilustracdo da curvatura de Gauss para superficies nesta
condigao.

Os arcos indicados em negrito na Fig. [4 correspondem
a trechos de geodésicas da superficie ¢ e formam o
triangulo esférico ABC'. Da geometria euclidiana, valida
para espagos sem curvatura, os angulos internos de um
tridngulo somam 180°. Contudo, para o triangulo ABC'
da Fig. [l a soma dos angulos internos, «, 3 e v, é
maior que 180° (7 radianos). Define-se esse desvio como
o produto da curvatura gaussiana no ponto P, Kp, pela
area AA do tridngulo ABC. Matematicamente,

a+pf+y=nm+KAA>m, (5)

onde K = 1/R? é, no ponto P, a curvatura gaussiana
da superficie esférica. Esse resultado vale para qualquer
ponto P na superficie esfera da Fig. [ Maiores detalhes
podem ser encontrados na Ref. [6] p. 40-41. Ainda, no
Apéndice B a Eq. é obtida a partir de argumentos
geométricos.

Observa-se que a expressdao da soma dos angulos
pode ser generalizada para uma superficie nao esférica
considerando a drea AA infinitesimal (ver [7] p. 198)
e com a curvatura K variando com o ponto desta
superficie. A Fig.[f|mostra uma superficie toroidal. Nela,
a curvatura varia a depender do ponto escolhido, onde o
ponto P esta situado numa regido onde, localmente, os
angulos internos de um tridngulo infinitesimal somam
um valor menor que w, entdo Kp < 0. Em oposicao,
o tridngulo infinitesimal no entorno de @ tém angulos
internos que somam um valor maior que 7, logo Kqg > 0.
Por fim, no ponto X, a curvatura é nula, Kx = 0, pois a
superficie é localmente plana, ou seja, os d&ngulos internos
do tridngulo somam exatamente 7.

Caso a geometria euclidiana nao seja valida, o espago
correspondente é denominado nao euclidiano. Um caso
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Figura 5: Exemplo de superficie em que a curvatura K muda
com o seu ponto de referéncia. Observe ainda que neste exemplo
Kp<O0=a+pf+y<mqueKg>0=>a+8+y>n
eque Kx =0= a+ 8+~ =, sendo a, (3, e v os angulos
internos de cada triangulo geodésico de pequenas dimensdes.

limite interessante é o de uma esfera de raio R — oo. Ela
tem como geodésicas retas, que correspondem a circulos
de raio infinito. Lembrando que a curvatura gaussiana
de uma esfera de raio R ¢ K = 1/R?, sua curvatura é
nula em todos os seus pontos, isto é, neste limite, vale a
geometria euclidiana.

Em resumo, na geometria euclidiana a soma dos
angulos internos de um triangulo é igual a 7 radianos,
logo, a curvatura gaussiana é nula. Para espagos curvos,
nao euclidianos, o valor da curvatura de Gauss K indica
o quanto a geometria da superficie o, localmente, se
afasta da geometria euclidiana.

2.4. Teorema Egrégio de Gauss

Até agora, o artigo discute a geometria de superficies
bidimensionais imersas no espacgo euclidiano. Contudo,
Gauss mostrou que a curvatura de superficies bidimen-
sionais pode ser completamente definida (e computada)
a partir da medida de angulos, distancias e suas propor-
¢Oes na prépria superficie. Ou seja, a partir de medidas
da prépria superficie, sem a necessidade de recorrer a
um espago externo para descrevé-la. Tal resultado foi
nomeado Teorema Egrégio de Gauss..

Em linguagem matematica moderna, o teorema egré-
gio afirma que curvatura gaussiana de uma superficie é
invariante sob isometrias locais, ou seja, invariante sob
transformacgoes geométricas que conservam distancias
entre pontos. Como consequéncia, a curvatura gaussiana
de uma superficie pode ser obtida como uma funcao dos
coeficientes métricos e as suas derivadas de primeira e
segunda ordem. Portanto, a curvatura é uma medida
intrinseca a superficie. A prova deste teorema pode ser
encontradana Ref. [8] capitulo I e [2] p. 160.
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2.5. Férmula de Gauss para a curvatura

Esta secao tem por objetivo obter, a partir do teorema
egrégio, uma equagio para a curvatura gaussiana para
métricas do tipo Bidimensional Circularmente Simétri-
cas em termos dos coeficientes métricos e suas derivadas.
Tal resultado serd utilizado posteriormente na dedugao
da métrica de Schwarzschild.

2.5.1. Métrica Bidimensional Circularmente Si-
métrica

A Eq. fornece a métrica, em uma superficie esférica
de raio r, para pontos no plano equatorial § = /2. Po-
rém, considerando que distancias na coordenada radial
podem sofrer distorcoes devido a efeitos relativisticos,
o coeficiente métrico g, pode ser diferente da unidade.
Considerando que o coeficiente métrico radial dependa
apenas de r, ou seja, grr = ¢grr(r), pontos no plano
equatorial possuem a métrica

ds? = g (r) dr? +r? dp?. (6)

Neste caso, a métrica é chamada de Bidimensional
Circularmente Simétrica pois é invariante sob rotacoes
na coordenada ¢. Exemplos de superficie circularmente
simétrica sdo os sélidos de revolugao. Neles, cada ponto
de uma curva rotaciona em torno de um eixo, formando
um circulo no qual a superficie é simetrica.

A seguir consideraremos a métrica Bidimensional Cir-
cularmente Simétrica para desenvolver heuristicamente
a formula de Gauss, obtendo K como funcao de r, g, e
sua derivada, nessas condigoes.

Para obter a expressdo da curvatura K serd consi-
derada a superficie esférica o de raio R (Fig. cuja
curvatura em todos os pontos tem um valor constante.
Esta superficie pode ser definida fazendo-se pela métrica
da Eq. . Tal métrica possui dependéncia em 6 e
. Contudo, para encaixa-la na métrica Bidimensional
Circularmente Simétrica, Eq. @, precisamos converter
a dependéncia em 6 para r. Neste sentido, a partir do
tridngulo POQ (Fig. , obtemos a relacao

r(0) = Rsin6, (7)

que fornece r em funcao de €, como desejado. Sendo a
curvatura gaussiana de uma esfera K = 1/R?,

sin@:%:\/ﬁr. (8)

Para realizar esta mudanca de varidvel precisa-se obter
a relacdo entre os diferenciais dr e df. Diferenciando a
Eq. @ obtém-se

dr = Rcos6dd. (9)
Logo,

dr? = R%cos? 0d6? = (1 — sin? 9) R? d6?
= (1 - Kr*)R*d6?,
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onde usamos a Eq. e a identidade trigonométrica
sin? @ + cos? = 1. Portanto, obtemos a relacao

_ 1
1— Kr2

Substituindo as equacdes e na (2)), obtém-se

a métrica

R%*d#* = dr. (10)

1
ds? = <1 e 2) dr? + 72 dp?. (11)
— Kr

valida para a mesma esfera da Fig. [2] em duas metades:
0 <0 < 7w/2 ounn/2 < 6 < w Tal métrica é
Bidimensional Circularmente Simétrica, Eq. [6} sendo

1 1

K = — = cte. (12)

Grr = 1_ K2’ R2

2.5.2. Formula de Gauss

Pelo Teorema Egrégio de Gauss, a curvatura gaussiana é
uma funcéo dos coeficientes métricos e de suas derivadas.
Considerando simetria esférica, tal métrica nao pode
depender dos angulos 6 e ¢, ou de suas derivadas. Como
K é uma funcao do coeficiente métrico g, e sua derivada
em relagdo a coordenada radial, escolhe-se como ansatz

_ OGrr
T or

sendo A também uma funcao dos coeficientes métricos
e de suas derivadas. Substituindo a Eq. em
obtém-se

K A, (13)

A= 24Krg?.
(1— Kr?)? "Grr

Portanto, obtemos a relacdo entre A e o coeficiente
métrico
1

= —_— 14
2927 14

Finalmente, inserindo a Eq. em chega-se
relagdo para a curvatura
_ 0grr 1

K = 15
or 2g2.r’ (15)

valida para métricas Bidimensional Circularmente Simé-

trica. A partir da Eq. , conclui-se que r = | /gop.
Logo, pela Eq. que a curvatura gaussiana nessas
condigoes é

_Ogrr 1
or 29%7“\/ Yo ’

uma funcao apenas dos coeficientes métricos e por suas
derivadas, como estabelecido no Teorema Egrégio de
Gauss.
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Como exemplo, a métrica da Eq. é Bidimensio-
nal Circularmente Simétrica, pois ela tem a forma da
Eq. (6)), sendo g, = 1. Logo, usando a férmula de Gauss,
Eq. , para a superficie determinada pela métrica ,
resulta K = 0 para todos os pontos da superficie. Tal
resultado era esperado, pois esta superficie é a de um
plano euclidiano.

2.6. Espaco-tempo de Schwarzschild

Na Relatividade Restrita, que considera o espago sem
massa, 0 espago-tempo quadrimensional e descrito pela
métrica de Minkowski (em coordenadas esféricas)

ds? = 2dr?

= 2dt? — dr? — r2dh? — r?sin? 0dp?,

que representa intervalos de tempo préprio entre dois
eventos separados por (edt, dr, df, dp) no espago-tempo,
c.f. [4] p. 39.

Segundo a teoria da Relatividade Geral, com a in-
trodugdo de uma massa M neste espago-tempo, ele é
distorto. Tal distor¢do equivale a uma mudanca dos
coeficientes métricos. Considerando situagbes com sime-
tria esférica, como o caso de um planeta de massa m
orbitando o uma estrela de massa M, os coeficientes
métricos relacionados as coordenadas angulares 6 e ¢
nao sao alterados pela presenca. Assim, o espago-tempo
serd descrito por uma nova métrica, a de Schwarzschild,
dada por

ds? = g c?dt® — gprdr’+ (16)
—r2df? — 72 sin” Odp? (17)

Outro argumento, de origem Fisica, faz supor que os
coeficientes métricos g, e gy dependem somente da
massa M e de sua distancia a massa m, a coordenada 7.
Logo,

Grr = f(M,?"), gt = f(MaT)'

No caso limite M — 0 (espago vazio) a métrica de
Schwarzschild deve tender para a métrica de Minkowski,
pois, nesse limite, ndo ha uma massa capaz de distorcer
o espago-tempo. Portanto, neste limite, os coeficientes
git,grr — 1. Para o plano equatorial § = 7/2, a
parte espacial da métrica de Schwarzschild é da forma
bidimensional circularmente simétrica, sendo

dS? = g, (M, 7)dr? + r2de?. (18)

Resta, entao, obter os coeficientes g4 € g, 0 que serd
feito a seguir.

3. Obtencao dos Coeficientes Métricos

Na secao anterior obtivemos uma expressao para a
métrica do espago-tempo de Schwarzschild, na qual

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 46, €20240083, 2024



€20240083-6

resta ainda obter os coefificentes métricos g, e gs.
Na relatividade geral tais coeficientes sdo responsaveis
pela distor¢do na medida de distancia e tempo, res-
pectivamente. Portanto, nesta secao utilizaremos argu-
mentos heuristicos para obter a forma dos coeficientes
métricos ¢, € gy da métrica de Schwarzschild em
um espago bidimensional circularmente simétrico, valida
para problemas de simetria esférica. Mais detalhes sobre
a interpretacdo fisica destes coeficientes sdo fornecidos
da préxima secao.

No caso de estudo, seleciona-se o sistema de coor-
denadas para que o movimento da massa m (no setor
espacial do espago-tempo de Schwarzschild) ocorra no
plano equatorial, dado pela métrica da Eq. (18]), e com
a massa M na origem deste sistema de coordenadas.

3.1. Curvatura e o coeficiente radial

Propoe-se, equivalentemente a Einstein, que a curvatura
K em cada ponto P seja diretamente proporcional a
massa M, pela qual o espago é distorto. Supoe-se tam-
bém que esta mesma curvatura dependa inversamente
da distancia r entre o ponto P e o centro do sistema de
coordenadas. Portanto, um ansatz para a curvatura, em
funcdo da massa M e da distancia r é

M
K(r)= —CGQT. (19)
Note que, dimensionalmente, a equagdo esta correta.
Mais detalhes sobre como se obtém a esta expressao
para a curvatura pode ser obtida na Ref. [2]. Observa-
se que, a partir de tal dependéncia, quanto maior a
massa M, maior a distorcdo do espaco, e quanto mais
proxima a massa m se encontra do centro de gravidade,
maior é tal distorgdo. Ademais, o sinal negativo para a
curvatura é para que a energia potencial gravitacional,
obtida adiante, seja negativa.

Agora, para encontrar o coeficiente espacial g,
utiliza-se a féormula de Gauss, Eq. , a curvatura dada
pela Eq. . Isto implica na equacao

_ Ogrr 1 GM

or 2g¢2.r I (20)

onde a derivada parcial pode ser substituida pela de-
rivada total, j& que o coeficiente métrico sé depende
da coordenada r, supondo fixa a massa M. Portanto,
obtemos a equagao diferencial de primeira ordem

dgyr GM
5 = 25 5dn
92, c2r

(21)

que pode ser resolvida mediante fixar-se sua condicgdo
de contorno. Pretende-se que os resultados oriundos da
Relatividade Geral sejam equivalentes aos da relativi-
dade restrita na auséncia de uma massa M. Portanto,
no limite da massa m estar a uma distancia infinita do
centro de gravidade, a curvatura deve tender a zero.
Logo, K(r) — 0 para r — oo. Portanto, utilizando
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separacao de variaveis, dadas as condigdes de contorno,

a Eq. fica

1 [e’s)
GM
/ G2 g = —/ 25 47
r cer

Resolvendo esta integral, obtém-se

1
grr (M, 1) = T oGM’ (22)
1 _

2

rc

a expressao desejada para o coeficiente métrico espacial.
Note, no limite r — co ou M — 0, g, — 1, a métrica
de Schwarzschild tende a métrica de Minkowski, como
esperado.

3.2. Energia total e o coeficiente temporal

Consideremos o caso de queda livre, que em nossa
métrica corresponde a0 um movimento puramente mo-
vimento radial. Pela Relatividade Geral, a energia total
é definida pela métrica de Schwarzschild do espaco-
tempo quadrimensional, sendo o seu coeficiente métrico
g igual ao do plano equatorial calculado na secao
anterior, Eq. . Por consisténcia, tal energia deve ser
assintética a obtida na Mecanica Classica Newtoniana.

Tratando-se se um movimento puramente radial, as
coordenadas 6 e ¢ sao fixas. Multiplicando-se a métrica
de Schwarzschild por, Eq. (16), por (—mg,,')/(2d7?) e
considerando df = dy = 0, obtém-se

2 2

2
mec® mec® dt
77.91“7" = 7797"7“ gtt <d7’> +

+E -1 % ’
5 Grr Grr dr .

Usando a Eq. no lado esquerdo da ultima expressao
resulta

mc? 1 2GMY  mc | dt 2 n
2 re2 ) g e 9\ 47
+m dr\?
2 \dr /) °
A partir da expressao anterior, pode-se escrever
1 dt \? 1 me? . GM m+
Grr 9t \ 47 2 r
Lom(dry’
2 \dr /) °

Nesta equagao considera-se que o seu lado esquerdo
seja a energia total estabelecida pela Relatividade Geral

FE, dada por
_ dt \ 2 mc?
Grr Gt (d7’> - 1] R (24)
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como serd verificado mais adiante. Impondo-se (24]) em

obtém-se:

_m (dr\? GMm
E=—[—] — . 2
2 (dT) T (25)

No limite nao relativistico o tempo proéprio 7 é aproxima-
damente igual ao tempo num dado referencial t. Logo,
valendo a aproximacdo dt ~ dr, que serd confirmada
na proxima secao, encontra-se que a energia dada pela
Relatividade Geral é assintética a expressao

2

dt

)

pom (dr)2 B GMm

r

valida para a Mecéanica Cléassica Newtoniana, como
requerido.

Nota-se que a grandeza E das expressdes e
é a soma de energias cinética e potencial do sistema.
Caso seu valor nao varie ao longo do movimento, entao
F pode ser vista como a energia total deste sistema pela
Relatividade Geral, o que foi previamente assumido (veja
também a referéncia [2] p. 79-81).

Tal verificacio pode ser feita dividindo por dr? a
métrica geral de Schwarzschild, isto é, ndo necessa-
riamente em movimento radial, com g4 e g, indefinidos
e dependentes de r. Resulta em

(5)2 = = gu(r)c*(t')* = g (r) () +

26
—72(0")? — r?sin® 0(')?, (26)

sendo ' = d/dr. O intervalo entre eventos no espago-
tempo, As, pode ser entdo calculado pela seguinte

expressao
T2 T2
As = / ds = / s’ dr
T1 T1

As :/ VFdr, (27)

ou

defininfo a fungao

F =gu(r) et — g ()" +

— 720" — r%sin? 62,

A seguir impde-se que As assuma um valor extremo,
equivalendo a exigir que as trajetérias sejam geodésicas
no espago-tempo. Sabe-se que o extremo de um funcional
deste tipo é obtido a partir da equagdo de Euler-
Lagrange

d 9F1/2  gpl/2

dr 8q§ B dq;

sendo ¢;, ¢ = 0,1,2,3, as coordenada do espaco-tempo
no qual a trajetéria é desenvolvida. Lembrando que
o tempo t é uma dessas coordenadas generalizadas g;
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que definem um ponto no espago quadridimensional
da relatividade, seu momento canénico conjugado é a
prépria Hamiltoniana do sistema, que coincide com a
energia total para o caso de estudo. Logo, a equacao de
Euler-Lagrange para a coordenada temporal escreve-se
como

d OFY2  9Fl/2
dr ot ot

Sendo F' dependente explicitamente de ¢, nao de ¢, vale
a relacgao

OFY29r d {1/2

OF ot  dr |F/2
ou
d - B d
dr F 1/262t/gtt(7")} =F 1/2625 [t'g0(r)]
=0
e, portanto,

Lt guu(r)] = 0

dr
resulta gut’ = D = cte ou

dt D
_— = (28)
dr gtt

Finalmente substituindo a Eq. na obtém-se

E= [gm}y - 1} me’
Gtt 2

Para que a energia total E seja conservada ela deve ser
constante, implicando em gy = cte - g;,'. Tal constante
é encontrada garantindo que a métrica de Schwarzschild
seja equivalente a de Minkowski na regido em que
r — 00, ou seja, 0 espaco-tempo sem a influéncia da
massa M e, portanto. Neste limite, g, — 1 € g — 1
para 7 — oo. Logo a constante acima definida é igual
unidade e o coeficiente métrico obtido é

Gtt = Grp-- (29)

Note que na deducao acima impds-se que as traje-
torias na Relatividade Geral seguissem geodésicas do
espago-tempo de Schwarzschild. Tal premissa permitiu
identificar a energia total na Relatividade Geral (E).
A partir dessa premissa, verificamos que a energia total
da Relatividade Geral contém assintoticamente a energia
total da Mecéanica Classica Newtoniana, obtida a partir
do paradigma de forcas e acao a distancia. Isto mostra
um vinculo entre os paradigmas da Relatividade Geral
(geodésicas) e a conservagiao da energia.
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4. Métrica Resultante

Da Eq. (16]), utilizando os coeficientes métricos dados

pelas Egs. e , pode-se escrever a métrica
resultante de Schwarzschild como sendo igual a

2
1-1) - S —

T 1—rg/r (30)
— r2d#? — r? sin? 0dp?,

ds? = 2dt? (

sendo s = 2GM/c?. O pardmetro rs é denominado
raio de Schwarzschild do corpo M. Uma apresentacéo
alternativa desta métrica é encontrada na Ref. [9].

Dois coeficientes métricos destacam-se na métrica
de Schwarzschild, o relacionado a coordenda radial r
e ao tempo t. O coeficiente métrico temporal, estd
relacionado a contracdo e dilatagdo temporal causada
pelo efeito gravitacional da massa M. J4 o coeficiente
radial estd relacioando & curvatura/distor¢do do espago
ao redor da massa M. Da Eq. visualiza-se esta defor-
magao por meio do grafico da curvatura K xr, Fig.[6} que
tem a forma de um funil com seu centro em M. Portanto,
uma massa de teste m viajando ao redor da massa M
tem sua trajetéria dada por geodésicas nesta superficie,
implicando em uma aceleracao na diregao de M.

No sistema solar as distancias planetarias sdo maiores
que 10'° m do raio de Schwarzschild do Sol, aproximada-
mente igual a 3km. Isto implica que o fator rg/r é menor
que 1076 e, portanto, as métricas de Schwarzschild e de
Minkowski sdo muito préximas. Assim, para distancias
planetarias do sistema solar, a métrica de Schwarzschild
gerada pelo Sol é praticamente igual a de Minkowski.
Ademais, as velocidades planetarias do sistema solar
sao muito menores que a velocidade da luz, v < ¢ =
v = (1 —1}2/02)_1/2 ~ 1. Entao, é possivel afirmar-
se que nesta regido os intervalos de tempo préprio sdo
aproximadamente iguais aos intervalos de tempo em um
dado referencial, dt = vdr =~ dr, de acordo ao que foi
previamente assumido no artigo.

Kxr parar

espago na diregao x

distorcido
por M

Figura 6: Visualizacdo da curvatura do espaco ao redor da
massa M. A superficie em destaque (azul) é formada pela
revolucdo, em torno do eixo z, do grafico de K x r (curva
vermelha) dado pela Eq. . No limite r — oo a parte superior
desta superficie é assintético ao plano zOy.
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Destaca-se que, a métrica de Schwarzschild aplicada
a um espago bidimensional circularmente simétrico, por
mais simples que seja, resulta em resultados de grande
interesse Fisico. Na Ref. [10], utilizando uma abordagem
de simulacao, a partir desta métrica, se obtém a energia
total, usada como base para se obter a Lagrangiana,
pela qual resultam as equagdes de movimento utilizadas
na simulacdo da érbita da estrela S2 em torno do bu-
raco negro Sagitario A*. Mesmo partindo de suposi¢oes
simples, os resultados obtidos nesta referéncia coincidem
com simulagbes computacionais utilizando métricas mais
robustas (e complexas) que consideram outros efeitos,
como a rotacdo do buraco negro.

5. Consideragoes Finais

Neste artigo, a partir da métrica de Minkowski, uti-
lizamos argumentos heuristicos para obter os coefici-
entes métricos do espago-tempo de Schwarzschild. Tal
abordagem, baseada no teorema egrégio de Gauss, foi
realizada de maneira didatica, visando sua aplicacao
em cursos de relatividade na graduagao, sem utilizar
calculo tensores. Uma visdo quantitativa, evidenciada
por este trabalho, é considerada importante para compor
uma formacao preliminar que possa ser complementada
em uma exposicdo posterior e mais ampla da teoria
da Relatividade Geral. Assim, relacionados ao caso de
estudo, destacam-se a seguir alguns topicos apresentados
no intuito de gerar esta formagao.

Discutiram-se sucintamente conceitos em Geometria
Diferencial essenciais para o entendimento da Relati-
vidade Geral aplicada ao caso de uma Forga Central
Gravitacional. Foram, aqui desenvolvidas, abordagens
originais e acessiveis sobre o Teorema Egrégio de Gauss,
bem como para a obtengdo da métrica de Schwarzs-
child baseada neste teorema. Vinculou-se a condigao da
Relatividade Geral ser assintética a Mecanica Cléssica
Newtoniana com a percepcao da trajetéria de particulas
seguir geodésicas. Em complemento, expoe-se (no Apén-
dice A) uma visdo sobre as etapas que compéem uma
Anélise da Mecéanica pela Relatividade Geral.

Sugere-se, numa disciplina sobre introdugao a Relati-
vidade fundamentada, por exemplo, na referéncia [I1],
que este artigo possa ser um adendo quantitativo ao
ultimo capitulo dessa referéncia. O citado capitulo tem
um carater mais qualitativo sobre a Relatividade Geral
e explora aspectos conceituais e histéricos, importantes
na génese desta teoria, tais como a discussdo sobre o
Principio da Equivaléncia. Haveria assim uma comple-
mentacgao entre os textos para preparar o aluno para um
aprendizado posterior e abrangente sobre a Relatividade
Geral em todo seu formalismo.

Complementarmente a este texto, na Ref. [12] se
encontra um conjunto de videoaulas, totalizando apro-
ximadamente uma hora e trinta minutos, sobre uma
introdugdo quantitativa e sintética a Relatividade Geral
com base neste artigo.
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Apéndice:

A. Anailise da Mecanica pela
Relatividade Geral

Na Fig. [7] se esquematiza como na, Relatividade Geral,
a geometria do espago-tempo é influenciada pela maté-
ria/energia — ver Egs. e .

Pela apresentacao simplificada deste texto assumiu-se
duas hipéteses. A primeira consiste na proporcionalidade
entre a curvatura K e a massa M em cada ponto da
superficie do movimento. Ja a segunda hipétese reside
na imposicao que a Relatividade Geral deve ser assin-
totica a Mecanica Cléssica Newtoniana em seu limite
de validade. Juntamente com a conservagao da energia,
e baseada no teorema egrégio de Gauss, obtivemos os
coeficientes métricos.

A generalizagdo das ideias de Gauss por Riemann
e Einstein conduz a uma abordagem mais ampla, que
consiste na Equagdo de Einstein (minima) [, 4]. Nela
se emprega uma combinacdo do tensor de Ricci RMT,
do tensor métrico g"”7, do escalar R de curvatura, e do
tensor energia-momento T#7 . O tensor de Ricci e o
escalar de curvatura sdo obtidos a partir do tensor de
Riemann R*1°7 [1,[] (no R? a curvatura de Gauss para
métricas ortogonais é dada por K = Ra121/g11922, ver
8] p. 76).

Neste caso sao considerados espacos-tempo mais ge-
rais que abrangem aplicagcbes em cosmologia, buracos
negros, radiacdo gravitacional e outros. Resolvendo a
Equagdo de Einstein (1* etapa) para uma dada dis-
posicdo de matéria/energia obtém-se diretamente os
coeficientes métricos do espago-tempo que se estabelece

Eq.Gaussiana da

curvatura para FCG N
—_— conservagio

caso de agrr da energia

do: Jar M -1

estudo: K 202 P Iu=gm
rr

/! N/

geometria x matéria, energia

ol /

1
RHN _ERgl"l =xT* com K = ———

Equagio de Einstein
(minima)

Figura 7: Relagdo entre geometria e matéria/energia na Teoria
da Relatividade Geral de Einstein.
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por esta configuracao, ou seja, determina-se a sua forma
métrica.

Nesta etapa a equagdo da curvatura para a Forca Cen-
tral Gravitacional, Eq. (20]) é parcialmente equivalente &
equacao de Einstein (Fi pois também permite obter
a métrica embora apenas neste caso.

Com a métrica obtida e usando métodos adequados
(tipicamente fundamentados no célculo de geodésicas)
pode-se entdo descrever a dindmica (2* etapa) relaci-
onada a uma dada configuragdo de matéria/energia,
de modo equivalente ao caso de estudo discutido na
referéncia [10].

B. Triangulo Esférico Geodésico

Neste Apéndice serd desenvolvida a formula que relaci-
ona a soma dos angulos internos do triangulo geodésico
ABC (Fig. , na esfera o, ao produto da curvatura K
da esfera pela area AA deste triangulo, Eq. .

Ainda pela Fig. [§ a esfera o fica dividia pelas geodé-
sicas a, b e ¢ resultando em 8 subareas de A000 a A111.
Verifica-se também que os tridngulos ABC e A’B'C’ sao
iguais sendo que a area AA deste tridngulo é dada por

AA = Al11 = A000. (A1)
Observa-se na Fig. [§] que as superficies A111 e A011
formam o fuso da esfera o definido pelo &ngulo « entre
geodésicas b e c. Equivalente em area a este fuso forma-se
outro, também entre as geodésicas b e ¢, definido pelas
superficies A000 e A100. Estes dois fusos sdo destacados
na Fig. [0

De modo semelhante definem-se os fusos relacionados
ao dngulo 8 (A111+ A101 e A000+ A010), destacado na

Figura 8: A area (superficie) da esfera o é dividida nas subdreas
(superficies) A000, A001, A010, A011, A100, A101, A110 e
Al11. A area AA do triangulo ABC' é igual a A111. A &rea
AA do triangulo A’B’C’ é igual a A000 e, além disto, A000 =
Al1l.
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Fig. bem como aos relacionados ao angulo v (A111+4
A110 e A000 + A001), Fig.

Por outro lado, a area de um fuso definido por um
dado angulo 6 entre duas geodésicas, em func¢ao deste
angulo, é dada por

S(6) = 20R?. (A.2)

Note que S(2m) = 47R?, ou seja, para um fuso que
cobre toda a superficie esférica, o valor encontrado é
equivalente a area da superficie esférica. Fig.
Usando a Eq. obtém-se a soma das areas dos fusos
destacados nas Figs. [9{11] e que s@o respectivamente

Figura 11: Fusos equivalentes e relacionados ao angulo ~:
Al11 + A110 e A000 + A001.

Figura 9: Fusos equivalentes e relacionados ao dngulo a:: A111+
A011 e A000 + A100.

Figura 12: A area S do fuso, sobre a esfera o (de raio R),
definido pelo angulo 6 é dada por S = 20RZ%. Note que se
6 = 27 entdo S = 4w R?, correspondendo a 4rea da esfera o,
como esperado.

iguais a:

4aR? = A111 + A011 + A000 + A100 (A.3a)
48R* = A111 + A101 + A000 + A010 (A.3b)
4yR? = A111 + A110 + A000 + A001 (A.3c)

Somando as areas (A.3) e usando a expressdo (A.I))

obtém-se:
Figura 10: Fusos equivalentes e relacionados ao angulo f: d(a+ B+ ’7)R2 =4AA + A000 + A001+ (A4)
A111 + A101 e A000 + A010. A010 4 A011 + A100 4+ A101 + A110 + A111.
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Por outro lado, pela Fig. |§| pode-se ainda escrever

Aestera = 4mR? =A000 + A001 + A010 + A011+

(A.5)
+A100 + A101 + A110 4+ A111
Aplicando (A.5) na Eq. (A.4) resulta
da+ B+7)R* = 4AA + AR (A.6)

Finalmente, dividindo-se (A.6) por 4R? temos

AA
onde identificamos K = 1/R? como sendo a curvatura
gaussiana da esfera, que corresponde ao resultado apre-
sentado na secgao [2.3]
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