Revista Brasileira de Ensino de Fisica, v. 27, n. 3, p. 483 - 485, (2005)

www.sbfisica.org.br

Notas

Formulacao geométrica do principio de d’Alembert

(Geometric formulation of d’Alembert’s principle)
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Por meio de uma extensao natural da nogao de representacdo paramétrica de superficies no espago euclidi-
ano tridimensional, fazemos uma formulagdo geométrica do principio de d’Alembert sem o uso de quantidades

infinitesimais.
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By means of a natural extension of the notion of parametric representation of surfaces in Euclidean three-
dimensional space, we give a geometric formulation of d’Alembert’s principle without the use of infinitesimal

quantities.
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Nas ultimas décadas, a linguagem da geometria
diferencial tem sido crescentemente empregada na
Fisica em geral e na mecanica analitica em particu-
lar. A enorme influéncia do extraordinério livro de
V.I. Arnold [1] tem contribuido para disseminar, entre
os fisicos, um uso inicialmente restrito quase exclusi-
vamente a matematicos. Além da precisdo, outra im-
portante vantagem do uso da geometria diferencial na
mecanica analitica reside em permitir formular os prin-
cipais resultados em forma intrinseca e independente de
qualquer escolha de coordenadas. Livros recentes [2, 3]
buscam introduzir métodos geométricos gradualmente
como forma de facilitar o acesso dos fisicos a tratamen-
tos mais avangados, em que a Matematica é usada em
sua plenitude [1, 4].

A sofisticacao e maturidade necessarias para domi-
nar esse formalismo matematico impedem a sua dis-
cussao em cursos de graduagao. No entanto, é possivel
dar um gostinho dessas idéias geométricas a estudantes
de graduacao aproveitando que certos resultados po-
dem ser expressos em linguagem geométrica elementar,
com recurso apenas a idéia simples de variedade imersa
num espaco euclidiano, sem necessidade da defini¢ao
exata de variedade diferencidvel. Nosso propdsito é
mostrar como isto é possivel no caso do principio de
d’Alembert, que serve de fundamento para a dinamica
lagrangiana [5].

Considere um sistema mecanico com N particulas e
seja r; o vetor posicao da i-ésima particula. Na auséncia
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de vinculos, o espaco de configuracao é o espago eucli-
diano R3N constituido pelos vetores r = (ry,...,ry)
com o produto interno (escalar) natural herdado de R3.
Mais precisamente, se a = (aj,...,ay) € R*N e b =
(bl, ey bN) € RN entdoa-b = Efv a;-b;, onde a;-b;
é o produto escalar usual em R3. Facamos um agrupa-
mento andlogo para o momento linear e a forga, isto é,
P = (pla"'apN) € R3N e F = (Fla"'aFN) € R3N7
onde F; é a forca sobre a i-ésima particula, cujo mo-
mento linear é p; = m;r;. Em R3N as equagdes de
movimento newtonianas do sistema de N particulas po-
dem ser escritas na forma sintética

p=F. (1)

Na presenga de m vinculos holénomos indepen-
dentes

fi(ry,....rN,t) =0,

(2)

fm(rlv"'erat) :07

o espago de configuragdo passa a ser a hipersuperficie
(variedade) de dimensdo n = 3N — m definida pelos
vinculos, que denotaremos por M. Os deslocamen-
tos virtuais sao tradicionalmente definidos como deslo-
camentos infinitesimais dr; que conectam, no mesmo
instante ¢, duas configuragoes possiveis (isto é, com-
pativeis com os vinculos) infinitesimalmente préximas
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[6]. No caso de vinculos ideais, o trabalho realizado
pelas forcas de vinculo por ocasiao de deslocamentos
virtuais é zero e o principio de d’Alembert escreve-
se [6, 7]

N

S (i - F) ori =0, (3)

i=1

onde FZ(-a) denota a forca aplicada sobre a i-ésima
particula.

As grandezas infinitesimais tém um inegavel valor
heuristico na Fisica e nas exposigoes intuitivas do
calculo diferencial e integral, mas podem e devem ser
substituidas pelos conceitos mateméaticos bem definidos
de derivada ou integral. A presenca de quantidades
infinitamente pequenas compromete a respeitabilidade
matematica do principio de d’Alembert em sua for-
mulagdo tradicional (3). A interpretacao dos desloca-
mentos virtuais como vetores tangentes ao espago de
configuragao [1, 3, 8] permite remediar essa deficiéncia
da formulagao tradicional. Suponhamos que o espaco
de configuracao M seja uma hipersuperficie regular de
dimensdo n mergulhada em R3*V. Os vetores or; € R?
compdem o vetor or = (dry,...,d0ry) € R3N. Como os
pontos r e r+0r de R3*N tém que pertencer a variedade
de configuracdo M no mesmo instante ¢, o vetor deslo-
camento dr € R3N é tangente a M. Assim, o deslo-
camento virtual mais geral possivel pode ser definido
como um vetor arbitrario tangente a variedade de con-
figuracdo. Em termos de vetores de R3Y | o principio de
d’Alembert pode ser reformulado na forma concisa

®-F).7=0, (4)

onde 7 € R3N é qualquer vetor tangente & variedade
de configuracdo. A forma (4) de expressar o principio
de d’Alembert nao é intrinseca porque nao envolve so-
mente quantidades definidas em termos da variedade
M, mas é invariante porque independe de qualquer es-
colha de coordenadas generalizadas para descrever o
espaco de configuracao.

A aplicagao do principio de d’Alembert a problemas
especificos ou para a dedugao das equagoes de Lagrange

exige a introdugao de coordenadas. Sejam ¢, ..., g, co-
ordenadas generalizadas tais que
r;=ri(q,---sqn,t) , t=1,...,N | (5)

e as equagoes de vinculo sao identicamente satisfeitas.
Estas ultimas equagoes constituem uma representacao
paramétrica da variedade de configuragao. Arnold [1]
discute o principio de d’Alembert ja no contexto do
principio variacional de Hamilton e de uma forma abs-
trata, sem apresentar uma expressao explicita para os
vetores tangentes a variedade de configuragao. Por
outro lado, em [3] e [8], além do emprego de um método

Lemos

indireto, é feito um apelo a nogao de coordenadas adap-
tadas para expressar os referidos vetores tangentes, o
que, a nosso ver, complica as coisas desnecessariamente.

Os vetores tangentes a variedade de configuragao
podem ser facilmente obtidos de forma direta por meio
de uma extensao natural da teoria da representacao
paramétrica de superficies em R3. Se ¢i,...,q, para-

metrizam a variedade de configuracao, os vetores

Or <8r1 Ory

Th=o—=| 7",
k oqr” " Oy

eRN k=1,....n, (6
o ) (6)

sao tangentes a M. Além disso, os vetores Ty sdo li-
nearmente independentes em cada ponto de M: esta
é a traducdo matematica da exigéncia de que M seja
uma hipersuperficie regular e que g, . . . , ¢, definam um

sistema de coordenadas curvilineas locais ou carta local
[9] sobre M (ver Fig. 1).

Figura 1 - Vetores tangentes a variedade de configuracao no caso
N=m=1.

Em vista das consideracoes anteriores, o vetor tan-
gente mais geral possivel a variedade de configuragao

Mé

T:ZGka s (7)
k=1

onde 0s €; sao numeros reais arbitrarios. Introduzindo
este vetor tangente em (4), resulta

n

Zek(p—F(a))~7k:0 , (8)

k=1
onde o produto interno é realizado em R3Y. Como os

€ sao arbitrarios, segue-se que

P-FY)r,=0 , k=1,...,n . (9)

Em termos dos vetores usuais de R? esta iltima equacio
escreve-se
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. (@), Or;
i_Fi . =0 s k=1,...,n. 10
> (B ) Far (10)

Esta é exatamente a equagao que se obtém no forma-
lismo tradicional ao se substituir

- 8ri
Oqx,

or; = dqx (11)

em (3) e levar em conta que os deslocamentos virtuais
dqr sdo independentes e arbitrarios. Argumentos bem
conhecidos [6, 7] mostram que as Egs. (10) sdo equiva-
lentes as equagoes de Lagrange.

Em suma, a Eq. (4) constitui uma formulagao
geométrica do principio de d’Alembert que é invariante
(independente de coordenadas) e matematicamente ri-
gorosa, ja que nao utiliza quantidades infinitamente pe-
quenas ou “ghosts of departed quantities”, segundo a
célebre defini¢do debochada do bispo e filésofo George
Berkeley [10].
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