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Neste trabalho, discutiremos a importancia da fungdo delta de Dirac na descrigdo do comportamento singular
dos campos elétrico e magnético para os seus respectivos dipolos. Como ponto de partida, apresentremos dois
teoremas fundamentais da eletrostitica e magnetostatica, que estdo relacionados com o valor médio volumétrico
dos respectivos campos sobre um volume de uma esfera de raio R. Também demonstraremos a identidade de

Frahm 0;0; (%), onde 0; = B%i

é o operador diferencial associado a coordenada x;. Esta identidade envolve um

termo tradicionalmente obtido por deriravas explicitas das coordenadas e um termo envolvendo a delta de Dirac

1) (?)) A partir desta identidade, calcularemos os campos
incluindo a singularidade tipo delta na origem.

e § dos dipolos elétrico e magnético, respectivamente,

Palavras-chaves: Delta de Dirac, dipolos elétrico e magnético, singularidades dos campos eletromagnético.

1. Introducgao

Em teoria classica de campos, os campos variando com
o inverso da distdncia é de grande importancia para
discutirmos fontes pontuais idealizadas. Os fisicos tradi-
cionalmente usam fungoes delta de Dirac para descrever
o comportamento nao usual de problemas fisicos [TH7].

A funcao delta (§) foi introduzida na literatura pelo
fisico tedrico Paul Dirac em 1930 no seu livro: The
Principles of Quantum Mechanics [§]. Esta “fun¢do” tem
a funcao delta de Kronecker §; ;, que vale O se i # j e 1se
i = j, uma representagao analoga no dominio discreto.

O uso matematico da funcéo § foi contestado durante
muito tempo, até que a partir da década de 1950 um
grupo de matematicos, entre os quais citamos o francés
Laurent Schwartz, desenvolveram uma teoria rigorosa
para a funcdo d, na qual ela é considerada uma funcéo
generalizada (distribui¢do). Schwartz foi o pioneiro na
teoria das distribuigdes [9, [10], que deu um significado
bem definido aos objetos como a fung¢ao delta de Dirac.
Em virtude dessa teoria, o matematico Schwartz foi
agraciado com a maior honraria da matemética: A me-
dalha Fields.

A funcao ¢ tem sido aplicada rotineiramente na fisica.
No eletromagnetismo é usada para modelar objetos
pontuais e descrever as singularidades dos campos. Na
mecéanica quantica, onde a fungéo J se originou, ela é fun-
damental na descricao matematica do espaco de Hilbert.
Na engenharia, em processamento de sinais, a funcéo
6 é usada para modelar sinais de impulso idealizados,
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que sdo essenciais para analisar e compreender sistemas
lineares invariantes no tempo. A resposta impulsiva de
um sistema é a saida quando a entrada é uma fungao 6,
e ela caracteriza o comportamento do sistema.

A funcao delta de Dirac tem sido muito usada na fisica
para descrever a singularidade de uma dada grandeza
no certo ponto do espago 70, na qual representamos e
definimos em trés dimensoes como

0, se 7 # T, )
00, se T =T,

§(7 —7,) ={

Rigorosamente falando, §(7 — 7,) nao é uma funcio
propriamente dita e sim uma distribui¢ao de probabili-
dade [ITH13] localizada em 7,. Em termos da distribui-
¢do gaussiana, temos a definicao:

77 - R Ok
6(7 — "):glolglo We ° )

onde 02 ¢ o desvio médio quadratrico, que estd represen-
tando a largura (o, ) da distribuicao de probabilidade em
torno do seu valor médio (7) =T,

Note que, em coordenadas cartesianas, a fungao delta
em trés dimensoes § (7 — 70) pode ser decomposta no
produto de trés deltas associadas as suas respectivas
coordenadas, isto é, §(7 — 7o) = 0(x — )0 (y — Yo)
0(z — 2z,). Portanto, da defini¢ao temos que
§(7 —7,) é o produto de trés gaussianas nas res-
pectivas coordenadas com a mesma largura o,. Em
coordenadas curvilineas ¢ = (g1,92,q3) temos que, a
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funcdo delta 6(7 — 7,) é dada por [L1]

5(T =T, = 5(@71}; Go1) 6((12;:2 02) 5(Q3h—3 QOS)’ 3)

1/2

3 2
onde h; = lz (gz) ] é a métrica do espago, pois o
j=1
produto h;g; tem a dimensao de distancia, e xl(?) é alei
de transformacao entre as coordenadas cartesianas 7=
(r = x1,y = x2,2 = x3) e as coordenadas curvilineas
7. Por exemplo, em coordenadas esféricas (q1 = r,q2 =
0,q3 = ) temos que hqy =1, ho =7sinf e hg = r, onde
r € [0,00), 0 € [0,7] e ¢ € [0,27].
Como consequéncia da defini¢ao , se tivermos uma
funciio (escalar ou vetorial) analitica f(7°), a funcio 0
satisfaz a seguinte propriedade:

D

onde D é o dominio da integral volumérica e BT =
h1hshsdgidgadqs é o volume infinitesimal.
Usando o teorema da divergéncia para a fungéo ? .

v (M) = V2 (m> é simples demonstrar a
identidade [I1]:

2 1 -
v (ﬁ’ﬁ) = —4md(T — 7). (5)
No eletromagnetismo, uma simples aplicacdo da fun-
cao delta de Dirac é na definicdo da densidade volumé-
trica p(?) para uma distribuicdo de cargas puntiformes
{4}, localizadas nas respectivas posi¢oes espaciais {7;},
onde expressamos p(7’) na forma [14-16]

/J'(?) = Z(MS(? - ?i)a (6)
que é consistente com a relagao
0= [ o7 =Y )

onde temos usado a propriedade e a integral é
feita sobre todo o espaco.

Um outro exemplo para exprimir p(?) em termos da
fungdo delta é o caso de um anel no plano z = 0 de raio
a. Assumindo uma distribuicao de carga ¢ homogénea e
o seu centro localizado na origem do sistema de coorde-
nadas, temos que p(7°) em coordenadas esféricas [14} [16]
é dada por

0—m/2)

p(7) = 26(r — a) ®)

rsin @

onde integrando ¢ = [ p(?)dg’?), usando a propriedade
e 37 =r%sin Odrdfdp, mostramos que A = q/27a.

O resultado (6) pode ser usado para demonstrar
a propriedade . Assim, considere o caso de uma
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carga (monopolo elétrico) q localizada em 70, logo, do
eletromagnetismo o campo elétrico no ponto 7 é dado
por

By 17T gum )

B dme, |7—?

ol

sendo

$(7) = Flsoﬁ% (10)

o potencial elétrico.

Partindo da lei de Gauss na sua forma diferencial
V. E = @, onde p(7) = ¢d(7 — 7,), e usando
a expressao o@[) do campo elétrico, demonstramos de
imediato a identidade (). Esta demonstragdo é seme-
lhante a que tem sido feita por outros autores [I4HIG].
Como o campo elétrico é derivado de um potencial,
B(?) = —Vé(7), entdo, este campo satisfaz
a propriedade ? X (7) = 0, portanto, dizemos que

isto é,

(7) é um campo conservativo.

Um outro calculo simples na eletrostatica é o caso
do potencial de um dipolo elétrico ? O momento ?
é definido como sendo constituido por duas cargas simé-
tricas (¢ e —¢), separadas por uma pequena distancia
a, tal que, o momento de dipolo ? = q77 onde @
é o vetor que vai da carga negativa —q para a carga
positiva g. Considerando que o centro de massa deste
dipolo esteja localizado no ponto 70, entdo, no curso de
eletromagnetismo mostramos que [T4HI6]

¢(7>) _ 1 [? i (? - 70)] ) (11)

B dre, |?—?0|3

Do ponto de vista rigoroso, o momento de dipolo
é definido no eletromagnetismo como sendo o limite
da distancia entre as cargas tendendo a zero. Assim
sendo, consideramos este dipolo como um objeto pon-
tual. Tomando o gradiente do potencial , obtemos
0 campo elétrico 3(7) = —V¢(7) do dipolo elétrico,
que é dado por [14] [17]

E(7)

1
"~ 4we, R3

[3(?1%)}?—?}, (12)

onde ﬁ =7 — 7, éo vetor que liga o centro de massa
do dipolo ao ponto onde desejamos calcular o campo
(i.e., 0 ponto 7), R = |7 — 7| é a distancia do centro

de massa do dipolo ao ponto T eR= & € o versor na

direcdo do vetor ﬁ

Este resultado muito familiar do campo elétrico
nao esta completo, pois mostraremos que estd incompa-
tivel com o teorema da eletrostdtica que demonstraremos
na secao A fim de que o campo elétrico satisfaca
este teorema, um termo proporcional a funcao delta de

Dirac §( R) é introduzido 16, [18, 19] sem uma anélise
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mais rigorosa. Na secdo [3] discutiremos os argumentos
(plausiveis) de Frahm [20] para demonstrar a identidade:

1 47
81'6]' <R) = —?5i7j5(ﬁ) +

(3XZ'X]‘ — RQ(SZ‘J‘)
R5

onde X; = z; — xo; ¢ a componente ¢ da coordenada

cartesiana do vetor e 0; = % é a componente
;

i do operador diferencial ? Note que, a identidade
(13) estéd consistente com a propriedade , isto é,
> 0:0; (§) = —47r§(ﬁ). A identidade (|13 néo tem sido

discutida nos livros-texto de eletromagnetismo [I5HI9].
Como consequéncia da identidade , calcularemos as

expressoes corretas do campo E para um dipolo elétrico
? e do campo § para um dipolo magnético 7 incluindo
a singularidade em 7 = 7,. Finalmente, na se¢io

apresentaremos as conclusoes deste trabalho.

2. Teorema da Eletrostatica

No estudo da eletrostatica em meios dielétricos é ne-
cesséario conhecer o valor médio volumétrico do campo
elétrico dentro de uma superficie esféria de raio R, que
é definido por [21]

<ﬁ> - %/ﬁ(?)d?’?, (14)

onde V = %“R3 é o volume da esfera centrada na origem.
Considerando que o volume V envolve uma dada
distribuicdo de carga p(?), entdo, o valor da integral

é dado por

<B> - —égio /7p(7)d37 - —‘1/5 (15)

onde este resultado é conhecido como teorema da ele-
trostdtica.

Se o volume V nao contiver a distribuicao de carga, a
média volumétrica resultara no valor do campo elétrico
na origem da esfera de raio R, ou seja,

<}_5>> - %/Tﬁ(?)dw — E(0). (16)

Os resultados e tém sido discutido na lite-
ratura [16], mas usando um rigor matemético além do
alcance para um aluno de graduacao

2.1. Demonstracao

A demonstragdo do teorema tem sido muito pouco
discutido nos livros-texto de eletromagnetismo. Por
exemplo, no livro do Jackson [16] é usado uma linguagem
matematica avancada, em termos dos harmdnicos esfé-
ricos, que é um tépico nao conhecido pelo estudante ao
cursar a disciplina de eletromagnetismo da graduagao.
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Figura 1: Uma carga puntiforme ¢ localizada na posicéo q =
az do centro de uma esfera de raio R.

No livro do Lorrain e Corson [2I] usaram argumentos
de simetria e realizaram um célculo para o caso de
uma carga puntiforme localizada na posi¢do ad = az,
conforme estd esquematizado na Figura [I} No trabalho
do Griffiths [22], e que se encontra no seu livro de
eletromagnetismo [I5] como problema proposto, foi ar-
gumentado que, a média volumétrica do campo elétrico
de uma carga puntiforme localizada na posicao d =az
é exatamente o mesmo que a média volumétrica do
campo elétrico no ponto d de uma esfera de raio R com
carga uniformemete distribuida com densidade p = —Z.

Usando a lei de Gauss [I7], mostra-se que E=- =

Logo, usando a definicao demonstra-se de imediato
0 teorema , onde ? = q?.

Neste trabalho apresentaremos uma forma alternativa
da demonstragdo do teorema da eletrostédtica (15), que
achamos ser mais acessivel de entendimento para estu-
dante de graduacao de uma maneira geral, podendo até
mesmo ser facilmente compreendido por um estudante
no ciclo basico dos cursos de engenharias e exatas.
Primeiro, vamos escrever o campo elétrico da carga q da
Figura (1| sobre o volume infinitesimal d37, que é dado
por

s

-d
E(7) = 47350‘7(; mg) . (17)

Em coordenadas esféricas, onde temos 7 =
7sin 6 cos T + rsin@sin gy + rcosfz e @ = aZ, escre-
vemos o campo elétrico (17)) por

E(7) = BE(T)e+ E,(T)i+ E(7)2, (18
sendo
ET(?) = 47350 (r2+;';i—n2iiocife)3/2
Ey(7) = ﬁ (r2+:2sinziii:oi9)3/2 (19)
E.(7) = - rcosf—a

4me, (r24-a2—2ar cos 0)3/2

as componentes do campo elétrico.
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Agora, substituindo (18]) em , onde as componen-
tes x e y se anulam devido as integrais azimutais (¢)
serem nulas, ficamos com

R kg
7 _ 1 q /Qd/ (rcos® — a)sin 0do /d
< > Vire, ) " (r? + a — 2ar cos 6)*/? &
2
V250/ dr/

Fazendo a mudanga de varidvel x = cosf em (20)), e
realizando uma integragdo por partes

(rcosf — a)sin 6df -

2+ a? — 2ar cos 0)

(20)

u=rx—a— du=rdr
21
dv » (21)

— dx =L 1
T (r24a2—2arz)3/? v ar (r24-a2—2arz)'/?

ficamos com

(re —a) !

E)= 14 /2d
< > 2V600 rar ary'r? +a? — 2arx |_4

1
1 / dzx
a r2 + a2 — 2arzx
21

e realizando a integral na varidvel z, obtemos
R
B q 9 r—a
= dr — +1
< > QVEO/ { [r—a|jL }
0
1 1 ~
+ == Vri+a? —2arm‘ }z
a?r -1
’ 1
q 9 r—a
= dr{ — |—+1
2V60/r r{ar [r—a|+ }
0

bolr-d-Cralls @

Finalmente, para realizarmos a integral radial vamos
dividi-la em duas partes, uma para r € [0,a] (onde
|r—a| = —(r—a)) e a outra para r € [a,R] (onde
|r —a|l = (r—a)). A segunda parte da integral é nula,
logo, para R > a ficamos com

(5)- g o {2

r—a

—(r—a)

5

1 ~
S r-a-(ralfs
q 2 1 ~
= Ve /r drﬁ (=2r)z
0

a

3
q 2 5 ~ q a” \
_— drz=——L (L )z (23
a2V5o/r " a2V50(3>Z (23)
0
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resultando em

(E) = 17 (24)
onde ? = qﬁ.

O teorema foi demonstrado para uma tnica carga
puntiforme ¢ localizada na posicio @ = aZ. Se conside-
rarmos uma colecdo de cargas discretas {¢;} localizadas
nas respectivas posigoes {E)Z—}, devido ao principio da
superposi¢do o campo resultante é a soma vetorial dos
campos individuais de cada carga puntiforme, assim
sendo, o resultado que encontraremos para a média
volumétrica deste campo resultante é dada pela Eq. ,
onde o momento de dipolo serd definido por

? = Z?z = Z%‘ﬁi, (25)

e no limite do continuo, fazemos ¢; — dq = p(r )d37 e
di— 7, resultando em

= / ()3T (26)

Se, por outro lado, o volume V = %’rR?’ nao envolver
a carga puntiforme ¢, ou seja, se R < a, na integral
em devemos modificar o limite de integragdo para
r € [0, R], resultando em

R

<ﬁ> = 2qu-:0 /r%r% (=2r) 7z

0

R

=1 /r%lr?:—L L Z,
a?Ve, a?Ve, \ 3 ’

0

logo, ficamos com

<E>> N l0)) (27)

" 4rme, a2

Em outras palavras, o valor médio do campo elétrico
sobre um volume néo contendo a carga (ou distribuicao
de carga) é igual ao valor do campo elétrico no centro
da esfera. Este resultado tem sido demonstrado
por Jackson [16] no seu livro: Classical Electrodynamics
usando métodos matematicos avangados, neste trabalho
demonstramos de uma maneira muito simples.

2.2. Material dielétrico

Uma das aplicagoes do teorema da eletrostrdtica é no
estudo dos materiais dielétricos (isolantes) na presenga
de um campo elétrico externo. Os dielétricos sao cons-
tituidos por dois tipos de moléculas: i) apolares, onde
os centros de massa das cargas eletronicas e nucleares
coincidem (moléculas simétricas), e ii) polares, sao for-
mados por moléculas assimétricas. Possuem moléculas
simétricas todas as substancias diatomicas de atomos
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iguais (Hg, O3), o CO4, os gases raros, o benzeno, o
naftaleno, etc, estas ndo possuem momentos de dipolos.
Entre as substéncias polares temos a dgua (H20), o
alcool, o gas sulfidrico, o 6xido de nitrogénio e em geral
todas as substancias diatémicas de atomos desiguais.
As moléculas polares apresentam momentos de dipolos
permanentes , da ordem de alguns debyes (1debye =
3,34 x 10739 C.m). Por exemplo, a dgua e o cloreto
de potassio tém momentos de dipolos 1,8 e 6,3 debyes,
respectivamente.

Sempre que uma molécula (ou dtomo) apolar é colo-
cada na presenca de uma campo externo ﬁo, as cargas
nucleares (positiva) tendem a se deslocar no sentido do
campo e as eletrdnicas (negativas) no sentido contrério.
Com estas separagoes das cargas positivas e negativas,
teremos a formacado de um dipolo induzido, cujo valor
do momento ? é proporcional ao campo F,, ou seja,
? = aF,, onde a constante a = 4we,a é chamada de
polarizabilidade. Os valores de @ (em unidade de 10~3°
m3) tém sido medido experimentalmente para diversos
atomos [23], por exemplo, @(H)= 0,667, a(He)= 0,205
e a(Li)= 24, 3.

Sendo ? o momento de dipolo resultante de uma
dada distribuicio de carga volumétrica p(7), entdo,
definimos a polarizagdo (média) do material como a
razao entre o momento resultante ? e o volume do
material. De uma maneira mais rigorosa, definimos a
poralizagdo por ?(7) = %, onde d7/ é o momento
dipolar associado ao elemento de volume infinitesimal
dv = d37 localizado na posicao 7 da amostra.

O grau de polarizagdo de um material dielétrico
depende nao somente do campo aplicado, mas também
das propriedades constitutivas do meio, resultantes do
comportamento de suas moléculas na presenca do campo
externo. A forma pela qual o meio se comporta na
presenca do campo, isto é, a forma da fungao P = ?( )
caracteriza cada meio dielétrico. Em geral, os materiais
apresentam polarizagdo nula na auséncia de campo
elétrico externo. Existem algumas poucas excecoes, 0s
chamados eletretos, que podem apresentar polarizacao
permanente, isto é, tém P = P(FE =0) #£ 0.

Nos materiais isotrépicos, cujas propriedades inde-
pendem da direcao espacial, como os fluidos em geral,
sblidos amorfos ou policristalizanos, o vetor polarizacéo
é paralelo ao campo [I5] 21]:

? = EOXE(E)E7 (28)

onde o escalar x. (no caso geral é uma funcio da
intensidade do campo externo) é denominado de sus-
ceptibilidade elétrica.

Outros autores [I4] [T6 17] tém definido diferente a
expressao , na qual ? = yeﬁ, onde a susceptibi-
lidade X, = €,X. tem a mesma unidade da grandeza
permissividade (i. e., a unidade de ¥, no SI ¢ C2/N.m?),
enquanto que, o valor de x. na Eq. é uma grandeza
adimensional. Para os meios lineares (materiais sob ac¢ao
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de baixos campos), a susceptibilidade e a permissividade
do meio (¢) independem do campo. Assim, o compor-
tamento de um material dielétrico fica completamente
especificado, ou pelo valor de . ou pelo valor de e,
e estas grandezas estdo relacionadas entre si, ou seja,
Xe =k — 1, onde k = ¢/e, é a permissividade relativa.
Uma distribuicdo de dipolos induzidos por campo
externo gera em todo o espago um campo eletrostatico
com as mesmas propriedades que o gerado por cargas
livres. O campo dos dipolos tende a se opor, dentro
da amostra dielétrica (com permissividade ¢), ao campo

externo ﬁo, entdo, o campo resultante serda dado por

Ei=Eo+ <T~J>> (29)

onde ﬁz denominamos do campo local no interior da

amostra, F, é o campo externo aplicado na amostra e

<ﬁ> é a média volumétrica, definida em 1} do campo
elétrico gerado pelos dipolos induzidos na amostra.
Para calcular o valor de <E> necessitamos da forma e

da distribuigao das cargas das moléculas dentro da amos-
tra. Por simplicidade, consideramos a amostra dielétrica
na forma de uma esférica de raio igual a R. Do teorema

da eletrostatica temos que <ﬁ> = —%, portanto,

o campo local no interior da amostra (29)) ficard escrito
na forma

Ei=E, - ?f (30)

o

que claramente temos um decréscimo do campo local,
em relagao ao campo externo F,, devido a polarizacao
do dielétrico. Em geral, a expressao é usada de
maneira aproximada, que é exata apenas para o caso de
um dielétrico esférico, mas esta aproximacao concorda
surpreendentemente com os dados experimentais [21].

O resultado (30) pode também ser demonstrado
usando o método das condicoes de contorno. No curso
de eletromagnetismo da graduacao em fisica, certamente
todos os estudantes tém resolvido o problema de uma
esfera dielétrica, de raio R e permissividade e, na
presenca de uma campo externo uniforme E,. O valor
do campo elétrico em toda regido do espago [I5HIY] é
dado por

Eot i 5 BF 97— 7).
= para r > R (exterior) , (31)
k%_Q 0, para r < R (interior)

onde k = /e, e ? = %? ¢ o momento de dipolo
(resultante) induzido na amostra dielétrica devido ao

campo elétrico externo F .
Usando a equagdo constitutiva da polarizacdo (28|,
com Y, = k — 1, e a expressdo do campo no interior
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da esfera dielétrica, escrevemos a polarizagdo na forma

P o (58 - 2022,

€+ 2¢,

— 3, [1— 3o ]Eﬁ. (32)

€+ 2¢,
Combinando o valor da polarizagio (32)) com o campo
no interior da amostra, a Eq. para o caso r < R,

mostramos que a expressao do campo local
mesma dada pela Eq. .

i € a

3. Identidade da Funcao Delta

Vamos aplicar o teorema para o caso simples do
dipolo elétrico, cuja expressao do campo elétrico é dada
pela Eq. . Sem perda de generalidade, consideremos
um momento de dipolo na origem e ao longo da direcéo
do eixo z, 7 = pz. Assim sendo, em coordenadas
esféricas, o campo elétrico deste dipolo é dado por

1
B(?) = e %[3sin900s<p§+3sin6singo§

+ (3cos? 0 — 1)z]. (33)

Substituindo em , onde claramente as inte-
grais azimutais (¢) sdo nulas (componentes x e y do
campo), obtemos

R T 27
E:lp/@/ 20 1)si /A:H
< > Vi | T (3cos®0—1)sinddf [ dpz = 0!
0 0 0
(34)

que ¢é inconsistente com o teorema .

A fim de que o campo elétrico satisfaca este teorema
da eletrostética (I5), alguns autores [15} [16] tém intro-
duzido um termo proporcional a delta de Dirac de tal
maneira que, escreveram a expressao do campo elétrico
no ponto qualquer no espago por

11 7
ﬁ?:——i’) )T — - =87 35
(7) = =5 BT 77— T - 0(7). (39)
que agora, usando a propriedade da delta , a expres-
sa0 claramente satisfaz o teorema .

3.1. Singularidade do campo elétrico de
um dipolo

Iremos a seguir demonstrar o resultado (35) sem a
necessidade de recorrer ao teorema da eletrostatica .
Nosso objetivo consiste no cédlculo direto do gradiente do
potencial do dipolo elétrico , localizado na origem do
sistema de coordenadas, cuja componente i do campo
elétrico é dada por

1 77 1 z;
Ei__47r608i < 73 ) T 4me, zj:pjaiaj (ﬁ)’
(36)
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ou na forma mais simplificada
1 1
E,=—— E 0;0: | — .

Para obter a componente F; do campo elétrico ,
necessitamos conhecer a segunda derivada de 1/r, isto
é, 0;0; (%) Do ponto de vista da andlise vetorial, sem
levar em consideracdo a singularidade na origem, temos

que
1 (31’1$J —7"252'7]')

Porém, se i = j e fizermos uma soma sobre todas
as varidveis (i = 1,2,3), a Eq. ndo reproduz a
identidade (5). Assim, é de esperar que a relagdo
deve estd faltando o termo da singularidade na origem,
tipo da fungéo J, conforme a identidade de Frahm .
Usaremos os seguintes argumentos [20] para demonstrar

a identidade :

1) Sobre uma rotagao do espago, a distdncia radial r
é um escalar, enquanto os operadores diferenciais
0; se transformam como um vetor. Entdo, as
derivadas m-ésimas de 1/r deve se transformar
como um tensor de ordem n.

2) Devido a simetria entre as derivadas, o tensor deve
ser completamente simétrico.

3) As derivadas n-ésimas de 1/r devem ser expressas
em termos das coordenadas z;, do tensor simétrico
d;; (simbolo delta de Kronecker) e derivadas de
ordem n — 2 da funcio delta de Dirac 6(7).

Diante destes argumentos, a segunda derivada de 1/r
serd escrita na forma:

0,0, (i) a0 + (T )wers. (39)

Os coeficientes a(7) e b(7) sdo determinados anali-
sando alguns casos particulares. Por exemplo, usando a
identidade temos

Z 8,0 <i) = —4né (7). (40)

Substituindo em , obtemos
3a(7) + b(7)r? = —4nd(7), (41)
onde 72 =3 x7.

3
Uma segunda relacdo pode ser encontrada avaliando
explicitamente a derivada mista com ¢ # j da fungao
1/r, resultando em

1 3$il‘j
81'8_7 (’l") = 3 (42)
e comparando com (|39)), obtemos
3
b(7) = = (43)
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Substituindo em (41)), teremos

4 1
) —
a(7) = —?5(7) -3 (44)
Finalmente, substituindo e em , ficamos
com
1 4 (3(1/'1.’1,'] — 7"2(51”')
0;0; (r) == 0i30(7) + = . (45)

provando, assim, a identidade da delta.
Vamos agora substituir (45)) em , resultando em

ij l_ i, (7) + —(Sxix]— — TQ(;M)]

E; =

471'6 75
1 drp;
- 4me, B gp 5(?)
1
+ 3 ijp zi —1pil| ¢
logo, mostramos que
= 37 P)a— ] - a7, (46)

3e,
que corresponde o resultado , onde 7 7= 2. Tip;-

J

Podemos usar o resultado do campo elétrico 7 ou
a sua forma vetorial , para demonstrar diretamente
o teorema da eletrostatica . Como comentado ante-
riormente, o primeiro termo da Eq. para a integral
de volume é nulo, enquanto que, o segundo termo
envolvendo a delta de Dirac é nao nulo. Assim sendo,
usando a propriedade demonstramos facilmente este
teorema.

De maneira andloga [20, 24} 25], podemos mostrar que
o tensor de ordem trés é expresso por

471'60 5

1 4
81838]@ (7“) - 7?’”‘[]]{:8 +5'Lka +57,]8k] ( )
43 (6,62 + 0i ks + 0i k)
7“5
15z;x,;x
e (47)

e assim por diante [26]. Esta nova identidade pode ser

usada gara determinar o divergente do campo elétrico
(i.e., =Y 0;E;), assim podemos exprimir a lei de

Gauss em termos da funcéo delta de Dirac [0].

3.2. Singularidade do campo magnético de um
dipolo

Vamos fazer uso da identidade para calcular o
campo magnético ﬁ(?) de um dipolo magnético m
Devido a propriedade (auséncia de carga magnética)
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? . § = 0, temos que o campo ﬁ é derivado do
X(?), isto &, B -

rotacional de um potencial vetor

x A. O potencial vetor de um dipolo magnético,
localizado na origem, é dado por [I5H19]
fo T X 7

A7) =

47 73

Definindo os vetores @ = i e 7 =
usando a identidade do rotacional [I1]

Vx(@xb)=(v-V)a-(a-¥)¥
CF(F @) 7 (37), o
sendo @ um vetor constante, entdo, a Eq. se reduz a
T (@x7)= (7 F)T+7(37)
)T () me (1),

(50)

rz?’ = _6 (%)7

Combinando e , e usando a identidade (5],
escrevemos

B=VxAd="Fe e (- ?)?( >+uom<7>). (51)

Vamos agora calcular o primeiro termo do segundo
membro da Eq. (51). Assim, escrevemos a componente 4
do campo (51))

,U'o ija 0; ( ) + puomid(7).  (52)

Usando a identidade da delta (45)), reescrevemos a

Eq. por
B= 23 m [— )] ""25”)]

+ Momifs(?)

B e A B
= 3m1(5(7) i

Zl‘]m] — miTQ
=+ :uOmZ(S(?)a

logo, o campo magnético § de um dipolo magnético,
incluindo a singularidade na origem, sera dado por

QMOW
3

onde temos usado o fato de que 71 - 7 = Yox;m

o Lo 5yF— ) +

47 3

B(7) = (7). (53)

j

Uma maneira alternativa [20] de demonstrar o
resultado (53) ¢é usando o tensor Levi-Civita €5
na definicho da componente do produto vetorial
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- -
(7 X b); = €;jka;b;. Note que nesta representacgdo ten-
sorial temos uma soma implicita nos indices j e k.

Assim sendo, a componente i do campo magnético
B; = (? X Z) = €4j10; Ay, onde da expressdo

A = —2epimmiOn, (%), ¢é dada por
B = _Hop o 9.0 (L (54)
i — 47Tml513k5klm 1Um r )

onde temos uma soma implicita nos indices j, k, [ e m.
Fazendo uso da identidade [I1] &;jkEk1m = EkijEkim =
0i,10,m — 0;md;; e da expressdo do tensor de segunda

ordem , reescrevemos na forma

tho
B;= — o (03,005,m — 0i.m0j1)
4 3Ty — r26<7m
_?5]%5(?) + ( J = J )]
+ MOmi6(7)a

fazendo as somas implicitas nos indices j, k, [ e m, para
um dado indice 7 fixo, obtemos

ke b
Y 4

@mia(ﬂ,

3
(55)
que corresponde ao mesmo resultado vetorial , onde

Yoxim, = meT.
J

3 g Tm; z; —r2m; | +
J

Podemos extender o teorema da eletrostatica para o
caso da magnetostatica, onde o valor médio volumétrico

do campo magnético <§>7 devido a uma distribuicao

arbitraria de correntes estacionarias, sobre um volume
V de raio R é dado por

(B)= [Be7 - L2 (o
Vv

TV o3

onde M = % (? X 7) d37 é o momento de dipolo

magnético e 7 o vetor densidade de corrente elétrica no
volume V. A expressdao é conhecida como o teorema
na magnetostdatica.

Demonstraremos o teorema usando a expressao
do campo magnético , mas o leitor interessado pode
encontrd-la em algumas referéncias [16 21 22] formas
alternativas. Sem perda de generalidade, considerando
o momento de dipolo magnético na direcado do eixo z,
m = mz, o primeiro termo da Eq. na integral de
volume (56| é nula. Entretanto, usando a propriedade da
delta , a integral volumétrica envolvendo o segundo
termo serd nao nulo, e resultard no resultado do teorema
da magnetostdtica.

Um resultado bem conhecido e de grande importancia
da presenca do termo delta na expressao é na ma-
nifestacdo da estrutura hiperfina do estado fundamental

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 46, €20240198, 2024

Singularidade tipo delta dos campos elétrico e magnético de um dipolo

do dtomo de hidrogénio neutro [22], dando origem &
famosa radiagdo da linha 21 c¢m na astronomia. Esta
linha 21 cm estd associada a separacdo do nivel de
energia do estado 1s, devido a interagdo dipolar entre
0s momentos magnéticos do elétron (ml =7.51) edo
préton (mg = v, S52), em dois niveis muito préximos
(0FE = 10~%* eV), um correspondente ao estado singleto
(spins antiparalelo) e o outro ao estado tripleto (spins
paralelo).

A linha de 21 cm do hidrogénio e a radiagdo cdsmica
de fundo em micro-ondas sdo ferramentas poderosas
em cosmologia e astrofisica, cada uma oferecendo uma
janela unica para entender a formacao e evolugdo do
Universo, elas sdo complementares. A radiacio césmica
de fundo foi descoberta acidentalmente por Arno Penzias
e Robert Wilson [27], em 1965, ¢ tem uma temperatura
de cerca de 2.725 K e é quase uniforme em todas as
direcbes do espaco, com pequenas anisotropias. Esta
radiacao césmica dar uma visdo unica do Universo como
ele era cerca de 380.000 anos ap6s o Big Bang, enquanto
que, a linha de 21 cm fornece dados sobre a distribuicao
e a dindmica do hidrogénio neutro em diferentes épocas
césmicas.

4. Conclusao

Neste trabalho discutimos a importéncia da funcéo delta
de Dirac na descricdo da singularidade de grandezas
fisicas, em particular, aplicamos na descri¢gdo dos campos
elétrico e magnético de dipolos. A partir da identidade
de Frahm [20], isto ¢, 9;0; (1) = —4r6;;6(7) +

(3Iin7T2§iyj)
—— =/ calculamos as componentes dos campos

E; =— Zgb(?) e B; = €;j1,0; Ay, para um dipolo elétrico
e magnético m, respectivamente em todo o espago.
Usando as respectivas expressoes dos potenciais escalar
#(7) e vetorial
corretas de e ? incluindo a fun¢do delta de Dirac
5(7). Esta metodologia nio tem sido discutida nos
livros-texto de eletromagnetismo. Demonstramos o
teorema da eletrostatica de uma maneira puramente
simples, muito acessivel o seu entendimento para
estudantes dos cursos de engenharias e exatas.

(7)), encontramos as expressoes
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