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Entropia de cadeias dispostas numa rede unidimensional
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Com frequéncia, calculos das propriedades termodindmicas em modelos mecanico-estatisticos envolvem
problemas de contagem bastante complexos. Um caso deste tipo, que tem sido estudado hé bastante tempo, é
o do célculo do nimero de maneiras de inscrever cadeias numa rede regular, respeitando o vinculo de volume
excluido, isto é, cada sitio da rede pode ser ocupado por apenas um mondmero. Em redes de dimensao finita
€ maior que um, o Unico caso deste problema que foi exatamento resolvido é o de dimeros (cadeias de dois
mondmeros que ocupam sitios contiguos) em uma rede bidimensional e no limite em que esta € completamente
preenchida. Neste artigo, apresentamos a solug@o deste problema na rede unidimensional de duas maneiras
diferentes. Em particular, resolvemos o problema utilizando a matriz de transferéncia, que pode ser aplicada
também para tratar do caso bidimensional, levando a resultados bastante precisos. No final, obtemos e discuti-
mos as equagdes de estado do gés de rede de cadeias.

Palavras-chave: polimeros, entropia, matriz de transferéncia.

Often calculations in statistical mechanics lead to rather complex counting problems. A problem of this type,
which has been studied for a long time, is the determination of the number of ways to place chains on a regular
lattice, respecting the excluded volume constraint, which states that each site of the lattice may be occupied by
at most one monomer. In particular, one is interested in calculating this number in the thermodynamic limit, in
which the lattice becomes infinite with the fraction of sites which are occupied by monomers kept constant. In
lattices of dimension larger than one, the only particular case of this problem which was exactly solved is for
dimers (chains with two monomers on first neighbor sites) in the limit of full lattice and for two-dimensional
lattices. In this paper we present the solution of the problem on a one-dimensional lattice in two different ways.
In particular, we solve the problem using a transfer matrix, which may also be applied in the two-dimensional
case, leading to quite precise results. Finally, we obtain and discuss the state equations of the lattice gas formed
by chains.

Keywords: polymers, entropy, transfer matrix.

1. Introducao e definicao do modelo

A Mecanica Estatistica de polimeros ¢ um dos ramos
da fisica da Matéria Condensada que apresenta grande
interesse e atividade de pesquisa desde meados do
século passado até hoje. Poderiamos citar os traba-
lhos pioneiros de Flory neste tema [[1], aos quais se
seguiram muitos outros. Uma das motivagdes princi-
pais desta 4rea reside na enorme importancia que os
polimeros tém para a tecnologia e ciéncia modernas,

indo desde materiais com propriedades mecanicas e
de transporte interessantes até o DNA, macromolécula
na qual estd codificada a heranca genética dos seres
vivos. Por outro lado, a fisica de polimeros apresenta
também desafios fascinantes de um ponto de vista mais
fundamental. Freqlientemente, o comportamento ter-
modindmico de polimeros € estudado a partir de mode-
los de caminhadas auto- e mutuamente excludentes,
numa rede regular. Nesse contexto, um dos proble-
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mas mais bésicos consiste na determinagdo do nimero
de configuragdes das cadeias quando colocadas na
rede. Para sermos mais especificos, consideremos [V,
cadeias de M monomeros cada (vamos chama-las de
M -meros), colocadas numa rede de NV sitios. Fixando
as condi¢des de contorno, queremos calcular o niimero
de maneiras I'(N,, M; N') de colocar estas cadeias na
rede. Vamos ilustrar isto com um exemplo concreto:
consideremos um tabuleiro de xadrez e um conjunto
de 32 dominds, tais que cada dominé ocupe duas casas
contiguas do tabuleiro. Quantas maneiras, se descon-
siderarmos a numeracdo dos dominds (ou, em outras
palavras, se considerarmos as pecas idénticas), exis-
tem de se dispor estas 32 pecas nas 8 X 8 = 64 casas
do tabuleiro com condi¢des de contorno fechadas? Na
Fig. (@) mostramos uma dessas configuragdes.

A resposta a esta pergunta € representada por
I'(32,2;64), ou seja, o nimero de maneiras de se colo-
car 32 dimeros numa rede quadrada de 64 casas e
este nimero corresponde a I'(32, 2; 64) = 12.988.816.
Esta resposta estd relacionada aos trabalhos pioneiros
de Kasteleyn [2] e de Temperley e Fisher [3, 4], apesar
do problema de dimeros j4 ser tema de pesquisa desde
a década de 30, com as investigacdes de adsor¢do de
moléculas diatdmicas em superficies, feitas por Fowler
e Rushbrooke [15]].

Como esperado, o nimero de configuracdes de
dimeros numa rede quadrada totalmente preenchida
cresce exponencialmente com o nimero N de sitios
da rede. No limite termodindmico, correspondente a
N — o0, definimos a fracdo de sitios ocupados por
mondmeros das cadeias por p = N,M /N e a entropia
adimensional por sitio como

) InT'(Np, M; N)
su(p) = N—>ool,lpnleOIlSt N - D
Nos trabalhos de Fisher, Temperley e Kasteleyn,
a entropia de dimeros na rede quadrada totalmente
preenchida (p = 1) foi obtida exatamente, sendo
igual a s5(1) = € =~ 0,29156..., onde G =
Zi’io(—l)lﬁ ~ 0,915965... € a constante de

Catalan. E interessante observar que poderiamos es-
timar o valor dessa entropia a partir do nimero de
configuracdes do tabuleiro de xadrez, N = 64, com-
pletamente preenchido por dominés, usando a Eq. (),
e isso resultaria em s2(1) ~ In12.988.816/64 =
0.2559.... A medida que fazemos estimativas a partir
de redes com numeros de sitios /N cada vez maiores,
os valores se aproximam do resultado assintético exa-
to, como se vé na Fig. P cujos pontos sdo extraidos da
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expressao (43) do trabalho de Fisher [4].

/

.

Figura 1 - Existem muitas maneiras de se preencher um tabuleiro
de xadrez com pecas de dominds indistinguiveis. Acima vé-se uma
delas.

Estimar valores no limite termodindmico de
grandezas das quais dispomos apenas de valores em
sistemas finitos constitui um dos desafios da Mecanica
Estatistica. Existe todo um ferramental que nos per-
mite tratar desse problema. Tal técnica recebe o nome
de Teoria de Escala para Tamanhos Finitos (Finite-
Size Scaling), e estd fartamente discutida no trabalho de
revisdo de Barber [6]. Esta técnica prevé uma correcao
do valor de tamanho finito para cada condi¢do de con-
torno usada na defini¢do do modelo. Em nosso exem-
plo dos dimeros, em que usamos condi¢des de con-
torno fechadas, esta correcao da entropia serd inversa-
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mente proporcional ao perimetro da rede, ou seja,

C
Soo = SN + —= 2)
o \/N )
onde so € Sy s@0, respectivamente, as entropias para
arede infinita e finita e C' uma constante. Podemos ver
na janela da Fig. Pl que a diferenca entre as entropias é

proporcional a N ~1/2, como antecipa a equagdo acima.
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Figura 2 - Aumento da entropia de dimeros com o nimero de
sitios da rede quadrada, comparado com o valor no limite ter-
modinimico. Observe que para 10° sitios, ainda existe uma
diferenca de cerca de 0, 1%. Na janela mostramos que a corre¢do
de escala é proporcional a N ~1/2,

O valor da entropia para uma rede quadrada par-
cialmente preenchida (p < 1) ainda ndo € conhecido
exatamente para M > 1, apesar de existirem estimati-
vas bastante precisas que citaremos mais abaixo. No-
tamos que sps(p) é uma equagdo fundamental do pro-
blema de um gés de M -meros numa rede e portanto to-
das as propriedades termodinidmicas deste modelo po-
dem ser obtidas a partir dela. Trata-se, também, de
um problema um tanto peculiar, pois ndo hd nenhuma
energia associada a cada configuragdo, ou seja, todas as
configuracdes permitidas (que obedecem ao vinculo de
volume excluido) tém a mesma energia, que podemos
convencionar como nula.

No final deste trabalho, voltaremos a comentar
o problema formulado na rede quadrada, mas agora
nos concentraremos no caso unidimensional, em que
é possivel obter uma solugdo exata sem grandes difi-
culdades. Na secdo [Z] mostramos duas maneiras dife-
rentes de calcular a entropia de um gas de M -meros na
rede unidimensional e discutimos os resultados obti-
dos. A primeira maneira € o cdlculo combinatério di-
reto do nimero de configuracdes e a segunda € reali-
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zada no ensemble grande candnico e utiliza o conceito
de matriz de transferéncia [[7]]. Na secdo 3, obtemos
as equacoes de estado do gds de M-meros a partir
da entropia e discutimos o comportamento do poten-
cial quimico e da pressdo como funcdes da densidade.
Finalmente, na sec@o 4, apresentamos as conclusdes
e mostramos brevemente como estes calculos podem
ser generalizados para se obter resultados aproximados
para o caso bidimensional.

2. Calculo da entropia em uma di-
mensao

Vamos calcular a entropia adimensional por sitio
sy(p) de cadeias com M mondmeros (M -meros)
colocadas sobre a rede unidimensional, de maneira
que uma fracdo p de sitios da rede esteja ocupada
por mondmeros. Na Fig. Bl mostramos uma possivel
configuracdo de um trecho da rede.

—@ @ ® L4 @ o —

Figura 3 - Um trecho da rede linear com trimeros (M = 3).

Adotando condi¢des de contorno peridédicas, obser-
vamos que se tivermos N, cadeias de M mondmeros
cada uma colocadas numa rede unidimensional com
N sitios o ndimero de configuragdes serd o nimero
de maneiras de formar seqiiéncias de N,, M-meros e
N — M N, sitios vazios, ou seja,

(N, + N — MN,)!

N,I(N — MN,)! ©)

I'(Np, M;N) =

A entropia por sitio serd dada por s =

limpy e % Vamos utilizar a forma assintdtica de

Stirling [[7]] para os fatoriais

InT'~ (N, +N—MN,)In(N, + N — MN,) —
(N,+ N — MN,) — N,In N, + N, —
(N — MN,)In(N — MN,) +

N — MN,. @)
Tomando o limite termodindmico, N — oo, com a

~ o MN, .
fragdo de sitios ocupados p = —5* mantida fixa tere-
mos, apds algumas manipulagdes algébricas,

(&+1—p)In(&+1-p)—
LInf—(1-pn(l-p. )

sm(p) =

Na Fig. Hl podemos ver o comportamento de s(p)
para valores de M variando entre 1 e 10. Observa-se
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que a entropia se anula em ambos os valores extremos
da densidade p, correspondentes a rede vazia (p = 0) e
cheia (p = 1). Ao contrario do que ocorre em redes de
dimensionalidade maior, na rede unidimensional existe
um nimero pequeno de configuragdes de rede cheia, o
que faz com que a entropia se anule para p = 1. Nota-
se, também, que para valores fixos de p diferentes de
0 e de 1, a entropia € funcdo mondtona decrescente de
M, sendo identicamente nula no limite M — oo de
uma cadeia infinitamente longa, como pode ser visto na
Fig. Bl onde fica claro que nos regimes intermedidrios
de densidades, existe uma diferenga cada vez menor de
configuracdes possiveis para acomodar as cadeias de
tamanhos crescentes. A entropia apresenta um maximo
em p = 1/2 para M = 1, quando temos uma simetria
particula-buraco que implica s;(p) = s1(1 — p). Ja
para M > 1 deixamos de ter esta simetria € 0 maximo
de s(p) se desloca para valores da densidade superiores
a 1/2. A densidade p,, de mixima entropia pode ser
obtida derivando a entropia em relagdo a p e igualando
a zero, sendo solugdo da equacao

1-1/M 1/M
= (1 ) ()
1
0.8 r i
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M=2
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Figura 4 - Entropia como fung¢éo da densidade de sitios ocupados
para valores de M entre 1 e 10.

Nota-se que p,,, € uma fun¢do mondtona crescente
de M, atingindo o valor 1 quando M — oo. Este
resultado deve ser visto com cuidado, pois como ja
afirmamos anteriormente, no limite M — oo, a en-
tropia € identicamente nula, de maneira que o fato do
maximo se deslocar para o valor unitdrio neste limi-
te significa que para cadeias com valores de M cres-
centes, 0 miximo de sua entropia se localiza em va-
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lores de p cada vez mais préximos da unidade, en-
quanto o valor mdximo da entropia se aproxima de
zero. Na Fig. podemos observar este comporta-
mento.
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Figura 5 - Diferenga de valores da entropia para duas cadeias de
tamanhos consecutivos com uma densidade fixa.

0.5 !
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Figura 6 - Densidade de mdxima entropia como fungéio de 1—1/M.

Apesar da solugdo combinatéria para o problema
da determinacdo da entropia de cadeias na rede ser
bastante simples, ela ndo pode ser generalizada facil-
mente para outras redes. Isto nos motiva a apresentar
outra maneira de resolver o problema, utilizando o con-
ceito de matriz de transferéncia. E oportuno observar
que um dos modelos mais estudados da Mecanica Es-
tatistica, o modelo de Ising, também foi inicialmente
resolvido em uma dimensdo utilizando uma técnica
combinatéria, mas foi a formulagdo do problema em
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termos de matriz de transferéncia que abriu o cami-
nho para sua resolu¢do em redes bidimensionais. Va-
mos inicialmente formular o problema no ensemble
grande candnico, permitindo que o nimero de cadeias
N, flutue. A funcdo de parti¢do neste ensemble €

E(z, M;N) = 2 MT(N, M;N),  (7)
NP

onde z = exp(u/kpT) é a fugacidade de um
mondmero, sendo p seu potencial quimico e kp a cons-
tante de Boltzmann. O nidmero médio de mondmeros

serd _
z 02

=05 ®)
Podemos definir o comprimento da rede L = Na,

onde a é o pardmetro da rede, distancia entre dois sitios

sucessivos. O potencial grande canoénico € dado por

Ny, =

Oy (T, L) = —kpTInE(z, M;N), 9

no limite termodindmico L. — oo. Podemos definir o
potencial (adimensional) grande canénico como

om(z) = lim Pa

M 1
N-voo kTN’ 19)

de maneira que a fracdo de sitios da rede ocupados por

mondmeros serd dada por

. Nn P (z)

M)= lm — =—2z—777—. 11

p(Z’ ) N E>n<>c> N : 0z ( )

A entropia de gds unidimensional Sy, (U, L, N,,) é

uma relacdo fundamental e suas derivadas parciais de-

finem as grandezas intensivas

1 D K
dSy = —dU + =dL — =dN,,. 12
Sy T U+ T T (12)

Notamos que a pressao p neste caso tem dimensao
de forca. Para sistemas atérmicos como o que esta-
mos considerando aqui, temos que a energia interna
U ¢ identicamente nula, de maneira que a entropia é
fungdo apenas de L e N,,. Assim, para esses sistemas
a temperatura nio estd bem definida, uma vez que o
seu inverso ¢ a derivada parcial da entropia em relacao
a energia interna. Teremos entao que

p  (0Su
T_<6L>Nm’ (13)

B (9Su
r=- (o) 14
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E conveniente observar que, considerando a
observac@o acima sobre a defini¢cdo da temperatura em
sistemas atérmicos, a pressdo e o potencial quimico
também nao estdo bem definidos nesses sistemas. En-
tretando, as razdes dessas varidveis com a temperatura
sdo grandezas intensivas entrépicas bem definidas
(Egs. (@) e (Id)). Definimos a entropia adimensional
por sitio no limite termodindmico por

N—o00,p)=Np/N=Cte kN '

15)

Entdo, vemos que da equagio de estado (I4) vem,

Ism(p) 7
e, portanto,
r / /
sm(p) = —/ In z(p")dp'. (17)
0
1 2 0 0 o 1 2
—o——o—= —o—o

Figura 7 - O mesmo trecho da rede linear com trimeros (M = 3)
mostrado anteriormente. Os indices atribuidos as ligacdes repre-
sentam os estados que definem a matriz de transferéncia.

A expressdo (7)) nos permite obter a entropia a
partir do potencial grande candnico (I0) calculando
a densidade como funcdo da fugacidade z (expressdo
(D) e invertendo esta fung¢do. Para determinar o po-
tencial grande candnico recorremos a técnica da ma-
triz de transferéncia. Para isso, associamos a uma
configuracdo da rede um conjunto de indices, de
maneira que atribuimos um indice = 0,1,2,..., M —
1 a cada ligacdo da rede de acordo com as seguintes
regras: caso os dois sitios que limitam a ligagdo ndo
estejam ocupados por mondmeros da mesma cadeia,
teremos 7 = 0. Caso contrario, o valor do indice é
igual ao nimero de mondmeros da cadeia em questdo
situados a esquerda da ligacdo. Como ilustra¢do, na
Fig. [ mostramos os indices associados ao trecho
da configuragdo de trimeros na rede, onde o indice
¢ pode assumir valores entre 0 e 2. A soma so-
bre configuracdes corresponde a uma soma sobre os
indices, havendo regras sobre as seqii€ncias de indices
permitidas. A contribui¢do de cada sitio da rede a
funcdo de particdo corresponde a um fator z se nele
houver um mondmero e um fator 1 caso contrario. Va-
mos explicitar esta contibui¢cdo em termos dos indices
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das ligacdes a esquerda e a direita do sitio. Tere-
mos TM(0,0) =1, TM(O, 1) = TM(1,2) = ... =
Ty(M —2,M —1) = T(M — 1,0) = z, sendo
nulas as contribui¢cdes de todos os demais pares de
indices por ndo serem configuracdes permitidas. Essas
contribui¢cdes podem ser colocadas na forma de uma
matriz de dimensao M x M. Para o caso especifico de
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trimeros, esta matriz de transferéncia serd dada por

T3 = (18)

N O =
S O W
S N O

Considerando condi¢des de contorno periddicas e
chamando o indice da ligagcdo k de i;, podemos entdao
escrever

E(z, M;N)=> " > Tu(ir,iz)Tas(in,is) ... Tas (i, i1) = Tr(Tas)™. (19)

11 12,03, IN

Na base em que T s € diagonal, teremos:
E(z, M;N) = XY+ 0 + ..+ A\, (20)

onde os A; sdo os autovalores da matriz de trans-
feréncia T',;, em ordem decrescente de seu modulo.
O potencial grande candnico serd

oM (z) =
In AY [1+ <§—3>N+...+ (ﬁ—”f)N]
Jm, v e

Admitindo que o maior autovalor A\; da matriz de
transferéncia ndo seja degenerado, concluimos entdo
que

om(2) =1nAq. (22)

A partir da forma geral da matriz de transferéncia
descrita acima, podemos obter a equagao secular

1-X =z o o - 0

0 -2z 0 - 0

0 o -x z - 0

: S . =0 (23)
0 o -+ =X =z

z 0 o -+ 0 =A

Desenvolvendo o determinante na sua primeira co-
luna, obtemos a equacao secular no caso geral

AM _\M=1_ M, (24)

Derivando a equacdo secular em relagdo a z, vem

_za)\_ M

P= N0z = MM _gaM-1° (25

[

com o = (M — 1)/M. Da equagio secular z =
AM _ A\M=1 ogo:

AM _ \M—1 A—1

pr— pr— . 2
PN — o1~ N g (26)
Invertendo, temos
1 —
A= 2P 27)
L—p

Finalmente, lembrando a expressio (7)) para a en-
tropia e mudando a varidvel de integra¢do de p’ para
)\/

1 A / nM—1y; 9P r_
swlp) = =57 [ WY = 0V hjgRax -
A N ,
2 A ln()‘/ — 1) /

Efetuando as integragdes e substituindo A como
funcdo de p e a, obtemos a expressdo da entropia como
funcdo de M e p,

sm(p) = (1 —ap)In(l —ap) -
(I=p)In(1 = p) = p(1 = a)In[p(1 — a)], (29)

que é equivalente a expressdo (Bl acima.
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3. Equacoes de estado

Vamos agora obter explicitamente as equacdes de es-
tado na representacdo da entropia para o gis de rede
unidimensional de M -meros. Inicialmente, considere-
mos a equacdo para o potencial quimico (). Substi-
tuindo nela a expressao (@) para a entropia, encontra-se

I
= (== (- +

+In (&) —In(1 - p). (30)
Na Fig. abaixo apresentamos curvas para

o potencial quimico como funcdo da densidade de
mondmeros. Nota-se que ele diverge nos valores ex-
tremos da densidade, sendo nulo no ponto em que a
entropia é maxima, ja discutido acima. No limite de
densidades baixas p < 1 teremos

1% 1. p

BN 1
kel = M M 3D

que € o valor esperado para um gés ideal de M -meros,
onde devemos notar que desconsideramos os graus de
liberdade cinéticos.

10

Wk, T

Figura 8 - Potencial quimico como fungdo da densidade para
cadeias de M = 1,2, ...,10 mondmeros.

A outra equagdo de estado nos d4 a pressdo como
funcdo da densidade e da temperatura. Substituindo a
entropia (@) na equagio de estado (I3) obtemos

pa

_ A —
kB—T_ln(1+M p) In(1-p). (32

Observa-se que a pressdo diverge quando p — 1,
o que é esperado dada a interagdo de volume excluido.
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E também interessante verificar o limite de baixas den-
sidades, quando temos k’;“T ~ 47, que é a conhecida
equacdo de estado de Clapeyron para gases ideais. Na
Fig. Dl apresentamos as curvas da pressao como fun¢ao
da densidade, onde se pode verificar o comportamento
linear de gés ideal a baixas densidades e a divergéncia

no limite de rede cheia.

Figura 9 - Pressdo como func¢do da densidade para cadeias de
M =1,2,...,10 mondmeros.

4. Conclusao

Apresentamos aqui uma maneira de obter as pro-
priedades termodindmicas de gases unidimensionais de
M -meros com interacdo de volume excluido. Dada a
simplicidade do modelo, foi possivel realizar todos os
cdlculos analiticamente. Os modelos de M -meros na
rede constituem uma versao discreta de um gds unidi-
mensional continuo de varetas com interacdo de volu-
me excluido conhecido como gés de Tonks [I8]].

Como observamos acima, os cdlculos no ensemble
grande candnico utilizando a matriz de transferéncia
podem ser ainda realizados em modelos mais gerais.
Por exemplo, podemos estudar o modelo em redes
definidas como tiras de largura finita ¢, definindo a ma-
triz de transferéncia de maneira andloga ao que foi feito
acima (caso ¢ = 1). O prego que se paga € que a ma-
triz de transferéncia cresce rapidamente com a largura
da tira, mas ainda com a vantagem de ser muito es-
parsa, o que permite utilizar técnicas numéricas es-
pecificas e muito eficientes na determinacdo do seu
maior autovalor. A rede quadrada corresponde ao limi-
te { — oo dessas tiras, e estudando uma sequéncia de
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tiras de larguras crescentes € possivel se obter estimati-
vas bastante precisas da entropia dos M -meros na rede
quadrada [9]. Apresentamos na Fig. [0 alguns resulta-
dos obtidos desta maneira.
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Figura 10 - Entropia como fun¢do da densidade para M -meros na
rede quadrada

Notam-se aqui que temos alguma diferengas quali-
tativas em relacdo ao caso unidimensional. A en-
tropia ndo mais se anula no limite de rede cheia, como
haviamos ja verificado em relagd@o ao caso dos dimeros.
Além disso, no limite de cadeias infinitas (M — o),
temos no caso bidimensional que a entropia € ndo nula
para qualquer densidade diferente de zero. De fato,
€ simples se constatar que, ao contrario do que acon-
tece na rede unidimensional, uma caminhada auto-
excludente na rede quadrada pode assumir um nimero
muito grande de configuragdes. Finalizamos obser-
vando que este problema, a contagem do nimero de
maneiras de inscrever uma caminhada autoexcludente
em redes regulares, constitui um desafio ao qual a co-

Stilck e Dantas

munidade cientifica dedicou e continua dedicando bas-
tante esforco ao longo de vdrias décadas, e apresen-
tamos a referéncia [[10] como um exemplo de estudos
deste tipo.
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