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Capacitor Cilindrico Excéntrico

Eccentric cylindrical capacitor
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Consideramos o capacitor cilindrico com a placa interna fora de centro e calculamos a capacitancia
correspondente usando a técnica da transformagcao conforme. Observamos que a capacitancia pode
ser ampliada e a quantidade de material para construir o capacitor pode ser reduzida com a geome-
tria excéntrica.Este resultado pode ser usado como tutorial de uma aula experimental para medir
o efeito da excentricidade na capacitdncia e na construc¢io do capacitor cilindrico.

We counsider the cylindrical capacitor with the inner plate out of centre and we calculate the corres-
ponding capacitance using the conformal transformation technique. We observe that the capacitance
may be amplified and the quantity of material to construct the capacitor may be reduced with the
eccentric geometry. This result can be used as a tutorial for an experimental lecture in order to me-
asure the effect of the eccentricity in the capacitance and also in the construction of the cylindrical

capacitor.

I Capacitores

I.1 A utilizacao dos capacitores

Um capacitor é um dispositivo utilizado para ar-
mazenar energia, na forma de energia potencial, con-
tida em campos elétricos. Os capacitores tém véarias
aplicagbes além de servirem como armazenadores de
energia. Eles constituem elementos importantes nos
circuitos elétricos de transmissores e de receptores de
radio e televisdo. Os capacitores microscdpicos formam
os bancos de memdéria dos computadores. Tais campos
elétricos sdo significativos também pela informacao liga-
desliga que a presenca ou auséncia deles proporciona.

1.2 Capacitancia

Os capacitores se apresentam numa grande varie-
dade de tamanhos e formas. Entretanto, os elementos
basicos de qualquer capacitor sao dois condutores iso-
lados de formatos arbitrarios. Chamamos tais condu-
tores de placas, quaisquer que sejam suas geometrias.
Sao bem conhecidos os capacitores de placas paralelas,
os esféricos e os cilindricos.

Quando um capacitor é carregado, suas placas ad-
quirem cargas iguais, mas de sinais opostos, +@Q e —(Q).
Entretanto, referimo-nos a carga do capacitor como
sendo meramente (), o valor absoluto das cargas sobre
as placas.

Uma vez que as placas sao condutoras, elas cons-
tituem superficies equipotenciais. Além disso, existe
uma diferenca de potencial entre as duas placas, repre-
sentada por V;.

A carga @) e a diferenca de potencial V; para um ca-
pacitor sao proporcionais entre si e mediadas por uma
grandeza C', isto é,

Q=C" (1)

onde a constante de proporcionalidade C é chamada
capacitancia do capacitor. Este parametro, tal como
é conhecido, deve depender apenas da geometria das
placas. No entanto, mostraremos um resultado interes-
sante neste trabalho.

A unidade da capacitancia no Sistema Internacional
de unidades é o coulomb por volt, ou farad (F).

1.3 O Capacitor Cilindrico

A Fig. 1 mostra a secio transversal de um capa-
citor cilindrico de comprimento L, formado por dois
cilindricos coaziais de raios R; e Rp. Supomos que
L >> R;, de modo que podemos desprezar a “dis-
torcao” do campo elétrico que ocorre nas extremidades
dos cilindros. Cada placa contém uma carga de médulo
Q. O potencial elétrico na placa externa é igual a Vi,
enquanto a placa interna encontra-se aterrada, isto é,
V=o.
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Figura 1. Segao transversal de um capacitor cilindrico com
raios R1 e R». A placa interna encontra-se aterrada en-
quanto a externa estd a um potencial V;. As placas tém
carga @ de sinais opostos.

A fim de calcularmos a capacitancia, primeiramente,
escrevemos a Lei de Gauss,

7! Beai= Qint @)
€0
onde E é o campo elétrico, €9 é a permissividade
elétrica do vacuo, Q;n: é a carga contida dentro de uma
superficie gaussiana e a integral é calculada sobre esta.
Para o capacitor cilindrico, as superficies equipo-
tenciais, na Fig. 1, sao cilindros concéntricos, onde as
linhas de forca sao retas radiais. Entao, como superficie
gaussiana, escolhemos um cilindro de comprimento L e
raio . A equacgdo (2) nos dé

Q =ecoEA =¢eoE(2nrL) (3)
e, resolvendo para F, obtemos:
Q
E=—"— 4
2meorL ’ ()

que é o valor absoluto do campo elétrico radial.
Mas sabemos que

E=-VV (5)

onde V é o potencial elétrico. Desta relacdo temos,
Q Ry

In — 6

27T80L . RQ ( )

Mas, como desenvolvido em [1], a expressdo do po-
tencial elétrico em qualquer secao transversal entre as
placas é dado por:

Vi=

V1 T
(gL 7
lng—;n32 @

Substituindo a relagdo (6) em (1), obtemos

Ry

L
C = 2mep— 8)
| R

Admitindo que as placas sdo homogéneas ao longo do
comprimento do capacitor, projetamos o capacitor no
plano definindo um C’, denominado capacitincia por
unidade de comprimento, dado por:

271’50

¢’ 9)

T ln B

In Vo

A partir dessa equacdo, vemos que a capacitancia
por unidade de comprimento de um capacitor cilindrico

concéntrico depende somente de fatores geométricos,
R1 e RQ.

1.4 Capacitancia com um Dielétrico

Quando o espaco entre as placas de um capaci-
tor estd completamente preenchido com um material
dielétrico, a capacitancia fica aumentada por um fator
k, chamado constante dielétrica, que é caracteristica do
material. Numa regido completamente preenchida por
um dielétrico, todas as equagdes eletrostaticas contendo
go devem ser modificadas substituindo-se ¢ por keg.

Os efeitos da adicdo de um dielétrico ao capacitor
podem ser entendidos fisicamente em termos da acao
de um campo elétrico sobre dipolos elétricos perma-
nentes ou induzidos na lamina dielétrica. O resultado
é a formacao de cargas superficiais induzidas cuja pre-
senca resulta no enfraquecimento do campo no interior
do dielétrico.

II Transformacao Conforme

O potencial elétrico no interior de um capacitor
cilindrico concéntrico é dado pela expressdo (7), porém
0 Nnosso interesse é encontrar uma expressao do poten-
cial elétrico para um capacitor cilindrico para qualquer
valor de ezcentricidade. Para isto, procuramos uma
transformacao conforme (TC) que leve a geometria ndo-
concéntrica a uma onde os circulos estao concéntricos,
para entdo escrever uma relacdo para o potencial se-
melhante & da equagdo (7), porém com dependéncia
na excentricidade. A partir dai, questionamos qual é o
comportamento da capacitancia em funcao da excentri-
cidade. O estudante que nao estiver familiarizado com
a técnica da TC pode encontrar no livro do Churchill
[2] e do Arfken [3] uma boa leitura.

De acordo com [4 e 5], existe uma transformagcéo
conforme que leva a geometria de dois circulos nao
concéntricos (PLANO Z) a uma onde eles estdo
concéntricos (PLANO W), dada por:

aZ +b
W_bZ+a (10)
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W = = 11
bZ +a (11)
cuja inversa é
aW —b
7 = —— 12
—bW +a (12)

onde a e b sdo parametros que dependem da confi-
guracdo dos circulos e as barras significam complexos
conjugados. O leitor pode verificar como os pontos do
Plano Z sdo mapeados no Plano W, simplesmente co-
locando as coordenadas (z,y) em Z e obter as corres-
pondentes coordenadas (u,v) de W (veja Apéndice para
verificar como (z,y) se relacionam com (u,v)). Na fi-
gura 2 ilustramos a transformagao.

A condigdo para que exista a TC e a sua inversa,

]

P2 = % {[(1 —26%) + (6% — 13
s 1+ [r’2(52 — r%)]
(1473 =062 (1—r2)
(240 —13)
(1+7r2—52)(1—r7?)

o=

Flean Complesn £

Mlano Comploxn W

Figura 2. Tlustracdo esquemdtica de uma transformacao
conforme que leva dois circulos excéntricos a dois
concéntricos. O raio interno r» é transformado em r' en-
quanto o raio externo r; é transformado para R;.

estabelecendo uma dependéncia explicita de v’ em ter-
mos dos pardmetros (re,d). Note-se que a igualdade
0 =0implicaem ' =73, a =1, b=0 eaTCse
torna a transformacao identidade Z = W.

Uma vez que os principais passos da TC estao apre-
sentados, a capacitancia por unidade de comprimento
para o capacitor cilindrico excéntrico pode entao ser
calculada. Isto é, quando aplicamos a T.C, o raio
interno passa assumir o valor 7, e os cilindros ficam
concéntricos. Nesta configuracio, a capacitancia é dada
pela equacdo (9) e é reescrita como:

2
C' =50 (18)
ln P

para todos pontos do plano, é que (a* —b?) # 0. Se
a’? = b?, a tranformacio (10) torna-se uma constante.
A escolha de que o circulo externo tenha raio unitario
determina que ZZ = 1 (equagdo do circulo centrado
na origem em varidveis complexas) e isto implica que
WW = 1 para este circulo, logo r; = R; = 1. Antes da
TC, o circulo interno é dado pela equacao,

(Z+9) (Z + 5) =rs (13)
e depois da TC, a equagao para o circulo interno é
WW =" (14)

Conseqiientenente, com essas condicoes e apds ex-
tensas manipulagoes algébricas, chegamos a:

>ﬂ—¢w—%%+w—@mﬁ46} (15)

mostrando que C' = f(r'(r2,0)) e que depende por-
tanto, implicitamente, da excentricidade 4.

Para que o leitor possa ter um pouco mais de con-
tato com a algebra complexa da TC, apresentamos
um apéndice na Secdo IV, relacionando as varidveis
do plano complexo W, que representa a geometria
concéntrica, com as variaveis do plano complexo Z, que
representa a geometria nao-concéntrica.

IIT Resultados e Conclusoes

Com relacdo a equagao (18), nés observamos que, para
todo 7' < 1, se r' decresce, a capacitancia decresce.
O contrario também se verifica: se r’ cresce, a capa-
citdncia aumenta. Para o limite ' = 1, que representa
o caso quando as placas estdo em contato, a equacio
(18) néo estd definida pois C' tende ao infinito.

Embora seja conhecido que a capacitancia sempre
cresce com a aproximacao de condutores de cargas opos-
tas, neste sistema a medida que o circulo interno se
aproxima do circulo externo pela esquerda, com a va-
riacdo da excentricidade ¢, ele se afasta do circulo ex-
terno pela direita. Isso torna interessante o estudo da
capacitancia deste sistema.

Um ponto importante é entender a relacdo entre r’
e os parametros (r2,6). A Fig. 3 mostra um grafico
de r' (raio interno transformado) contra 7o (raio origi-
nal do circulo excéntrico) para um ¢ ndo nulo fixado,
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onde observamos que ' é sempre maior que r>. NOs
usamos varios valores para § para checar este resultado
e observamos para qualquer §, 7’ > rs.

A excentricidade contribui na equacdo (18) forne-
cendo um valor de ' maior do que 73, e de acordo com
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a andlise anterior a capacitancia por unidade de com-
primento serd maior que o caso concéntrico correspon-
dente, o qual contribui com rs na equacao (18). A Fig.
4 mostra a capacitancia como funcdo do raio interno
para um capacitor concéntrico e excéntrico.
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Figura 3. Gréfico da equacdo (15), r' como fung¢éo de r2 com o valor de § = 0.5 fixado. Observamos que r’ é sempre maior

que r2. A reta de 45° é para facilitar a visualizacao.
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Figura 4. A capacitancia por unidade de comprimento como fun¢ido de r» para as duas configuragdes, a concéntrica e a
excéntrica. Para cada valor de r2, o excéntrico contribui com r’ na equagao (20).
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Consequientemente, é possivel melhorar a perfor-
mance do capacitor sem propriamente fazer uma
mudanca geométrica; as placas continuam sendo
cilindricas, mas dispostas de maneira diferente. Este
resultado pode ser checado experimentalmente e pode
ser de interesse para o desenvolvimento de componen-
tes eletronicos. Os cdlculos aqui apresentados servem
de suporte tedrico para guiar uma montagem experi-
mental a fim de medir a capacitancia de um capacitor
cilindrico excéntrico.

Para concluir, queremos enfatizar que os nossos re-
sultados permitem economizar material na construcao
de um capacitor cilindrico. Suponha-se que o objetivo
seja obter um capacitor com uma determinada capa-
citancia C, por exemplo. Isso pode ser alcancado por
dois caminhos, um com a geometria concéntrica para
um dado raio interno Rs, e outro com a geometria
excéntrica para um raio interno r» < R», o qual, quando
teoricamente transformado, produzird o Ry desejado e
a mesma capacitancia C'. Ou seja, a capacitancia pode
ser amplificada e a quantidade de material para cons-
truir as placas do capacitor pode ser reduzida com a
geometria excéntrica.

IV  Apéndice

A seguir, fazemos um quadro indicando as varidveis nas
duas geometrias: caso concéntrico e excéntrico.

PLANO W PLANO Z
(Concéntrico) (Excéntrico)
W =u+iv Z =x+1y
U, x,y
r,0 pyp
u = T1cosf T = pCcosy
v =rsinf y = psiny

Tabela 1. Varidveis referentes ao PLANO W e
PLANO Z.

A partir desta tabela, fazemos conexbes entre
as varidveis do plano concéntrico (PLANO W) e
excéntrico (PLANO 7).

Escrevemos as varidveis polares do PLANO W
(Concéntrico) em funcdo das varidveis polares do
PLANO Z. Para isto, utilizamos a relagio (10),

aZ +b

= 19

bZ +a (19)

Mascomo Z = x+iy e W =u+iv entdo obtemos,
. a(x+iy) +b

W= (u+iv) = ———— 20

(utiv) = g (20)

o que nos d4,

u - ab(z? + y?) + ab+ (a® + b))z (21)
N b2 (x% + y2) + 2abz + a?
(a®> —b%)y

b2 (22 + y?) + 2abzx + a®

(22)

Substituindo as relagbes © = pcosp e y = psinp nas
relagoes (20) e (21) acima, obtemos:

_abp® +ab+ (a® + b*)pcos (23)
N b2p2 + 2abp cos p + a2

a® — b?) psin
y = | ) psing (24)
b2p2 + 2abp cos ¢ + a?

Sabendo que 72 = u? + v? e tanf =
expressoes seguintes:

w » chegamos as

»  a’p®+2abpcosp +b?
T 2.2 2 (25)
b%p? + 2abpcosyp + a

1 psinp(a® —b%)
= 2
6= tan <ab(p2+1)+pcos¢(a2+b2) (26)

que determinam as relacbes que transformam as
varidveis polares do PLANO Z ndo-concéntrico com as
do PLANO concéntrico W.

Por outro lado, uma vez que existe a TC inversa,
podemos obter as varidveis do PLANO Z em termos
daquelas do PLANO W. As equagdes sdo andlogas as
equagdes (22), (23), (24) e (25).

Utilizamos agora a equagio (12):

aW —b

J=————— 2
bW +a (27)

ComW =u+iveZ =xz+1iya
equacao (12) fica:

. a(u+iv) —b
Z = = 2
(@ +iy) —b(u+iv)+a (28)
o que nos da:
. - —ab(u? + v?) —ab + (a®> + b*)u (20)
b2 (u? + v?) — 2abu + a®
a’® — b’
y = o ) (30)

b2 (u? + v?) — 2abu + a?

Substituindo as relacoes u = r cosf e v = rsin§ nas
relagdes (27) e (28) acima obtemos:

—abr? —ab + (a® + b*)r cos
= 1
v b2r2 — 2abr cos 6 + a? (31
(a® — b*)rsin@

= 2
y b2r2 — 2abr cosf + a? (32)
(33)
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Sabendo que p? = z* + y? e tanp = £ | chegamos
as seguintes relagoes inversas:

5 a’r? —2abrcosf + b2

= 4
p b2r?2 — 2abr cos 0 + a? (34)

~ tan! rsinf (a® — b?) (35)
v = tan rcosf (a? + b%) —ab(r2 + 1)

que transformam as varidveis polares do PLANO 7
(Nao-Concéntrico) e o PLANO W (Concéntrico).
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