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Configuragoes centrais planares encaixantes

(Nested planar central configurations)
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Neste artigo estudamos configuragoes centrais planares para o problema de seis corpos, mostrando a existéncia
de uma familia de tais configuraces com as seguintes propriedades: os seis corpos estao sobre os vértices de dois
tridngulos equildteros com baricentros coincidentes, estando o tridngulo equildtero de lado menor girado de /3

em relacao ao triangulo equilatero de lado maior.

Palavras-chave: problema de n corpos, configuragoes centrais planares.

In this paper we show the existence of a family of planar central configurations for the 6-body problem with
the following properties: the six bodies are on the vertices of two equilateral triangles with common barycenters
and the smaller triangle is rotated of 7/3 with respect to the larger one.

Keywords: n-body problem, planar central configurations.

1. Introducgao

O classico problema de n corpos em mecanica celeste
consiste no estudo da dinamica de n massas interagindo
de acordo com lei da gravitacao universal proposta por
Newton [1]. Considere n particulas de massas positivas
m; ocupando posicdes ¢; € IR, i = 1,2,...,n. Deste
modo, as equacgoes diferenciais que regem o problema
de n corpos sao dadas por

.. qi — 4j
Qi:_z : ,]|37 (1)

m;
i ‘Qi — 4y

parai=1,2,...,n. Em (1) estamos adotando um re-
ferencial em relacdo ao qual a constante de gravitacao
universal tem 1 unidade.

Dizemos que as n massas formam uma configura¢ao
central se o vetor aceleracao de cada particula é pro-
porcional ao seu vetor posicao relativo ao centro de
massa do sistema, ou seja, se existir A positivo tal que
gi = Aq;, para todo i = 1,2,...,n. Assim, da Eq. (1),
as equagoes que regem o problema de m corpos numa
configuracao central sao dadas por

)\Qi:_z

J#i

qi — gj
lai — a5
parat=1,2,...,n.

O estudo das configuragoes centrais remonta de
longa data e existe uma vasta literatura a esse respeito,

1E-mail: Ifmelo@unifei.edu.br.

Copyright by the Sociedade Brasileira de Fisica. Printed in Brazil.

Dedicado ao professor Sdnei de Brito Alves (in memorian)

como, por exemplo, os livros de Wintner [2] e Hagi-
hara [3]. Recomendamos o artigo de Moeckel [4] e as
referéncias 14 citadas para um estudo abrangente das
configuracgoes centrais. As solugbes colineares encon-
tradas por Euler [5] para o problema de trés corpos
bem como as solugoes triangulares encontradas por La-
grange [6] para o problema de trés corpos de massas
iguais sao exemplos classicos de configuracoes centrais.

As configuragoes centrais permitem obter as tinicas
solugoes explicitas do problema de n corpos conhecidas
até hoje, que sao as chamadas solugcoes homogrificas,
para as quais as razoes das distancias mutuas entre os
corpos permanecem constantes. Além do mais, as con-
figuragoes centrais estao relacionadas com algumas mo-
dificagoes topoldgicas dos conjuntos de nivel de energia
h e de momento angular ¢ do problema de n corpos [7].

Pouco se sabe a respeito das configuragoes centrais
para n > 4. Para o caso colinear, Moulton [8] mostrou
que existem n!/2 possiveis configuragdes centrais, uma
para cada ordenacao das massas, para qualquer escolha
de massas positivas. Para o caso das configuragoes cen-
trais planares, onde as particulas estao num mesmo
plano, sabe-se, dentre outras coisas, que n particulas de
massas iguais sobre os vértices de um n-agono regular
formam uma configuracao central, generalizando assim
o resultado de Lagrange quando n = 3. Vale observar
que uma configuracao central planar d& origem a uma
familia de orbitas na qual cada particula descreve uma
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conica com um foco no centro de massa.

Motivado pelos estudos de Euler e Lagrange, o sexto
dos problemas propostos por Smale [9] como desafios
matematicos para o século XXI cita uma questao co-
locada por Wintner para as configuragoes centrais pla-
nares: para um dado conjunto de n massas positivas,
o numero de configuracoes centrais planares nao equi-
valentes (médulo rotagoes, translagoes e dilatagoes) é
finito? Recentemente, Hampton e Moeckel [10] respon-
deram afirmativamente a questao acima para n = 4,
mostrando que, neste caso, o nimero de configuragoes
centrais planares nao equivalentes estd entre 32 e 8472.

Uma notavel familia de configuracoes centrais pla-
nares foi obtida recentemente por Hampton [11] para o
caso de cinco corpos: trés massas (sendo duas iguais)
estao sobre os vértices de um triangulo equilatero
(como no caso de Lagrange) e as outras duas mas-
sas (iguais) estdo simetricamente posicionadas no in-
terior do tridangulo. Em outras palavras, Hampton
obteve exemplos de configuracoes centrais planares com
a seguinte propriedade: um subconjunto das massas
ainda forma uma configuracao central planar, no caso
a solugao equildtera de Lagrange.

Neste artigo, caminhamos na mesma dire¢cao apon-
tada por Hampton, obtendo uma familia de confi-
guragoes centrais planares para o problema de seis cor-
pos tendo as seguintes caracteristicas: trés corpos de
massas iguais M estao sobre os vértices de um triangulo
equildtero de lado 1 (como no caso de Lagrange) en-
quanto que os outros trés corpos de massas iguais m
estao sobre os vértices de um outro triangulo equildtero
de lado 0 < @ < 0.41388 (como no caso de Lagrange).
Os dois triangulos equildteros tém baricentros coinci-
dentes e o segundo estd rotacionado de /3 em relagao
ao primeiro (Fig. 1).

m

Figura 1 - Configuragbes centrais encaixantes.

2Ref. [3], p. 241.
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2. Configuracoes centrais planares para
o problema de seis corpos

As Egs. (1) formam um conjunto de 2n equagoes para
o caso de configuragoes planares. Alternativamente,
vamos trabalhar aqui com um sistema equivalente de
n(n — 1)/2 equagodes proposto por Dziobek.?

fij = Z my (Rik — Rjr) Nije =0, (3)
ki)
onde
1 1
Rij=— = Aijr = (¢ — ¢5) N (@ — ar)-

T3 4 — qj*’

Observe que A;j; ¢ o dobro da érea orientada do
triangulo com vértices em ¢;, g; e gi, nesta ordem. As-
sim, Aijk = Akij (§] Aijk = _Aikj7 para todo i,j,k‘. E
claro que R;; = Rj;, para todo i, j.

Para o nosso caso, onde temos seis corpos de acordo
com a Fig. 1, valem as seguintes igualdades

Rig = Ri3 = Rz =1, Ry = Rug = Rsg = a”°,

R34 = Ri5 = Rog,
Ri4 = Rig = Roa = Ros = R35 = Rag,
Ajgy = A1z = Aozs, Auge = Aosa = Azes,  (4)
Aqzs = Agze = Aozg = A6 = Aqgg = Agsa,
Avas = Arse = Asea = Aza5 = Agpa = Aose.

Portanto, devemos procurar massas positivas m,
i = 1,...,6, que satisfacam as Eqgs. (3) sob as hipé-
teses descritas pelas Eqgs. (4). Estamos assumindo ta-
citamente que os triangulos sao equilateros, com bari-
centros coincidentes e que o triangulo de lado a estd
no interior da regiao limitada pelo triangulo de lado 1.
Isto implica que 0 < a < 1/2.

Das Egs. (3) e (4), temos

fi12 =0 <= (Ri5 — Ra5)A125(ms —mg) =0
= M35 = Mg;

f13 =0 <= (R35 — R15)A134(myg —ms) =0

<= My = Msx;

fa3 =0 <= (Ras5 — R15)Ag34(my —mg) =0
= M4 = Meg;

fas =0 <= (Ra5 — Ri5)A145(m1 —m3) =0
<= M1 = Mm3;

fa6 = 0 <= (Ra5 — Ri5)Az46(m2 —m3) =0
<= M2 = M3}
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fs6 = 0 <= (Ri5 — Ras)A156(m1 — m2) =0
<~ M1 = my.

Das consideragoes acima resulta que devemos ter
mi1 =me =mg =M, my =ms=mg=m. (5)

Substituindo as Egs. (5) e (4) nas nove equagoes res-
tantes da Eq. (3), resulta ou em igualdades da forma
0 = 0 ou na seguinte equacao

M[(1 — Ro5)A142 + (1 — Ry5)Aq43] +
m[(Ris — Ra5)A1as + (Ras — Ras)A1s6] = 0, (6)

a qual pode ser escrita como

m _ (1 — R25)A142 + (1 — R15)A143 (7)
M (Ras — Ri5)A145 + (Ras — Ros)A1s6’

visto que o denominador (Ry5 — Ri5)Au4s + (Ras —
R25)A146 > 0.

Temos o seguinte teorema.
Teorema 2.1 Seja r o raio da circunferéncia circuns-
crita ao triangulo com vértices em my, ms e mg, de
acordo com a Fig. 1. Para cada

0 <7 <0.23895... (8)

existem massas positivas M e m tais que as massas
mi = mo = m3 = M e my = ms5 = mg = m estao
numa configuracao central planar encaizante conforme
a Fig. 1.
Prova. De acordo com as andlises anteriores basta
mostrarmos que para r satisfazendo (8) o numerador
(1 — R25)A142 + (1 — R15)A143 de (7) é positivo. Sem
perda de generalidade, podemos considerar um sistema
ortogonal de coordenadas com o vértice m; na origem,
de tal modo que o vértice mo esteja sobre o eixo ho-
rizontal e o vértice mg esteja no primeiro quadrante.
Assim, m; = (0,0), mo = (1,0), mz = (1/2,v/3/2),
my = (1/2, —r+v/3/6), ms = ((1+7v3)/2, (3r+/3)/6)
ems = ((1—7rv3)/2,(3r++/3)/6). As distancias 75 e
ro5 em funcao de r sao facilmente obtidas a partir das
coordenadas acima. As areas orientadas Aj4s € Aqys
em funcgao de r sao dadas por

6r — V3
12

3r++/3

A =
142 12

’ A143 -

Observe que, para 0 < r < +/3/6 (valores inicial-
mente permitidos para r), Ajys < 0 e Ay > 0.
Nao é dificil vermos que para r dado em (8) a fungéo
g(r) = (1 — Ro5)Aq14o + (1 — Ry5)Aq43 é positiva. Na
Fig. 2 apresentamos um esbogo do grafico da funcao
g(r) em termos de r. Deste modo, para cada r satis-
fazendo (8) a razdo m/M é positiva e o teorema estd
demonstrado.
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Em termos do comprimento a do lado do triangulo
equildtero menor, o teorema acima pode ser reescrito
exigindo-se que

0<a<0.41388....
g(r) 4

»

0 \9.23395 r

Figura 2 - Gréfico de (1 — Ra25)A142 + (1 — Ri5)A143 em fungdo
de r.

3. Observagoes finais

Um resultado similar ao Teorema 2.1 pode ser encon-
trado no Coroldrio 5, p. 2164 da Ref. [12]. Gostarfamos
de salientar que na Ref. [12] hipSteses extras foram
tomadas. De todo modo, acreditamos que a demons-
tragao do Teorema 2.1 apresentada aqui ¢é simples, ele-
gante e independente.

Seguindo a mesma linha de trabalho apresentada
neste artigo, é possivel encontrar outra familia de confi-
guragoes centrais planares encaixantes para o problema
de 6-corpos, de modo que o triangulo equilatero de lado
menor nao esteja rotacionado em relagao ao triangulo
equilatero de lado maior. Deixamos esta verificacao a
cargo do leitor.
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