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O problema consiste em determinar a trajetéria (entre dois pontos dados) de menor tempo de um corpo, que

parte do repouso, restrito a se mover numa superficie esférica e sujeito a um campo gravitacional constante.

Através da equacao de Euler-Lagrange, obtém-se uma expressdo para o tempo total de percurso. O problema foi
resolvido numericamente usando técnicas de fisica computacional e foram obtidos valores numéricos para alguns
casos particulares usando o software Mathematica, os quais foram comparados com o tempo de queda livre e com
o tempo que o corpo levaria caso se deslocasse pela geodésica da esfera (que liga os dois pontos dados). Além
disso, foi estudada a dependéncia do tempo que o corpo leva para chegar ao final da trajetéria com a posigdo na
qual ele é solto numa mesma curva de tempo minimo (andlogo ao problema da tautdcrona no plano).
Palavras-chave: Equacgdo de Euler-Lagrange. Braquistécrona. Shooting method.

The problem is to find the path (between two given points) of minimum time of a body, which is released from
rest, restricted to a sphere surface and under a constant gravitational field. Using Euler-Lagrange equation, it
is found a expression to the total travel time. The problem was solved numerically using computation physics
techniques and some numerical values were obtain using the software Mathematica, which were compared with
the free fall time and with the time that the body would do if it moved in the sphere geodesic (which connects
the two given points). Besides, it was studied the time dependence of the body with the position in which it is
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released in a same path of minimum time (analogous to the tautochrone problem in the plane).
Keywords: Euler-Lagrange equation. Brachistochrone. Shooting method.

1. Introducao

Neste trabalho, foi resolvido um problema de otimiza-
¢do que consiste em determinar a trajetéria (entre dois
pontos dados) de menor tempo de um corpo, que parte
do repouso, preso a superficie de uma esfera e sujeito a
um campo gravitacional constante. Esse problema ja foi
resolvido quando o corpo esta preso a um plano vertical
(com o vetor gravidade contido no plano). A curva obtida
para esse caso mais simples é uma cicloide ou braquisté-
crona, o que explica o titulo deste trabalho. As solucoes
desse caso podem ser encontras nas referéncias 1] e [2].

E importante enfatizar que o corpo estd sempre preso
a superficie esférica, o que pode parecer contraditério
fisicamente & primeira vista. Numa situagdo real, por
exemplo, se soltarmos um corpo no equador da esfera,
ele ndo ficard restrito a se mover na superficie e caira
verticalmente. Contudo, no problema abordado neste
trabalho, impomos que o corpo esteja preso a superficie
esférica e o nosso objetivo é achar qual caminho tem
o tempo de percurso minimo. Tal caminho pode ser
realizado experimentalmente usando tubos.

Na secao embasamento teérico, é feita uma breve des-
cricado dos métodos matematicos para resolver o problema.
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Para solucionar o problema proposto, primeiro obteve-
se uma expressao para o tempo total de percurso dado
através de uma integral. Entao, utilizou-se a equacao de
Euler-Lagrange para minimizar o valor dessa integral.
Assim, chegou-se a uma equacao diferencial de primeira
ordem que fornece o percurso ao longo da superficie esfé-
rica (para o presente problema, pode-se usar uma integral
primeira da equagao de Euler-Lagrange que fornece di-
retamente uma equagao diferencial de primeira ordem).
Tal equacao diferencial foi manipulada algebricamente e
resolvida numericamente, devido a sua complexidade. Ao
final, obteve-se o tempo total de percurso através de uma
integral, a qual foi calculada usando o software Mathe-
matica, uma vez que essa integral era dificil de resolver,
tendo em vista que ela possui uma singularidade num
dos extremos do intervalo de integragdo. Assim como no
caso restrito ao plano, a solugao obtida difere do caminho
de comprimento minimo entre os dois pontos dados, isto
é, a curva achada néo é a geodésica da esfera.

Para testar a solucdo numérica, foi determinado o
tempo que o corpo leva para percorrer a geodésica entre os
dois pontos dados, o qual sempre foi maior do que o para
a curva determinada pela equacdo de Euler-Lagrange
para os casos particulares testados. Calculou-se também
o tempo de queda livre que o corpo levaria se percorresse
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a diferenca de altura entre os dois pontos dados, apenas
para ter uma ideia da ordem de grandeza do tempo. Além
disso, concordando com o previsto, os tempos de queda
livre foram menores do que os tempos no caminho de
tempo minimo.

Ja que a curva deve sair de um ponto A e chegar a
um ponto B, o problema ja possui as suas fronteiras
determinadas. Assim, foi utilizado o shooting method
para garantir que a curva comece em A e termine em
B. Nessa etapa, foi utilizada a regra de Simpson para
calcular certas integrais. Tais métodos sao discutidos
em [3] e [4]. O shooting method seréd suficientemente
discutido durante a explicagdo da solugao numérica.

Em seguida, calculou-se a posi¢ao espacial de alguns
pontos para certas trajetorias de curvas de tempo minimo
e geodésicas. Com os dados obtidos, gerou-se imagens
dessas trajetérias para visualizar a diferencga entre elas.

Por fim, foi estudada a dependéncia do tempo que o
corpo leva para chegar no ponto mais baixo da curva com
a posigao na qual ele é solto numa mesma curva de tempo
minimo. A motivacdo para isso foi a seguinte: num plano
vertical, considere uma curva que comega num ponto A e
termina num ponto B. Ela é tal que para qualquer posicao
na qual o corpo é solto entre os pontos A e B, o tempo
total de percurso até ao seu ponto mais baixo é constante.
Tal curva se chama tautdcrona e uma possivel solugao é
a braquistécrona (conforme constatado na referéncia [6]).
Neste trabalho, foi constatado que a "braquistécrona na
esfera’nédo coincide com a "tautdcrona na esfera”.

2. Embasamento Tedrico

Em muitos problemas de otimizacao, chega-se a expres-
soes do tipo

ty

Jyl= [ Ly,y', t)dt (1)

to

na qual L(y,y’,t) é uma fungao de y, ¥’ e ¢, com y sendo
uma fungéo de t. Exemplos de J[y] sdo o tempo total de
percurso, a energia total de um sistema ou a distancia
(medida ao longo da superficie) entre dois pontos. Deseja-
se minimizar ou maximizar a expressao . Contudo, ha
multiplos valores que o resultado da integral pode assu-
mir, pois hd infinitas fungoes y(t) possiveis que se pode
substituir em , o que dara infinitos valores diferentes
para J (Por isso, se escreve J[y|, pois J é uma fungao
de uma outra funcao y; além disso, J s6 assume valores
reais, quando isso acontece, chama-se J de funcional).

Conforme discutido em [1], 2], [5] e [7], para achar um
extremo de (|1f), utiliza-se a equagdo de Euler-Lagrange,
que é uma equagao diferencial a qual ird determinar y.
A equacao de Euler-Lagrange é

d

Eyf%

L, =0 2)
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em que £, e L, sdo as derivadas parciais de £ em
relacao a y e v/, respectivamente. Para utilizar a equacao
de Euler-Lagrange, £ e y devem satisfazer:

o y =y(t), sendo necessério que y esteja definido no
intervalo [to,tf].

e y deve ter a sua segunda derivada continua no
intervalo [to,t¢].

o L deve ter derivadas parciais até de segunda ordem
continuas em relagdo a todos os seus argumentos.

Além disso, a equacio é uma equacao diferencial de
segunda ordem, que ndo necessariamente possui solucao
ou quando possui, pode nao ser tnica. Em geral, é neces-
sario impor restricoes sobre a equacao diferencial para
garantir a existéncia de solugdo, como discutido em [6].
Normalmente, varias condi¢bes sdo impostas, entre as
quais, determinar as condigdes iniciais, isto é, especificar
os valores de y(tp) e 3/ (to) ou determinar as condigoes de
contorno, isto é, especificar os valores de y(to) e y(ty).

Um caso particular de interesse é quando £ = L(y,y’)
nao depende explicitamente da variavel de integracao t.
Segundo a referéncia [5], obtemos uma equagao diferencial
de primeira ordem para y dada por

L—yLy =k (3)

onde k depende das condigbes iniciais ou de fronteira.
Note que sao necessarias duas condi¢oes dadas pela si-
tuacgao fisica para resolver o problema: uma para poder
determinar k e a outra para solucionar a equagao dife-
rencial de primeira ordem.

3. O problema

Counsidere um corpo de massa m que apenas pode se
mover sobre uma superficie esférica de raio R e que estd
num campo gravitacional constante de intensidade g. Ele
parte do repouso de um ponto A da superficie esférica e
vai até um ponto B. Qual é a forma da curva entre A e
B para que o tempo de percurso seja minimo?

Solugao:

Considere o eixo z paralelo ao campo gravitacional
e com o sentido positivo contrario ao vetor gravidade.
Considere a origem do sistemas de coordenas no centro
da esfera. Seja v a velocidade do corpo. Pela conservagao
de energia,

AElc = Wpeso
mu?
= 5 = mg(zo — 2)
= v=1/2g(2 — 2)

em que zq ¢é altura inicial. Sabendo que ds = vdt, em que
s é o comprimento de arco e t, o tempo, tem-se
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ds x +y5+ 25

dt = — ==+
29(z0 — 2) 29(z0 — 2)

(4)

onde escolhemos o angulo ¢ para parametrizar a curva.
Assim, x4 ¢ a derivada de = em relagdo a ¢. Analogamente
para ¥4 € 2. O sinal na frente da raiz depende do sinal
de g—;, que pode ser positivo ou negativo a depender
das posicoes dos pontos A e B. Utilizando coordenadas
esféricas (vide Figura , tem-se:

2z = Rsinfcos ¢ (5)

y = Rsinfsin ¢

z = Rcosf

Assim, as derivadas em relagdo a ¢ das componentes
sao:
zgy = R(04 cos b cos ¢ — sin fsin ¢)
Yo = R(04 cosfsin ¢ + sin 0 cos )

o = —ROysind

Substituindo em ({4)) e sabendo quezg = R cos p, obtém-
se:

B R((sin6)? +63)
dt = i\/Qg(cos 0y — cos ) d¢ (©6)

Assim, queremos minimizar o tempo total do percurso,
que é dado pela seguinte expressao

((sin ) +63)

of
b= /0 2g(cos by — cosB) a¢ Q

O sinal deve ser escolhido de tal modo a t ser positivo.
Note que o funcional na equagao nao depende expli-
citamente da varidvel de integracdo ¢, entdo podemos
usar a integral primeira da equac¢do de Euler-Lagrange
dada pela equacao :

L—04L0, =k

X

Figura 1: Coordenadas esféricas. Fonte [8|
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em que k depende das condigoes de fronteira. Prosse-
guindo,

(sin0)% + 67
(cos By — cos )
9¢ 29¢ 2g

— — 2
\/(COSGO—COSH)2\/(Sin9)2+9§) R

. (sin0)? + 62 — 62 N7
\/(00890 — cos 0)((sin0)% + 63) R
R(sin6)* 22
2gk2(cosfy — cosf) (sin6)” + 0,
Logo,

do 0 -4 R(sin 6)*
do ¢ 2gk?(cos by — cos0)

— (sin6)2  (8)

O sinal na frente da raiz vai depender das condigdes de
fronteira. Por exemplo, se a particula parte do ponto com
¢o =m/4 e 0y =7/4 e vai para o ponto com ¢y =7/3 e
0y = /3, o sinal + deve ser o escolhido.

Nao foi possivel achar solugoes analiticas para as equa-
¢oes (7) e (8). Entdo, adotou-se uma abordagem numérica
para resolver o problema. Como seré visto, o algoritmo
proposto resolve variados casos e possivelmente qualquer
caso.

3.1. Solugao numérica

Vamos reescrever a equagao de uma maneira mais
conveniente, denotando R/(2gk?) = c:

@—i cos By — cos )
o c(sin 0)* — (sin 6)2(cos 6y — cos 6)

Integrando em relagdo a 6, obtemos:

P(0) — &(6o) =

cos g — cos 0’
(sin 6)2(cos 6y — cos &)

o' (10)

/90 \/ c(sin0")*

Agora temos ¢ como uma fungéo do angulo 6. Contudo,
note que devemos satisfazer as condi¢des de fronteira,
isto é, a curva deve comecar no ponto A e terminar em
B. Esses pontos podem ficar determinados através dos
angulos ¢ e 0 (vide coordenas esféricas em ) Considere
que A seja determinado por ¢g e 6y € B por ¢5 e 0.
Perceba que na integral em (10)), ¢ é uma constante
que depende de A e B, porém ela nao é conhecida a
priori. E necessario saber o seu valor para podermos
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calcular a integral e obter ¢ como fung¢ao de 6. Para tanto,

utilizou-se o shooting method, que basicamente consiste
em chutar valores iniciais para ¢ e usar o método da
bissegdo (discutido em [3] e [4]) para garantir que a curva

atinja o ponto final B com uma certa precisao desejada.

Para evitar falhas, o algoritmo foi testado para algumas
equacgodes simples cujas solugdes ja sao conhecidaSE

Para dar chutes iniciais no shooting method que gerem
solugoes, plotou-se o grafico da integral em ((10) para um
intervalo de valores de ¢ (com o intervalo de integracgio
indo de 6y até 6f). Com efeito, na equacdo (10, com
0 = 0y, a expressao da direita pode ser vista como uma
funcéo de ¢, que deve ser igual a ¢y —¢o. Assim, recaimos
numa equagao do tipo:

¢5 —¢o = f(c)
na qual devemos encontrar ¢. O procedimento utilizado

foi plotar o gréfico de f(c) — (¢; — ¢o) para estimar o
intervalo no qual a raiz se encontra. Usou-se, entao, o

método da bissecdo para achar ¢ com uma boa precisao.

Com o valor de ¢, a curva fica determinada na superficie
esférica. Agora, para determinar o tempo, partindo da
equagao @, obteve-se:

sin )2 + (49)2
gt o | B 600+ ()
2g \ (cosby — cos®)

gt = (sin 9)2 2+1d6 @,
(cos 90 —cosf) do

R | (sin6)2¢3 + 1
2g \/ (cosBy — cosb)

dt =+ do
Prosseguindo, basta substituir ¢y dado na equagao @D

e lembrando que R/(2gk?) = ¢ é uma constante, obtemos

que o tempo total da trajetéria é, apds integrar em 6,

Re sin 6d0
29 \/(cos 0o — cos 0)(c(sin )2 + cos @ — cos Op)

(11)

E importante ressaltar que para alguns casos ¢ dificil
achar os chutes iniciais de ¢, pois estamos tirando a
raiz de um numero durante o processo e dependendo
do intervalo escolhido para ¢ variar (na etapa de gerar
o grafico de f(c) — (¢f — ¢o)), podemos obter valores
imagindrios, o que pode resultar em erros no programa. O
procedimento adotado para lidar com tais casos foi fazer
um algoritmo para achar valores de ¢ cuja raiz quadrada
na equagao dé real. Para tanto, basta comecar com

1Os casos testados foram z”/ = 1, 2/ = cos(z) e também o caso
da equacdo diferencial do problema da braquistécrona restrita a
um plano vertical, todas partindo de um ponto A e chegando num
ponto final B. As solugdes numéricas concordaram com grande
precisdo com as solucdes analiticas.
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um valor inicial de ¢ valido, isto é, de tal modo que o
argumento da raiz seja positivo e depois fazer o programa
ir abaixando esses valores até que f(c) —(¢f — o) troque
de sinal. No algoritmo, o valor de ¢ foi diminuido de um
valor constante r em cada passo (como em uma PA).
Agora, se o argumento da raiz desse negativo antes de
fle) — (@5 — ¢o) trocar de sinal, divide-se o valor de r
por 10 e repete-se o processo até f(c) — (¢f — ¢o) trocar
de sinal. Tal algoritmo funcionou para todos os casos
testados.

Neste algoritmo, sempre diminuiamos o valor de ¢ em
cada passo, mas poderia ser que fosse necessirio sempre
aumentéa-lo, porém em todos os casos testados, sempre
tivemos que diminui-lo.

3.2. Movimento ao longo de uma geodésica

Considere o mesmo problema, porém suponha agora que
se ligue os pontos de fronteira pela geodésica. Vamos
obter o tempo total do percurso. Usando conservacao de
energia e procedendo de maneira analoga a solugdo do
problema anterior, sabemos que:

2 = 29(20 — Z)
= #” 4§ + 27 = 2gR(cos b — cosf)  (12)

Derivando em relacao ao tempo as coordenadas dadas
em [B] obtemos:

= R(f cos 0 cos ¢ — psin fsin ¢)
) = R(f cos B sin ¢ + ¢sin b cos ¢)
4= —Rfsing

Assim, substituindo essas derivadas em obtemos

62 + (sin §)%p? = R (cos 0o — cos0) (13)

Como a curva é uma geodésica, sabemos que ela se
mantém num plano que contém o centro da superficie
esférica e os dois pontos de fronteira. Logo, a posigao do
corpo satisfaz a seguinte equagao:

ar+by+2=0 (14)

onde nao foi considerado o caso dos planos que contém o
eixo z. Os coeficientes a e b sdo determinados através do
seguinte sistema de equagoes:

roa + yob = — 29
xra+yrb=—z¢

em que as coordenadas cartesianas sdo obtidas através
das férmulas de coordenadas esféricas (vide equacdo ()
e dos valores dos angulos dos pontos inicial e final. Resol-
vendo o sistema em fun¢ao das coordenadas cartesianas,
obtemos:
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o= Yoz — ZoYf

LoYr — LYo
b— Tozf — 20X f
YoZy — YrZo

Prosseguindo, considere a equagao . Substituindo
por coordenadas esféricas, obtém-se:

acos¢+ bsing+cotd =0 (15)

cot@ = —acos¢p — bsin ¢

0(¢) = cot™!(—acos ¢ — bsin ¢) (16)

que fornece a trajetéria do corpo em fungdo apenas de ¢.
Para obter o tempo, deriva-se e isola-se 0:
. ~ 0
(—asing +bcosdp)p — —5— =0
sin“ 6

— 0= (bcos ¢ — asin¢)(sin0)2¢3

Substituindo o 6 em e isolando-se ¢, obtém-se:

¢ _
dt

2g(cos by — cosB)
R(sin6)2(1 + (bcos ¢ — asin ¢)?(sin 6)2)

que permite obter ¢ como uma fun¢ao de ¢. Considerando
t(¢o) = 0, obtemos que o tempo total do percurso é

¢f 1 _ o 2(ai 2
P R + (bcos ¢ — asin ¢)?(sin H) sinfdé (17)
2g 0 cos by — cos @

Como # é uma fungao de ¢ (equacgao ), pode-se
resolver a equacao acima numericamente. Os coeficientes
a e b sao constantes. O sinal deve ser escolhido de tal
modo que t seja positivo.

4. Resultados numéricos e discussoes

Na Tabela [ foram colocados os resultados numéricos
para diversas trajetérias. Os angulos em radiano infor-
mam a posicao inicial e final, e o restante corresponde
ao tempo total (em s) de percurso para cada tipo de
trajetoria. Foram calculados trés tipos de percursos. O
primeiro é de um corpo em queda livre percorrendo ape-
nas a diferenga de altura entre o ponto inicial e final.
O segundo tempo corresponde ao da curva de tempo
minimo na superficie esférica (equacgao ) O terceiro
tempo corresponde ao da geodésica da esfera (equagao
(17)). Foi considerado que g = 10m/s? e R = 1m. As in-
tegrais das equagoes e foram calculadas usando
o software Mathematica, porém o restante do processo
(calculo de ¢, a e b) foi efetuado usando Python.
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Tabela 1: Tempo de percurso (em s) para diversos trajetos. Os
angulos estdo em radiano. QL: queda livre; Min: curva de tempo
minimo; Geod: geodésica.

do 0o &y 0 QL Min  Geod
Tz L 2033 059 0677
z z =z 3% 0,348 0,615 0,708
O %%; 0,154 0,297 0,677
. z X ?,, 0,282 0,433 0,482
z oz z ?g 0,178 0,251 0,276
z oz L 32 0236 0423 0,443
I 0 sg 0,416 0,593 0,599
0 ?ﬂ 0,416 0,471 0,473
£ I = ?g 0,343 0,358 0,359
o z -z ?,, 0,485 0,747 0,856
o z .z 1?; 0,492 0,714 0,765
o % - 2 0500 0703 0,733
-F 2 -2 3T 0282 0,329 0,331
-2 &z 3™ 0178 0,311 0,319

Note que na Tabela |1 os resultados confirmam as
nossas expectativas: o tempo de trajeto para a curva de
tempo minimo esta entre o tempo da queda livre e o
da geodésica. Foram feitos alguns graficos. No grafico
da Figura [2| considerou-se fixos 6y = 7/6 ,p9 = 7/3 e
¢ = 0, e variou-se 7. No gréfico da Figura[3} considerou-
se fixos 8p = 7/6, ¢po = w/2 e 0y = w/2, e variou-se ¢;.
Os gréficos confirmam, novamente, as nossas expectativas.
Note que alguns tempos para a geodésica no grafico da
Figura [2] e [3| ndo foram colocados devido a grandes erros
numéricos que ocorreram durante o calculo da integral
da equagao no Mathematica.

E interessante também testar o algoritmo para o caso
em que 6y é muito préoximo de 0 e 0y de 7, que sdo
casos limites nos quais o corpo é solto muito préximo do
polo norte e o ponto final é muito préximo do polo sul,
respectivamente. Os resultados obtidos estao na Tabela
O dltimo dado referente ao tempo da geodésica deu
um erro muito alto no calculo da integral na equacao
no Mathematica, e por isso nao foi colocado. Novamente,
os dados concordam com as nossas expectativas.

Para visualizar a curva de tempo minimo e compara-la
com a geodésica, foram geradas figuras usando os recursos
graficos do Python. Para gerar os pontos da curva de
tempo minimo, utilizou-se a equacao , que fornece

Tempo x 6 ¢
14
12
1
08 W Queda livre
EOS '000”‘. © Minimo
’ Geodesica
d |
04
* g 0 L
0.2 s 2 E
]
0
0,4 0,6 0.8 1 12 14 16 18
0¢(rad)

Figura 2: Tempos para 0y, ¢o e ¢y fixos.
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Tempo x O
14
12
1
o8 o o WQueda livie
% 06 * * Py s # Minimo
! ¢ Geodeésica
040 u u u u u n n

000 020 040 060 08 100 120 140 160
¢f(rad)

Figura 3: Tempos para 0y, ¢o e 6 fixos.

Tabela 2: Dados para casos limites. Angulos em radianos e
tempo em segundos. QL: queda livre; Min: curva de tempo
minimo; Geod: geodésica.

b0 0o br 05 QL  Min Geod
751007 I o 0,610 1,396 1,403
z 7,910 = bn 0,611 2836 2,846
z 7,910° = or 0,611 4,292 4,301
z z T 3,07 0610 0863 0,864
z z T 3,1408 0611 0875 0,875
z z T 03,1415 0611 0875 0,875
z 7,510 = 3,07 0,632 1,467 1,469
T 7,9107% T 3,1408 0632 2918 2921
z 7,9100° = 3,1415 0,632 4385 Erro

¢ em fungdo de 0. Para gerar os pontos da geodésica,

utilizou-se a equacao , que fornece 6 em funcao de ¢.

Nas Figuras[d] [f e[6l podemos ver as formas das curvas

de tempo minimo (cor branca) e as geodésicas (cor preta).

Figura 4: Curva de tempo minimo (branca) e geodésica (preta)
entre os pontos g = 7/6, po = /3 e Oy = 21 /5, ¢y = 7w/10.

Figura 5: Curva de tempo minimo (branca) e geodésica (preta)
entre os pontos 0y = /6, po =0 e vy = 57/8, ¢y = —7/5.
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Figura 6: Curva de tempo minimo (branca) e geodésica (preta)
entre os pontos 6y = 0,075, ¢o = w/3 e 5 = 57/6, ¢y = w/4.

5. A curva de tempo minimo é a
tautocrona?

A discussdao do problema da tautécrona pode ser encon-
trada em @ e . No plano, uma curva é chamada de
tautdcrona se o tempo levado para o corpo sob gravi-
dade constante atingir o ponto mais baixo da curva é
independente de onde ele é solto. Uma solugao possivel
é a cicloide. Entao, é interessante investigar se a curva
que achamos para o tempo minimo na superficie esférica
também tem essa propriedade. Isto é, vamos investigar se
para a curva que achamos, o tempo para o corpo atingir
o seu ponto mais baixo independe de onde é solto. Para
tanto, obtemos os dados da Tabela [3]

A curva de tempo minimo considerada foi a que liga os
pontos com angulos g = &, o = F e Oy =7, ¢y = 7.
Neste caso particular, o ponto final da curva é o polo sul
e, portanto, é o ponto mais baixo da curva. O pardmetro
0 é o angulo correspondente & posicao de onde o corpo é
solto. Soltamos o corpo em varias posigoes ao longo da
curva e constatamos claramente que o tempo de percurso
depende de onde o corpo é solto. Logo, o caso do plano
nao se generaliza para o caso da superficie esférica.

Essa dependéncia é 6bvia ao olharmos para o caso
limite em que 6y é muito préximo de 0 e 0y = m, isto é, a
curva de tempo minimo que inicia préximo ao polo norte
e que termina no polo sul. Para tal curva, quando o corpo
é solto muito préximo do polo norte, a aceleracao é muito
pequena, pois o plano tangente a esfera é praticamente
horizontal. Porém, ao soltar o corpo em § = 7/2, a forca

Tabela 3: Dependéncia do tempo total de percurso com a
posicdo em que o corpo € solto para uma mesma curva de tempo
minimo.

0 (rad) Tempo (s)
0,524 0,875
0,733 0,778
0,942 0,710
1,152 0,658
1,361 0,618
1,571 0,586
1,780 0,561
1,990 0,541
2,199 0,526
2,409 0,514
2,618 0,505
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normal sob o corpo é zero e apenas a forca gravitacional
atua sob ele, logo a aceleragdao é maxima e o corpo chega
bem mais rapido ao final da curva.

6. Consideragoes Finais

Diante do exposto, conseguimos achar uma solu¢ao nu-
mérica para a curva que minimiza o tempo de percusso
numa superficie esférica de um corpo solto sob gravidade
constante, a qual funciona para varios casos como foi ex-
posto na secao [4| (funciona até para os casos limites para
a curva com os extremos tendendo aos polos). Apenas o
calculo do tempo para a curva geodésica que, para certos
casos limites, possui consideraveis erros numéricos.

Como no caso do plano, constatamos que a curva de
tempo minimo difere da geodésica. No entanto, verifica-
mos que a "braquistocrona na esfera’nao coincide com
a "tautécrona na esfera” Isto é, consideramos um corpo
percorrendo a curva de tempo minimo na esfera até o
ponto mais baixo da curva. Soltamos o corpo em diversas
posicoes ao longo da curva e verificamos que o tempo
variava consideravelmente com a posicao na qual o corpo
era solto.
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