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Neste trabalho discutimos a solugdo para o calculo do fluxo de campo elétrico produzido por uma carga
puntiforme através de uma superficie plana baseado na aplicacdo direta da definicdo de fluxo e outra através de
uma “extensdo” da lei de Gauss. A solugdo rigida feita a partir da definicdo de fluxo de campo elétrico rendeu
um célculo trabalhoso, e produziu o mesmo resultado que pode ser obtido a partir da simplificadora aplicacido da
lei de Gauss, que produz uma solugdo quase imediata para o problema estudado. Neste trabalho sdo discutidas
também abordagens didaticas distintas para a apresentacdo da lei de Gauss e qual delas melhor conferiria ao
aluno um grau de maturidade maior sobre o tema e uma visdo ampliada desta lei. A discussdo envolve a questao
do ensino-aprendizagem a partir da aceitagdo-repeticdo versus demonstracdo-inducdo e suas consequéncias.
Palavras-chave: Ensino de Fisica, eletromagnetismo, Lei de Gauss.

In this work, we discuss the solution for calculating the electric flux produced by a point charge through a
flat surface, based on the direct application of the flux definition and another approach using an "extension” of
Gauss’s law. The rigorous solution derived from the definition of electric flux yielded a laborious calculation and
produced the same result that can be obtained from the simplified application of Gauss’s law, which provides
an almost immediate solution to the problem. Additionally, this work discusses different didactic approaches for
presenting Gauss’s law, with the objective to determine which one would provide a higher degree of maturity
regarding the topic and an expanded understanding of this law to students. The discussion involves the issue of
teaching and learning through acceptance-repetition versus demonstration-induction, and their consequences.
Keywords: Physics teaching, electromagnetism, Gauss’s law.
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1. Introducgao

O presente trabalho apresenta duas abordagens distintas
para a solugdo de um problema explorado no curso de
graduacao como objeto de aprendizagem.

Geralmente ha mais de um caminho para se resolver
um dado problema, e cada abordagem estd claramente
ligada ao grau de maturidade que os estudantes con-
seguiram atingir apés o processo de aprendizagem de
um determinado contetido. Existem diversos problemas
propostos aos alunos que podem ter uma solucao facili-
tada, e muito, quando ao invés de partir diretamente
em busca da solucdo de forma autdémata, se busca
conexOes com outros temas relacionados, colocando o
conteudo relacionado em um ponto de vista mais amplo
de modo a explorar, por exemplo, leis de conservagao,
simetrias, rotacao de eixos, escolha adequada de sistema
de coordenadas etc. Como exemplos podemos citar:

1. Cinematica de um corpo deslizando sem atrito em
um toboga — E muito corriqueira a proposicao
de um problema em que um corpo de massa m
é colocado no alto de um toboga e se pedir a
velocidade deste corpo ao final do trajeto sinuoso,
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desconsiderando-se o atrito. Mesmo em um campo
gravitacional constante, a resultante das forgas
sobre o corpo muda o tempo todo devido ao
fato de que a reagdo normal que o toboga exerce
sobre o corpo nao é constante nem em modulo,
nem em direcdo. A reacdo normal depende do
ponto onde o corpo esta sobre a trajetéria imposta
pelo toboga, com direcdo sempre normal a reta
tangente a trajetéria no ponto onde o corpo esté,
portanto, sua reta suporte muda sua inclinagdo
com a direcdo vertical da gravidade, de acordo
com as mudancas impostas pela trajetoria curvi-
linea do toboga. Mesmo se tendo uma equacao
com o detalhamento geométrico para a trajetéria
do toboga, ou seja, equagdo de sua trajetoria,
seria muito dificil resolver o problema usando
diretamente a segunda lei de Newton neste caso.
Por outro lado, a solucdo usando o principio de
conservagao de energia é quase imediata, sendo
usada sistematicamente nos livros didaticos como
estratégia de solucdo para o referido problema.
Em [I], este problema é solucionado através do
principio de conservagao de energia.

. Rotor rigido em Mecanica quantica — No estudo

de fisica molecular, as equagbes sao ligadas ao
principio de conservagdo de energia. Sao trés as
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energias a serem consideradas ligadas aos modos:
vibracional, rotacional e translacional. A rotagao
de uma molécula diatéomica em torno de seu
centro de massa pode ser descrita através de um
par de coordenadas esféricas, 6 e ¢, exatamente
como no caso do rotor rigido. E possivel mostrar
que a equagao de Schrodinger [2] para a rotagéo
molecular tem a mesma forma que a do rotor rigido
e, portanto, as solugoes sdo as mesmas. Em [2], o
autor tem uma aplicagdo para o problema dado em
fisica molecular.

3. Lancamento obliquo em campo gravitacional cons-
tante — O primeiro passo para se estudar este
problema é escolher adequadamente o sistema
de referéncia. O segundo ponto sagaz é usar o
principio de independéncia de movimento de Ga-
lileu Galilei [3]. Isto estd ligado ao fato de as
equacoes do movimento para as duas coordenadas
serem desacopladas. Em [I], o autor demonstra
a independéncia do movimento de Galileu e sua
aplicacdo em um lancamento obliquo.

4. Método da carga imagem no problema de uma
carga e um plano de potencial nulo — Outro
problema instigante é o de se calcular o potencial
elétrico gerado por uma carga puntiforme quando
esta é colocada em frente a um plano condutor
infinito com potencial nulo. A primeira linha de ra-
ciocinio diria para se calcular o potencial da carga
puntiforme e somar, pelo principio de superposicao
linear, ao potencial da distribuicdo de carga que
seria induzida sobre o referido plano condutor.
Mas como seria mesmo a distribuicdo de carga
induzida? Ao invés de ir por esse caminho &rduo,
trocar o plano infinito por outra carga puntiforme
—q, colocada do lado oposto, e equidistante ao da
carga q, facilita tremendamente a solugdo [4].

Todas essas abordagens facilitadoras estao relaciona-
das a um nivel de aprendizado mais profundo do que
aquele obtido a partir da informagdo e mera aceitagao.
E provével que a orientacao fornecida, por meio de aulas
e livros didaticos, nao tenha sido suficiente para auxiliar
na elaboracao desses modelos [5].

*A inteligéncia* reflete o exercicio mental de questi-
onar uma dada informacao, interrogando sua faixa de
validade, sua aplicabilidade, seu alcance; e sobretudo,
de onde se tirou tal “ideia”?. Tais questionamentos
viabilizam a apropriagao do “pleno” conhecimento sobre
um dado tema, que significa, em outras palavras, a
aprendizagem de um dado conteiddo. “A criatividade €
a inteligéncia se divertindo”, frase atribuida a Albert
Einstein.

Nas sec¢bes seguintes apresentamos o enunciado do
problema do céalculo do fluxo de campo elétrico da
carga puntiforme sobre uma das faces de um cubo, tal
como foi encontrado em um livro texto. Em seguida
discutimos a resolu¢ao do calculo do fluxo do campo
elétrico produzido por uma carga puntiforme ¢ através
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de uma area quadrada, através de duas estratégias de
resolugdo. Ao final comparamos as duas metodologias
de resolucao e comentamos duas formas de apresentacao
para a lei de Gauss [6] e a vinculagdo destas com o nivel
de aprendizado atingido.

2. O Problema Especifico

No livro Halliday & Resnick [6] tem-se o problema
apresentado como o exercicio 15 do capitulo 23 com
o seguinte enunciado: “Uma particula de carga +q é
colocada no vértice de um cubo gaussiano. Determine
o multiplo de g/€ep que corresponde ao fluxo do campo
elétrico: (a) através de uma das faces do cubo que
contém a particula e (b) através de uma das outras
faces do cubo”. O problema que estamos discutindo neste
trabalho é o correspondente ao item b. Vamos resolver
este problema por meio de duas abordagens. Para isso,
vamos relembrar a definicdo de fluxo.

2.1. Definicao de fluxo

O fluxo de um campo vetorial F através de uma dada
superficie S é uma operacdo integro-vetorial de interesse
em alguns ramos da ciéncia como fisica e engenharia
e é dado por ®p = fsﬁ . cﬁ Tal operacao envolve a
integral do produto interno entre o campo vetorial em
um dado ponto sobre a superficie S pelo vetor area
elementar cﬁ que tem area infinitesimal dS e direcdo
normal a superficie no ponto considerado. A resolucéo
que estamos designando como resolugao direta consiste
da aplicacao da definicdo de fluxo ao caso em pauta.

O fluxo de campo elétrico sobre uma superficie S é
dado por:

@E:/SE-XG (1)

A Figura [I] mostra a situagdo descrita no problema
proposto, com a escolha do sistema de referéncia que
estaremos adotando.
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Figura 1: Esquematico do problema. Fonte: Autores.
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Na Figura [l| encontram-se a representacao da carga
q colocada no centro do sistema de referéncia, do vetor
elemento infinitesimal de area cﬁ , € do plano quadrado
de aresta [. Para o computo do fluxo de campo elétrico
é necessario estabelecer primeiro qual o campo elétrico.
Da lei de Coulomb sabe-se que o campo de uma carga
puntiforme é radial, cuja expressao é dada por:

i @)

Note que o célculo do fluxo de campo elétrico nao é
trivial posto que a orientagao relativa entre o campo e o
vetor elemento de area nao é constante, e além disso o
préprio médulo do campo varia & medida que a area de
integragdo é varrida.

2.2. Abordagem por integracao direta

A solucao através da definicdo de fluxo, ao que esta-
mos chamando de abordagem direta, requer de inicio
a escolha de um sistema de referéncias, que por ser
arbitréaria, pode ser feita de modo a facilitar a resolugao,
diminuindo o nimero de proje¢oes do campo elétrico
necessario para o calculo do produto interno. Isto ja
requer uma maturidade e planejamento prévio. No caso
especifico a melhor escolha é fazer com que o plano da
area em que se calcula o fluxo seja paralelo ao plano
XY. Neste caso o vetor elemento infinitesimal de area,
dS, pode ser reescrito como d:z:dyl;:, onde k é o vetor
unitario (ou versor) na direcdo Z. Com essas escolhas, a
tnica projecao do campo elétrico que contribuird para
o fluxo elétrico é a que esta orientada na diregdo Z, e
portando basta fazermos o calculo de:

Para isso vamos obter a componente z do campo
elétrico fazendo uso das relacbes entre coordenadas
esféricas e coordenadas cartesianas conforme mostrado
na Figura[2] Pode-se expressar o versor na diregao radial,
i, em suas coordenadas cartesianas diretamente da
projecao do vetor 7 nos trés eixos cartesianos, como
segue:

|~

= sin(6) cos(p)i + sin() sin(p)] + cos(A)k (4)

Uy =

A componente do campo elétrico na dire¢do Z é dada
por E - k ou como segue:

=

q 1 gz
2 = —_ 0 = —_— == 5
4eg 2 cos(0) Ameor?r (5)

Na equagao , usamos que cos(f) pode ser reescrito

como % = %
Logo, a integral do fluxo do campo elétrico pode ser

desenvolvida como

/l/l ql dxdy  ql /l/l dxdy (6)
o Jo dmeg 3 dmeg Jo Jo (22 +y? +12)3/2
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Figura 2: Relacdes entre coordenadas esféricas e coordenadas
cartesianas. Fonte: Autores.

Substituindo (y? + 1%) por a?, temos

l l
ql dx
d — 7
dreg /0 y/o (22 + a2)3/2 (7)

A integral fé Wﬂ% possui solucao tabelada [7]

dada por

! I

x
= a2(12 + a2)1/2 (8)

a?(x? + a?)V2|__,

Apés o calculo dessa primeira integral, temos

dmeo Jo (y2 +12)(y2 + 20%)1/2
Para a solucao da integral acima também pode ser
adotada a substituicdo de varidveis. Substitui-se (y*+12)
por b, portanto
b

b
dy_ y7

dy = —
Y 2

(10)

A integral de @ pode ser reescrita da seguinte forma:

1 /252 db ! /”2 db a
2/ bWhb—BVbEIZ 2Jp b/b2 12

Segundo [6], essa integral possui a solugdo dada
abaixo.

db 1 b
b\/ﬁ = ﬁa/f'csec ﬁ (12)
Dessa forma, a integral definida pode ser solucionada.

1(1 b
5 ﬁ arcsec ﬁ

= %[amsec@) — arcsec(1)]

212

b=12

71'
- ()
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Finalmente, o fluxo do campo elétrico sobre a super-
ficie S considerada pode ser dado como

_Pa7m g
E™ Uneo 612~ 24e

(14)

Guardemos, portanto, este resultado para depois
compararmos com o resultado de uma abordagem
alternativa.

2.3. Abordagem pela lei de Gauss

Podemos avaliar o uso da lei de Gauss para o fluxo
“total” de uma carga puntiforme, sobre uma superficie
que a envolve totalmente. Como é sabido, o fluxo total do
campo elétrico gerado por uma carga puntiforme ¢, sobre
uma superficie que a envolve totalmente, vale ¢/¢y. Este
fluxo é independente da forma da superficie Gaussiana
que envolve a carga, podendo ser esta uma superficie
esférica centrada na carga, ou um cubo por exemplo.
Se construirmos mentalmente uma estrutura de cubos
de tal modo a encerrar esta carga, colocada no vértice
de cada um destes cubos, sabemos, depois de raciocinar
um pouco, que serao necessarios 8 cubos, 4 acima
e 4 abaixo, para encerrar completamente esta carga.
A Figura [3] mostra tal montagem. Passada esta fase,
pode-se concluir que por cada um dos cubos, passam 1/8
do fluxo total. Das seis faces de cada cubo, o fluxo nas
trés que contém o vértice no qual a carga esta colocada
é nulo, pois nenhuma das linhas de campo elétrico que
emanam da carga atravessam as referidas faces, ou seja,
as linhas de E estdo contidas no plano. Portanto, ja que
somente trés faces contribuem (igualmente) para o fluxo,
chega-se a conclusao que cada uma destas faces ativas
contribui com 1/24 do fluxo total. O enunciado pede que
se calcule o fluxo através de uma das faces ativas deste
cubo imaginario e, portanto, cada uma delas contribui
para o fluxo com uma parcela de 1/24 de ¢/eg, que é o
mesmo resultado encontrado na abordagem direta.

Pode-se explorar mais ainda a simetria do problema:
se iniciarmos o raciocinio a partir do cubo maior, no qual
a carga puntiforme estd no centro, tem-se que cada face
contribui com 1/6 do fluxo total e, como cada uma destas
faces contém quatro faces dos cubos menores, chegamos
ao mesmo resultado de 1/24 do fluxo total em cada face
dos cubos menores que nao contenha a carga em um dos
seus vértices.

3. Apresentacao da lei de Gauss para
Uma Carga Puntiforme

Em geral os livros didaticos, e, seguindo o direciona-
mento encontrado, os professores também, apresentam
a lei de Gauss praticamente como um postulado: “A
lei de Gauss estabelece que ...”, como encontrado,
por exemplo, na referéncia [§]. Uma vez postulada a lei
de Gauss, sua validacao se da, por exemplo, quando
esta lei é aplicada ao caso de uma carga puntiforme
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Figura 3: Abordagem alternativa do problema proposto. Fonte:
Autores.

envolvida por uma superficie gaussiana que consiste de
uma esfera centrada na carga. No caso, a aplicacao
da lei de Gauss é feita tomando-se como incognita o
préprio campo elétrico, deste s6 se sabendo que o médulo
é constante sobre a superficie gaussiana em questao
e que sua diregao é radial. No final se conclui que o
campo elétrico encontrado é igual ao previsto pela lei
de Coulomb. Isto de certa forma denota um pouco de
falta de confianca em ambas as leis, que segundo este
tipo de abordagem precisa ser confirmado sempre. Uma
abordagem construtivista, e alternativa, partiria da lei
de Coulomb, tida como certa e indiscutivel e da defini¢ao
do fluxo. Nesta abordagem, a lei de Coulomb é assumida
como um axioma inicial e a lei de Gauss é derivada a
partir dela, usando a definicao de fluxo elétrico. Essa
abordagem enfatiza a confianca na lei de Coulomb como
ponto de partida e demonstra como a lei de Gauss segue
naturalmente a partir dela. A partir dai, se determinaria
o fluxo de campo elétrico de uma carga puntiforme. A
primeira discussao subsequente seria a da escolha da
superficie gaussiana. Depois de alguma argumentagao, a
escolha de uma esfera centrada na carga, ao invés de um
cubo por exemplo, emergiria como a mais simplificadora,
posto que neste caso, tanto o médulo do campo elétrico
quanto a direcao entre os vetores campo elétrico e vetor
de 4rea elementar seriam constantes. A partir disto, o
fluxo de campo elétrico daria o valor ¢/€p. Depois disso,
deveriam ser discutidas questoes como: 1- Este resul-
tado se manteria para qualquer que fosse a superficie
gaussiana? 2- Se a carga ndo estivesse centrada? 3- E se
tivesse uma distribuicao discreta de cargas? (comegando
com a adicio de mais uma carga) 4- Ou se fosse em
outra forma de distribui¢do? (como uma linha ou uma
superficie carregada) 5- Se colocada uma segunda carga
com sinal oposto, o fluxo seria nulo. Isto induz a pensar
que a carga descrita na lei de Gauss seria a carga liquida?
6- A lei de Gauss que emerge da discussao é valida para
qualquer distribuic¢do, continua ou discreta?
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Ao considerarmos a escolha da superficie gaussiana,
torna-se crucial explorar mais detalhadamente como
diferentes op¢des influenciam o calculo do fluxo elétrico.
A universalidade da escolha da superficie é uma questao
fundamental que merece uma andlise mais aprofundada.
Argumentamos que, ao adotar uma abordagem constru-
tivista, é imperativo entender que o resultado ¢/¢q inici-
almente obtido ndo é vinculado a uma unica geometria
de superficie. Podemos demonstrar que, independente-
mente da forma escolhida, desde que mantida a carga
puntiforme no centro, o resultado do fluxo permanece
constante. Ao explorarmos as implicacoes da carga nao
centrada, surge a necessidade de examinar como a lei de
Gauss se ajusta a essa modificagdo geométrica. Sob uma
abordagem construtivista, encorajamos a consideracao
de casos nos quais a carga nao esta no centro da super-
ficie gaussiana escolhida. Através desta andlise, busca-se
elucidar como variacoes na posicao da carga influenciam
a distribuicdo do campo elétrico e, consequentemente,
o fluxo resultante. Além disso, ao estender a discussdo
para diferentes distribuicoes de carga, como linhas ou
superficies carregadas, pretendemos proporcionar uma
compreensao mais abrangente da aplicabilidade da lei
de Gauss em contextos mais complexos. Destacamos a
importancia de examinar essas variacdes, nao apenas
como casos isolados, mas como cenarios que enriquecem
a compreensao geral da lei de Gauss, reforcando a ideia
construtivista de derivar conclusoes fundamentadas a
partir de diferentes configuragoes geométricas e distri-
buigoes de carga.

Ao final da discussdao o professor poderia informar
que a lei em pauta é uma das 4 leis fundamentais do
eletromagnetismo de Maxwell.

4. Conclusao

Neste trabalho apresentamos e analisamos a solucao
para questdao de qual seria o fluxo através de uma das
faces de um cubo que possui uma carga ¢ em um dos
seus vértices. Discutimos a solugao do referido problema
por meio de duas abordagens, uma direta a partir de
definigoes e outra através de uma extensdo da lei de
Gauss. Discutimos também duas formas didaticas de
apresentar a lei de Gauss. A primeira e mais rotineira
é feita como postulado e a segunda, através de uma
abordagem construtivista.

Estender a lei de Gauss é uma abordagem construti-
vista valiosa e desafiadora na fisica. Isso permite que
os alunos explorem as fronteiras do conhecimento e
desenvolvam uma compreensao mais profunda dos prin-
cipios fundamentais do eletromagnetismo. Acreditamos
que esta abordagem cria condi¢bes cognitivas para que
os alunos facam a conexdo da lei de Gauss com uma
base de conhecimento melhor sedimentada. No entanto,
é importante notar que essa é uma tarefa complexa que
requer um sélido entendimento das leis fundamentais
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da fisica e habilidades avancadas em matematica e
experimentacao.
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