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A probabilidade na mecanica estatistica classica

(Probability in classical statistical mechanics)
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Boltzmann foi um dos criadores da mecanica estatistica, disciplina que combina, de forma surpreendente, a
mecanica, o atomismo e a probabilidade. Neste artigo comemorativo discutimos dois aspectos da interpretacao
e uso de idéias probabilisticas na mecanica estatistica cldssica: o conceito de ensemble a a nocao de tipicalidade.
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Boltzmann was one of the creators of statistical mechanics, a discipline which combines, in a surprising
fashion, mechanics, atomism and probability. This comemorative paper discusses two aspects of the use and
interpretation of probabilistic ideas in classical statistical mechanics, namely, the notion of ensemble and of

typicality.
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1. Introdugao

A segunda metade do século XIX foi um periodo de
intensas investigacoes relacionadas a compatibilidade
entre as trés grandes areas da Fisica da época: a meca-
nica, a termodinamica e o eletromagnetismo. Assim,
o estudo da radiagao de corpo negro estava ligado a
compatibilidade entre a termodindmica e o eletromag-
netismo; a teoria do elétron de Lorentz foi uma tenta-
tiva de reconciliar a mecénica e o eletromagnetismo; e a
teoria cinética dos gases de Maxwell-Boltzmann inves-
tigava as relacoes entre a mecanica e a termodinamica.

Ainda que motivadas por problemas especificos? tais
investigacoes, situadas no entroncamento de duas ou
mais disciplinas, usualmente trazem a tona questio-
namentos mais gerais, de natureza filoséfica. De certa
forma isto é natural: por exigir uma andlise cuidadosa
e profunda dos conceitos e da prépria estrutura das teo-
rias fisicas, se faz mais premente a necessidade de ex-
plicitar e examinar os varios pressupostos, que normal-
mente permanecem em segundo plano. De todo modo
é interessante observar como que, para além da con-
sisténcia interna das teorias, o requisito de coeréncia
intertedrica tende a firmar-se como um critério adicio-
nal de validagao da Fisica como uma ciéncia que atingiu

1E-mail: volchan@mat.puc-rio.br.
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sua maturidade®.

Esse tipo de questionamento, longe de ser um
mero exercicio de especulagao, revelou-se imensamente
frutifero e as solugoes dadas aquelas questoes amplia-
ram enormemente o escopo da Fisica, atestando cabal-
mente sua profunda unidade (de uma forma, porém,
insuspeitada e surpreendente para alguns daqueles pio-
neiros). Foi o que se verificou na virada do século, nas
revolucoes quéntica e relativistica.

Apesar de nao ser prépriamente um revoluciondrio,
Boltzmann foi um exemplo emblemé&tico de um fisico
tedrico de renome cuja visao filoséfica norteou de forma
explicita sua pesquisa. Isto é particularmente claro com
respeito a sua investigacdo (que exerceu forte impacto
sobre Planck e Einstein) sobre a compatibilidade entre
a mecanica e a termodinamica, em cujo fulcro estava a
antiga controvérsia sobre o atomismo [2].

E preciso lembrar que a teoria atémica da matéria,
apesar de muito antiga e bastante difundida, nao era
universalmente aceita na época. Para alguns, os atomos
eram apenas uma ferramenta util na descricao de cer-
tos fendmenos, como as reacoes quimicas. Outros, como
os fisicos da escola dos “energeticistas”, negavam a sua
existéncia, afirmando que estava fora do escopo da fisica

lidar com entidades hipotéticas nao-observéveis?®.

2Por exemplo, a catdstrofe ultravioleta, a questdo do éter, o problema da violacio da Lei de Dulong-Petit, etc.
3Tal preocupagao unificadora/organizadora também era sentida na Matemética, ligada ao movimento de rigorizacio e das inves-
tigagOes axiomaticas. Vem a mente o exemplo de Hilbert, um matematico que teve papel crucial no desenvolvimento da axiomd&tica

moderna e que tinha profundo interesse na Fisica [1].

40s energeticistas achavam que a “energia” era o “principio” fundamental. E curioso notar que eles consideravam a termodinamica,
como modelo ideal de teoria fisica; entretanto, a termodidmica contém, como alids toda teoria fisica nao-trivial, grandezas nao-
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A controvérsia sobre a realidade dos dtomos (pro-
blema ontoldgico por exceléncia) estava, portanto, li-
gada a outra, mais profunda, sobre concepc¢oes distin-
tas do que é a ciéncia Fisica. Cabe ressaltar que o
ponto de vista de Boltzmann, segundo o qual o pro-
gresso na Fisica se faz postulando entidades “simples”
nao-diretamente observaveis® a fim de explicar o com-
portamento de sistemas “complexos” é extremamente
importante: de fato (e contra a visdo positivista) esta
é a marca registrada da Ciéncia moderna, sendo um
dos métodos mais comuns de alteragao de sua base on-
tolégical.

Como se sabe, a questao foi finalmente decidida
através do brilhante trabalho experimental de Perrin e
pelos métodos de mecénica estatistica empregados por
Einstein e Smoluchowsky em seus trabalhos sobre o mo-
vimento browniano. Este tltimo é, ademais, ponto de
partida para um topico central em Teoria da Probabili-
dade: a teoria dos Processos Estocésticos. De fato, um
dos primeiros trabalhos rigorosos sobre o assunto foi
feito por Wiener em 1923 que expressamente preten-
dia dar sentido as “trajetdrias nao-diferencidveis” das
particulas Brownianas observadas por Perrin. Assim,
se incluirmos a Teoria Ergddica, Boltzmann esteve li-
gado (ainda que indiretamente) & criacao de pelo menos
dois novos ramos da Matemdtica”. Em suma, ainda
que nao exatamente revoluciondria a controvérsia so-
bre o atomismo foi muito importante e influente, sendo
um importante passo na clarificacio da estrutura (pré-
quéantica) da matéria.

Foi em sua tentativa de rebater as profundas criticas
dirigidas a teoria cinética e formuladas através dos cha-
mados “paradoxos da irreversibilidade” [3] que Boltz-
mann langou mao de argumentos e nogoes proba-
bilisticas e que ainda hoje sao fonte de controvérsia e
mal-entendidos®.

A seguir, examinamos alguns aspectos destes argu-
mentos no intuito de tentar clarificar o seu significado e
seu status explicativo. Posteriormente focalizamos duas
nocoes fundamentais na mecanica estatistica classica:
os ensembles e a tipicalidade.

2. O papel da probabilidade

O estudante de Fisica, em seu primeiro contato com a
mecanica estatistica, fica intrigado com sua natureza

observéaveis, entre as quais a entropia é uma das mais intangiveis.
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aparentemente “esquizofrénica”. Muitos livros-texto
comecam discutindo um modelo microscépico classico
de um gas, ou seja, um sistema mecanico Hamilto-
niano de muitas particulas interagindo sob um poten-
cial do tipo Lennard-Jones e confinado numa caixa iso-
lada. Mas, logo em seguida, introduz-se uma densidade
de probabilidade no espago de fase do sistema (na su-
perficie de energia fixa) e estuda-se sua evolugdo tem-
poral sob a dinamica Hamiltoniana, etc. Qual a justifi-
cativa dada para invocar tal no¢ao probabilistica?

Um argumento tradicional segue a linha operaciona-
lista: ora, é impossivel conhecer com precisao a posicao
e velocidade de todas as particulas do gas?; além do
mais, continua o argumento, mesmo que tivéssemos tal
informacao seria inttil resolver um sistema da ordem
de 10?3 equacdes diferenciais; portanto, para estudar
tal sistema é necessario langar mao de outros meios, a
saber, métodos estatisticos.

Apesar de conter certos elementos importantes, este
argumento é confuso e em tultima andlise, inadequado.
Para comecar (e dentro da tradi¢do operacionalista)
mistura conceitos epistemolégicos, ontolégicos e meto-
dolbgicos. Assim, nossa inabilidade em obter com pre-
cisao infinita as condigGes iniciais é um fato inevitavel e
com importantes conseqiiéncias com respeito a analise
experimental de modelos e os limites da predizibilidade
em sistemas dinamicos. Entretanto, nao diz respeito di-
retamente ao sistema fisico estudado que nao se importa
com nossas limitagbes humanas. Além disso, a impre-
cisao de medigoes ocorre mesmo em sistema de pou-
cas particulas, nao estando intrinsicamente associado
ao grande numero delas, como é o caso em mecanica
estatistica.

Também com respeito a questao da “resolubilidade”
das equagoes de movimento, é preciso ter cuidado. Pri-
meiro, trata-se de uma questao talvez mais relevante
para os fundamentos da mecéanica estatistica fora-do-
equilibrio do que em equilibrio, uma vez que nessa
dltima a dindmica é de certa forma “posta sob o ta-
pete”™. E claro que, do ponto de vista matemético,
é um tépico muito importante, interessante e dificil.
E preciso antes de mais nada clarificar o que se en-
tende por sistema dindmico “soluvel” e existem varias
nogoes: sistemas “exatamente” soldiveis (por meio de
fungoes especiais ou séries), sistemas Hamiltonianos in-
tegraveis, etc. A partir dai pode-se entao perguntar se

[l . s . ~ . 7z . . . . . . .
°E claro que as entidades fisicas postuladas ndo devem ser inescrutdaveis, devendo ser sujeitas a testes experimentais indiretos,

requisitos de consisténcia, etc.

6Para um exemplo em Biologia, temos os “4tomos” ou “fatores” hereditérios postulados por Mendel (que havia estudado Fisica) e
posteriormente identificados como os genes. Pode também ocorrer que a base ontolégica de uma teoria seja alterada descartando certos
nao-observaveis. Por exemplo, a teoria da relatividade restrita levou ao abandono de uma entidade nao-observavel, o éter. Porém, ao
mesmo tempo, alcou os campos eletromagnéticos ao status de novas entidades fisicas independentes, isto é, ndo-mecanicas.

“Também teve influéncia em outros dois: a axiomatizacio da probabilidade e a teoria das equacbes integro-diferenciais.

8Maxwell j4 havia usado idéias probabilisticas em seu trabalho sobre a distribui¢io de velocidades em um gis em equilibrio, um

contexto porém considerado nao-controverso.

9E aqui se acrescenta as vezes comentarios sobre a suposta conexio com o principio de Heisenberg, o que ao mesmo tempo aumenta
a confusdo e revela a origem quantico-operacionalista a la Copenhage do argumento.

10Supostamente por meio da hipétese ergédica.
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um dado sistema ¢é soliivel ou estudar toda uma classe
de tais sistemas, etc.

Um ponto importante (e que levou cerca de dois
séculos para ser reconhecido) é o fato de que nem sem-
pre a obtencao de solugoes “fechadas” das equacgoes de
movimento é 1til para entender o seu comportamento
assintético (i.e., para tempos longos). Mas isto nao é
privilégio de sistemas com grande nimero de graus de li-
berdade. Um exemplo muito esclarecedor é o problema
dos trés corpos em mecanica celeste: trata-se de um
sistema nao-integravel (no sentido preciso da mecanica
Hamiltoniana) cuja solugao analitica (por meio de uma
série convergente, obtida por Sundman em 1909 [4])
converge tao lentamente que acaba por nao ser muito
util para entender o comportamento assintotico do sis-
tema. Ou seja, solugbes “exatas” podem ser tanto
“inuteis” quanto mesmo desnecessarias, filosofia que
estd na base da teoria qualitativa de sistemas dinamicos
inaugurada por Poincaré no final do século XIX.

Porém mais relevante para a compreensao do uso de
conceitos estatisticos em sistemas de muitas particulas
seja o fenomeno da “decimacgao” de graus de liberdade,
caracteristico da passagem da descrigao microscopica
para a macroscépica de um sistema. Em outras pa-
lavras, na mudanca de escalas. Realmente, enquanto
que descricao microscépica de um gés requer um grande
nimero de graus de liberdade (todas as posigoes e velo-
cidades de todas as particulas), o sistema macroscépico
correspondente é descrito, em equilibrio, através de
ntmero muito menor de parametros, tais como pressao,
temperatura e volumelL.

Esta constatacao sugere que um procedimento de
“promediacao” estd em jogo, no qual a estatistica serve
de ponte entre as descrigdes micro e macroscopica. Note
que a tomada de médias nao implica necessariamente
que o sistema em pauta tenha algum cardter intrinse-
camente “aleatério” (em algum sentido): pode ser sim-
plesmente que os detalhes nao sejam importantes [6].
Esta é uma interpretagao plausivel para o conceito de
ensemble que revemos em seguida.

3. Ensembles

A nogdo de “ensemble estatistico” parte da seguinte
observagdo crucial. Seja F' : Qv — R uma funcao
de estado “relevante” (usualmente ligada as grandezas
conservadas, como energia, momento, etc) no espago de
fase Q25 ny de um sistema de NN particulas numa regiao
A C R? (e.g.,, um gds). Entdo, se F é um valor, em
equilibrio, da grandeza macroscépica associada, entao
em geral existem vérios microestados w no espaco de
fase compativeis com este valor.

Desta forma, é natural esperar que o subconjunto
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I'r = {w € Qpn : F(w) = F} seja importante na pas-
sagem da descricao micro-macro. Sua relevancia pode
ser avaliada pelo “tamanho” relativo deste subconjunto
no espago de fase através, por exemplo, do seu volume
relativo, ou mais especificamente, por sua medida de
Lebesgue. Pelo teorema de Liouville esta é uma me-
dida invariante do sistema, de forma que esta escolha
é de certa forma “natural” no estudo de sistemas em
equilibrio, em que as grandezas macroscopicas indepen-
dem do tempo.

No caso de um sistema isolado é natural restringir-se
a superficie de energia fixa U do sistema e a medida de
Lebesgue “reduzida’ a esta superficie segue sendo inva-
riante. O novo espaco de fase Q4 n,r tem volume total
finito e portanto a medida de Lebesgue pode ser norma-
lizada para obtermos uma medida de probabilidade P no
espaco de fase. Desta forma todas as técnicas da teoria
da probabilidade se aplicam. Note porém que nao hé
qualquer “ingrediente estocdstico” intrinseco envolvido
aqui, como também nada sobre “ignorancia” sobre os
estados do sistema, etc. Trata-se simplesmente de usar
P para estimar o tamanho relativo de subconjuntos de
microestados do sistema.

Torna-se entao mais plausivel** o postulado fun-
damental da mecanica estatistica no equilibrio ou
Principio de Boltzmann-Gibbs: para toda func¢do de
estado “relevante” F no espaco de fase o correspon-
dente valor macroscopico em equilibrio é dado pelo va-
lor esperado (ou valor médio) de F' com respeito a uma
medida de probabilidade “adequada” P (talvez quando
N — 00):

112

F=<F >PE/ F(w)P(dw).

QAN

Do ponto de vista da fisica-matematica moderna,
um ensemble nada mais é que uma familia £ de
medidas de probabilidade invariantes indexadas pelos
parametros macroscépicos do sistema estudado e sa-
tisfazendo o Principio de Boltzmann-Gibbs. Ademais,
exige-se que o ensemble seja ortddico, isto é, que sob
variacOes infinitesimais os parametros devem satisfazer
as relacoes usuais da termodinamica do equilibrio para
o sistema macroscépico dado. No caso de um fluido
homogéneo a pressao p, o volume V', a energia U e a
temperatura 7', definidos como médias de fungoes de
estado microscépicas'® devem ser tais que

dU + pdV
T

é um diferencial de uma fungao S = S(U, V') que é na-
turalmente identificada com a entropia.

Como se sabe, ha vérios tipos de ensembles demons-
travelmente ortédicos (em alguns casos somente no li-
mite termodindmico), e.g., microcandnico, canonico,

H¥ora do equilibrio esta decimacio é de certa forma iluséria, pois entdo lida-se com campos de pressio, temperatura, etc, que sio

grandezas em espagos de dimensao infinita.

12Uma, justificativa, digamos dinamica, deste postulado é, porém, uma outra discussio!

13Por exemplo, T é a energia cinética média.
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gran-canonico, entre outros, adequados a cada tipo de
situagao do sistema. [5] Um elemento P de um ensem-
ble é as vezes chamado de “estado estatistico” do sis-
tema, o que é uma nocao equivocadal®. De fato, um
microestado do sistema é um ponto do espago de fase
enquanto que um macroestado, por exemplo, de um
fluido homogéneo, é dado por um par de valores de
(U, V) ou (p,V). O significado mais adequado de uma
tal medida é a de ser um conceito-ponte ou de ligagao
entre os niveis de descricao macro e micro do sistema.
Realmente, por um lado, sendo uma medida de proba-
bilidade no espaco de fase, um elemento do ensemble
se refere aos microestados; ao mesmo tempo, sendo in-
dexado pelos parametros termodinamicos do sistema,
refere-se também ao nivel macro.

4. Tipicalidade

Um outro papel para a probabilidade em mecanica
estatistica é a de fornecer uma nocao de tipicalidade.
De forma muito geral, uma propriedade de um sistema
é tipica quando, apesar de nao ser satisfeita para to-
dos os estados (ou pardmetros) do mesmo, é todavia
satisfeita para a “vasta maioria”’ deles, de acordo com
algum critério de “tamanho”.

As nogoes de tamanho de subconjuntos tradicional-
mente usadas em matematica sao a topoldgica e a da
teoria da medida, sendo as relagoes entre elas por vezes
bastante complexas'®. A tipicalidade topolégica (ou ge-
nericidade) é técnicamente complicada e nao iremos dis-
cuti-la aqui. Apenas observamos que é muito utilizada
na teoria de sistemas dinamicos para obter informagoes
interessantes sobre classes de sistemas “tipicos”. Um
exemplo interessante: pode-se mostrar que a vasta
maioria dos sistemas Hamiltonianos “suaves” nao é nem
ergédico nem integravel [7].

A tipicalidade em espagos €2 munidos de uma me-
dida !9 é mais intuitiva, dada nossa experiéncia com
areas e volumes. Grosso modo, uma propriedade P é u-
tipica quando o conjunto p = N—p = {w € N : P(w)}¢
das excecoes tem medida “muito” pequena, isto é,
1w(Q — p) < e, para uma tolerancia 0 < ¢ < 1.

Por exemplo, na reta real R com a medida usual de
Lebesgue (comprimento) a propriedade “ser um nidmero
irracional” é tipica no sentido de que vale exceto em um
conjunto de medida zero. Se nos restringirmos ao inter-
valo [0,1], a medida de Lebesgue torna-se uma medida
de probabilidade e costuma se dizer que um nimero real
“tomado ao acaso” em [0, 1] é irracional com probabi-
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lidade um. Mas, apesar da linguagem probabilistica,
trata-se apenas de dizer que os racionais formam um
subconjunto de comprimento zero na reta. Note que
apesar de “vasta maioria” dos nimeros reais serem ir-
racionais, é nao-trivial demonstrar a irracionalidade de
um ntmero real especifico.

E importante ter em mente que a nogao de tipicali-
dade é relativa a medida utilizada. No exemplo acima
se, ao invés da medida de Lebesgue, tomarmos a medida
de Dirac pu = 6,,, onde z é racional’”, entdo agora a
propriedade “ser racional” é que é tipica e os irracionais
é que sao atipicos! E claro que se poderia argumentar
aqui que a medida de Lebesgue é “mais natural” pois
corresponde a intuigdo geométrica.

Em mecanica estatistica do equilibrio, poderiamos
dizer que uma propriedade P no espago de fase é tipica
se vale para todo w fora de um conjunto de probabi-
lidade zero (ou alternativamente, de probabilidade su-
ficientemente pequena). A motivagao desta definigao
é que a integral de Lebesgue, no nosso caso, valores
médios de fungoes de estado, nao se altera se mudar-
mos a tal funcao num conjunto de probabilidade zero.
Assim, a propriedade de ter energia total U é tipica com
respeito ao elemento Py do ensemble microcanoénico.

Foi, porém, no contexto de problemas de mecanica
celeste (particularmente o problema da estabilidade do
sistema solar [8]) que, na segunda metade do século
XIX, surge a nogao de que certos conjuntos de condigoes
iniciais que levam a situagoes “catastréficas” (por exem-
plo, afastamento dos planetas, colisdes) sao atipicos ou
“raros” no sentido de terem medida zero. Um exemplo
importante é dado pelo o famoso teorema de recorréncia
de Poincaré, que diz que para sistemas Hamiltonianos
em espacos de fase compactos (por exemplo, com ener-
gia total fixa e num volume finito) a trajetéria (ou
6rbita) do sistema retorna (infinitas vezes) para uma
vizinhanga do estado inicial, para quase-toda condigcao
inicial. Isto é, a menos de um subconjunto de volume
zero de excecoes, o sistema é recorrente.

Se normalizamos o volume a um, temos uma medida
de probabilidade (volume relativo) e diz-se que “com
probabilidade um o sistema é recorrente” ou ainda que,
“tomando uma condigao inicial ao acaso” a trajetdria
associada é recorrente com probabilidade um. Porém, a
rigor, nao hd nenhum ingrediente estocastico em jogo.
Temos um sistema Hamiltoniano classico e o resultado
diz simplesmente que a vasta maioria das condigoes ini-
ciais é recorrentel®.

O teorema de Poincaré constitui uma formidével
objecao a tentativa de deduzir as equagOes ma-

14Provavelmente outra influéncia da interpretacio tradicional da mecéanica quantica.

15 A nocéo de cardinalidade de conjuntos, que mede o seu tamanho em termos de ntiimero de pontos (ou poténcia), ndo é tao relevante
aqui uma vez que usualmente os conjuntos com os quais se lidam em aplica¢ées tem pelo menos a cardinalidade do continuum.

16Mais precisamente um espaco de medida é uma tripla (€, F, 1), onde 2 é um conjunto nio-vazio qualquer, F uma colegio de sub-
conjuntos de  com estrutura de o-dlgebra (os conjuntos ditos mensurdveis) e p uma funcdo de conjunto nio negativa e contavelmente

aditiva em F.

7Isto é, se A C R, tem-se §5,(A) =1, sexg € Ae0, sexy ¢ A.

18Poincaré chama este resultado de “estabilidade segundo Poisson” e sua demonstracio nio usa teoria da medida que é historicamente

posterior.
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croscopicas irreversiveis, por exemplo para o movi-
mento de fluidos, a partir de um modelo mecéanico mi-
croscépico Hamiltoniano. Ele foi usado por Zermelo na
sua critica ao teorema-H.

Boltzmann percebeu, corretamente, que tal dedugao
deve envolver algum tipo de limite quando o ntimero de
particulas tende a infinito. Entretanto ele nao dispunha
do aparato matematico técnico-formal nem mesmo para
formular o problema de forma adequada, quanto mais
para lhe dar uma resposta rigorosa. Para se ter uma
idéia do tamanho do desafio, basta lembrar que Hil-
bert o incluiu como parte do sexto problema de sua
lista, o de “tratar da mesma forma [que a geometrial,
por meio de axiomas, aquelas ciéncias fisicas nas quais
a matematica tem importante papel; antes de tudo a
teoria da probabilidade e a mecanica”™. E continua:

Com relacdo aos axiomas da teoria da
probabilidade, me parece desejdvel que sua
investigagao logica seja acompanhada de
um desenvolvimento rigoroso e satisfatorio
do método dos wvalores médios em fisica-
matemdtica e em particular na teoria
cinética dos gases.

E mais adiante:

Assim, o trabalho de Boltzmann sobre os
principios da mecanica sugere o problema
de desenvolver matematicamente 0s proces-
sos de limite, ld meramente indicados, que
levam do ponto de vista atomistico as leis
do movimento do continuo. [9)

A resolugao rigorosa do problema da irreversibi-
lidade/reversibilidade, seria obtido por uma demons-
tragao da wvalidade das equagoes fenomenoldgicas a par-
tir do modelo mecanico microscépico. Em linhas gerais
e na linguagem moderna, consistiria no seguinte “pro-
grama” [10]:

Seja F o estado macroscopico inicial do sis-
tema (e.g., um fluido) e T'r a correspon-
dente colecao de microestados associados.
Seja F; o macroestado do sistema no ins-
tante t, evoluido de acordo com as equacoes
fenomenolégicas com condigao inicial Fy =
F. Se w(t) = T(w(0)) é o microestado obti-
do pela evolugao temporal das equagoes mi-
croscépicas a partir de uma condigao inicial
w(0) € T'p, mostrar que tipicamente e em
um limite adequado, tem-se que w(t) € I'p,.

Ou seja, a “vasta maioria” dos microestados ini-
ciais associados ao macroestado dado evolui de forma
a respeitar a evolugao macroscépica fenomenoldgica.
Este programa ainda estd essencialmente em aberto.
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H&a varias dificuldades técnicas ainda intransponiveis:
primeiro, ao contrario do que ocorre na mecanica
estatistica do equilibrio, nao ha aqui uma medida de
tipicalidade “natural” ébvia a ser escolhida. Ademais,
como esta claro do teorema de recorréncia, um resul-
tado deste tipo s6 deve valer rigorosamente num li-
mite adequado a cada situagao e no qual o nimero N
de particulas vai a infinito: limite de Boltzmann-Grad
(para a equagdo de Boltzmann), limite hidrodinamico
(para a equacgao de Euler), etc.

Um avango notavel nesta direcao é o teorema de
Lanford [11], obtido em 1976, que é a primeira demons-
tracao rigorosa da validade da equacao de Boltzmann,

of

SOV 4V VIV = QU f),

ao menos para tempos curtos e no limite de Boltzmann-
Grad.

Lanford?? considerou um modelo microscépico de
esferas rigidas de raio a > 0 interagindo por colisoes
eldsticas. Ele provou o seguinte:

para condi¢des iniciais “tipicas” w(0) =
(a1(0),v1(0), .., an (0),vx(0),  “proi-
mas” da condigio inicial f(r,v,0) da
equagcao de Boltzmann, o microestado
w(t) = Ty@(0) = (@u(t),vi(t),-. ., ax(t)
vn(t)) evoluido sob a dindmica mi-
croscopica, estard “prorimo” da solucdo
f(r,v,t) da equag¢ao de Boltzmann, no li-
mite de Boltzmann-Grad (gds infinitamente
diluido), i.e., para N — oo e a — 0 com
Na? — \.

Dizer que uma configuragdo w = (q1,v1,...,dN, VN)
estd “préxima” de f(r,v) significa dizer que a fragao
das particulas num paralelepipedo A C A x R3,

N
1
Faw) =+ ;HA(Qiavi)v
estd proxima de
/ f(r,v)d®r d®v,
A

a medida que N — oo (trata-se da passagem discreto-
continuo).

A idéia entao é provar que a “vasta maioria” de
configuragoes iniciais préximas de f(r,v,0) permane-
ce préoxima de f(r,v,t). Ou seja, para uma certa
seqiiéncia de medidas de probabilidade {P"¥}y>1 em
AN x R3N | tem-se, para todo § > 0 que:

PV [w: [Fa(Ty(w)) —/ fx,v,t)yd’rd*v| > 6] — 0,
A

no limite de Boltzmann-Grad e para t > 0 suficiente-
mente pequeno, supondo que o limite acima vale para
t=0.

19Note a opinido, bastante comum na época, de que a teoria da probabilidade era parte da Fisical
20 A propésito, trata-se do mesmo Lanford da equacdo DLR (Dobrushin-Lanford-Ruelle), para caracterizacio de medidas de Gibbs.
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Note entao que o teorema de Lanford pode ser visto
como uma Lei (fraca) dos Grandes Numeros, mostrando
que a equagao de Boltzmann nao prediz simplesmente
o0 que ocorre “em média” mas para a “vasta maioria”
das condigdes iniciais [13], com relagao & seqiiéncia de
medidas de probabilidade {P"}n>1.

A demonstragao é bastante técnica [14] e depende de
vérias hipéteses sobre a seqiiéncia {P™}y>1, chamada
“seqiiéncia aproximante” para f2Y. Uma limitacdo par-
ticularmente severa do teorema é que ele vale apenas
para tempos extremamente curtos, da ordem de 20%
do tempo entre colisoes. Uma prova para todo t > 0
foi obtida para certas condigOes iniciais especiais da
equagao de Boltzmann (ver [14]). O caso geral ainda
estd em aberto, além do problema ainda mais dificil
de obter resultado andlogo para o caso mais realista de
um géds de densidade finita (ou invés de infinitamente
diluido).

5. Conclusao

Nesse artigo discutimos uma interpretagao para o pa-
pel da probabilidade na mecanica estatistica cléssica.
Vimos que, por um lado, as medidas de probabilidade
servem de conceito-ponte entre os niveis micro-macro
levando, por meio de valores médios, da descricao com
grande numero de graus de liberdade, caracteristico do
ponto de vista micro para uma descricdo com poucos
parametros macroscopicos.

Por outro lado, as medidas de probabilidade apa-
recem como generalizacoes do volume ou tamanho re-
lativo de subconjuntos do espago de fase. Dessa forma
permitem fazer uma andlise do comportamento “tipico”
de um sistema, obtendo, por exemplo, informagao sobre
0 que ocorre com a evolucao temporal da “vasta maio-
ria” das condigoes iniciais vis-a-vis o comportamento
macroscopico observado.

Desta forma, e lembrando que o conjunto das
condicOes iniciais é parte integrante de um sistema
dinamico, a probabilidade, vista como tipicalidade
neste conjunto, aparece de forma bastante natural como
método de estudo de tais sistemas e nao como um in-
grediente “extra-mecanico” de carater estocastico.

Este ponto de vista, apesar de nao ser particular-
mente novo?? vem sendo utilizado hd muito tempo e
com sucesso na teoria de sistemas dinamicos e foi por
muito tempo negligenciado como alternativa a outras
interpretagoes da mecanica estatistica cldssica.

E claro que ha varias questoes nao resolvidas. Por
exemplo, o fato da tipicalidade ser relativa a medida uti-
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lizada levanta a questao de saber qual é a medida mais
adequada ou “natural” em cada caso. Ademais, geral-
mente quando se fala de “vastas maiorias”, ha grande
dificuldade em saber o que ocorre com um caso particu-
lar daquela maioria. Finalmente, h& poucos resultados
rigorosos e, menos ainda, que sejam fisicamente reali-
stas, na linha do programa esbogado acima. Mas, le-
vantar problemas desafiadores e de grande importancia
para o entendimento da natureza talvez seja o que ha
de mais tipico no legado deixado por Boltzmann.
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