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A dindmica no espacgo de fase cumpre papel importante em sistemas de muitas particulas que caminham
para o equilibrio. Neste trabalho, estudamos tal dindmica em alguns sistemas unidimensionais: (i) péndulos
ndo lineares e ndo interagentes; e (ii) muitas particulas interagindo gravitacionalmente. A evolugdo temporal de
sistemas com muitas particulas, em regime ndo colisional, é governada pela equagdo de Vlasov, a qual resolvemos
numericamente. As equagdes originais sdo separadas em equagdes de transporte via método splitting de Lie. Usa-se
o método numérico fluxo positivo e conservativo, com um limitador de inclinacdo de tipo monotonized central-
difference (MC). Apesar de apresentarmos solugdes de problemas comuns da &rea, as discussdes detalhadas néo
sdo frequentes. Logo este trabalho pode ser explorado no ensino de fisica.

Palavras-chave: fisica estatistica, mistura no espago de fase, métodos numéricos, sistemas continuos, equagéio
de Vlasov.

Phase space dynamics plays an important role in systems of many particles that move towards equilibrium.
In this work, we study such dynamics in some one-dimensional systems: (i) non-linear and non-interacting
pendulums; and (ii) many particles interacting gravitationally. The temporal evolution of systems with many
particles, in a non-collisional regime, is governed by the Vlasov equation, which we solve numerically. The original
equations are separated into transport equations via Lie’s splitting method. The positive and flux conservative
numerical method is used, with a monotonized central-difference (MC) slope limiter. Although we present solutions
to common problems in the area, detailed discussions are not frequent. Soon this work can be explored in the

teaching of physics.

Keywords: statistical physics, phase space mixing, numerical methods, continuous systems, Vlasov equation.

1. Introducao

Para sistemas formados por um ndmero elevado de
particulas, em que o potencial de interacdo seja de
longo alcance (como sistemas estelares), a dinimica
de qualquer particula é governada principalmente pelo
potencial médio do sistema. Em outras palavras, a
influéncia da interagdo de dois corpos entre as particulas
é muito baixa. Este fato permite fazer uma importante
simplificacdo: tanto a distribuicdo das particulas no
espago, quanto o potencial do sistema podem ser apro-
ximados por fungdes suaves da posi¢io (aproximacao
continua). Isto permite definir a funcao de distribuicao
(FD) £, tal que f(Z,¥,t)d*>Zd37, seja a probabilidade que
no tempo t, uma particula aleatoriamente escolhida se
encontre no volume hexa-dimensional d3Zd3# do espaco
de fase, em torno da posigio Z e velocidade @ [I].
A evolucdo temporal desta FD é governada pela equacéo
de continuidade, conhecida como a equagao de Vlasov ou
a equagdo de Boltzmann sem colisoes,
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em que ® denota o potencial médio do sistema. Se existir
um potencial externo, entdo este também deve estar
incluido em ®.

Segundo o teorema de Liouville, a FD f permanece
constante ao longo do movimento no espago de fase
de uma particula. Isso significa que, mesmo se a FD
é inicialmente uma funcdo suave, esta ficard irregular
quando as particulas forem embaralhadas no espago de
fase [2]. A FD fica tdo irregular que na prética qualquer
medicdo de f torna-se impossivel, ou seja, a resolucao
finita ou discreta do sistema quebra a validade do limite
continuo. Nesse caso, o sistema é melhor descrito por
uma média local de f, conhecida como funcio de
distribuicdo de grao grosso F(Z,v,t) [3, 4], definida
como

1 . .
F(Z,0,t)=— [ f(@ 0, t)d37d37, (2)
Aﬂ Ap
em que Ap = A3FA3G é o volume de uma regido

pequena, porém finita, do espaco de fase, centrada no
ponto (&, 7). Esta regido é usualmente chamada de
macro-célula. Ou seja, a FD F de grao grosso é o

resultado da mistura (média aritmética) dos diferentes
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valores da FD de grao fino f, sobre uma determinada
macro-célula. Como consequéncia, a FD de grao grosso
cumpre o papel de suavizar as irregularidades da FD de
grao fino. A este processo denomina-se mistura no espago
de fase.

Também, em sentido estrito, a FD de grao fino nao
atinge uma distribuicdo de equilibrio, mas desenvolve
filamentos cada vez mais estreitos. Entretanto, espera-se
que a FD de grao grosso atinja um estado de equilibrio,
como produto da mistura. Geralmente é sugerido que
esse estado de equilibrio seja uma solucao estacionaria
especifica da equagdo de Vlasov [5].

Como uma forma de quantificar a mistura no espaco
de fase, define-se os funcionais-H de Boltzmann [4]
(Intuitivamente, uma funcional pode-se considerar como
uma fungao de uma funcao)

H=— / C(F)d*zd*v, (3)

em que C deve ser uma fungéo convexa com C(0) = 0.
Por exemplo, C(F) = F? e C(F) = FInF. Assim,
dizemos que uma fungdo F, é mais misturada que F1, se
para qualquer funcional-H, cumpri-se H[Fy] > H[F}].
Na evolugdo temporal de sistemas nao colisionais todos
os funcionais-H sempre aumentam com o tempo [4, [6],
ou seja a FD de grao grosso evolui de modo que ela fique
cada vez mais misturada.

A mistura oferece uma vantagem ao suavizar a FD,
porém, este processo leva inevitavelmente A perda de
informacao sobre os detalhes mais finos da FD. Ou seja,
um processo de mistura leva ao aumento de grau de
ignoréncia (entropia) sobre a FD.

O funcional-H para C(F) = FInF é igual a kp
(constante de Boltzmann) vezes a entropia, e para
sistemas colisionais é a unica funcional-H que cresce
durante uma evolugdo temporal [3]. Assim, para este
tipo de sistemas, quando sua FD for mais misturada seréa
também maior sua entropia (maior grau de ignorancia).

Denomina-se relaxacao violenta a evolugdao temporal
de um sistema governado pelo seu proprio potencial, em
que este potencial sofre mudancas rapidas e violentas
durante a evolugdo do sistema. Em uma relaxacao
violenta, o sistema tende para o estado de equilibrio,
mas nao consegue atingi-lo. As flutuagdes do potencial
desaparecem antes que o processo de relaxamento seja
concluido [6]. Um estado de equilibrio, se existir, deve
maximizar os funcionais-H de Boltzmann.

Em dindmica galactica o principal objetivo é estudar
a evolucao de um sistema estelar auto-gravitante, resol-
vendo a equacao de Vlasov e a seguinte integral de
Poisson

= >
&(7,t) = —GM / wdgf’dgﬁ, (4)

|

em que G é a constante gravitacional e M é a massa
total do sistema. Contudo, destaca-se que solugoes
analiticas sdo restritas a solugdes estaciondrias ou quase
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estaciondrias. Para isso, varios conceitos tedricos foram
desenvolvidos, como o teorema de Jeans e a teoria das
perturbagoes [I]. A dindmica galdctica fora do equilibrio,
por outro lado, como em uma fusdo ou colapso de
galéxias, é quase inteiramente tratada com simulag¢oes de
N-corpo [, B], que sdo programas computacionais que
seguem o movimento de um grande ntmero de elementos
de massas (particulas), sujeitos a sua atragiao gravitaci-
onal mutua. Entretanto, o método de N-corpo funciona
somente para um numero limitado de particulas, e
os sistemas realistas geralmente contém muito mais
particulas do que é possivel seguir em um computador.
As galdxias tipicamente contém aproximadamente 10!
particulas (estrelas) [I]. Atualmente, mesmo os maiores
computadores ndo podem funcionar eficientemente com
mais de 10! particulas [I]. O potencial gravitacional em
uma simulacao de N-corpo nao é geralmente uma funcao
suave, e como consequéncia pode aparecer o relaxamento
de dois corpos, o que nao é desejavel para sistemas sem
colisoes [7].

Outro problema inerente as simulagdes de N-corpo é
o aparecimento das dispersoes com grandes angulos de
dispersao, causado pelos encontros com baixo pardmetro
de impacto, o que pode ser evitado introduzindo o sof-
tening gravitacional. Para superar essas deficiéncias das
simulagoes de N-corpo, varias abordagens alternativas
foram exploradas [7].

A abordagem comum para simula¢ées numéricas dos
sistemas autogravitantes sem colisdo seria a integracao
direta da equacao de Vlasov, combinada com a equagao
de Poisson [7, §]. A integracdo direta da equagdo de
Vlasov para problemas em uma ou duas dimensoes espa-
ciais é aplicada sem inconvenientes, porém a resolugao
em mais dimensoes requer memoria e tempo compu-
tacional elevados. Entretanto, avangos computacionais
recentes permitiram desenvolvimentos nessa area. Os
supercomputadores tornaram possivel simular sistemas
autogravitantes sem colisio no espago de fase hexa-
dimensional, integrando numericamente as equagoes de
Vlasov-Poisson com resolugao cientificamente significa-
tiva [7, @].

Neste trabalho, estudaremos a evolugao de alguns sis-
temas unidimensionais, resolvendo a equagao de Vlasov
e a integral de Poisson. O estudo desses sistemas pode
contribuir com a compreensao da fisica estatistica para
sistemas com interagdo de longo alcance, e facilitar seu
ensino na graduacao. Esse é um assunto muito pouco
tratado na graduacao. Para resolver a equacao de Vlasov
usaremos o método de fluxo positivo e conservativo
(PFC, do inglés: positive and flux conservative) [§], que
serd apresentado na Secdo [2|

Na primeira parte da Segao[3] estudaremos a evolugio
de um sistema de péndulos. Escolhemos este tipo de
sistema por ser simples e apresentar na evolugao da sua
FD a mistura no espaco de fase. Aqui, entenderemos em
detalhes como acontece a mistura e como influencia na
evolucao do sistema.
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Na segunda parte da Segao (3] estudaremos a evolugao
de um sistema formado por um niimero muito grande de
particulas que interagem entre si por um potencial quase
gravitacional, neste caso deve acontecer a relaxacao
violenta. O estudo deste tipo de sistema nos permitira
entender como um sistema evolui para um estado de
equilibrio que seja autoconsistente com seu potencial
médio. Também analisaremos se ao impor diferentes
condigoes iniciais, o sistema tende a alcangar o mesmo
estado de equilibrio. E importante mencionar que, exis-
tem muito poucos trabalhos sobre o assunto na lingua
portuguesa.

A vantagem de estudar sistemas unidimensionais con-
siste na possibilidade de analisar sua FD sem com-
plicagoes e observar todos os detalhes da sua evolugao
temporal. Para sistemas com dimensoes superiores isso
nao é possivel. Todas as simulacoes serao feita usando
um computador ordindrio.

2. Método numérico para a solucao da
equacao de Vlasov

Para estudar a evolugao de sistemas em uma dimensao,
é necessario resolver a versao unidimensional da equagao
de Vlasov,

of | of of _

a =
ot oz v
em que a = 9P /0x e nesse caso f = f(x,v,t). A solucao
numérica consiste em duas etapas: separar a Equacao
em duas equagdes de transporte, e resolvé-las.

0, (5)

2.1. Método separador temporal

A Equagdo (5) é uma equacdo diferencial de primeira
ordem com trés variaveis: x, y, e t. O método separa-
dor temporal (ou the time-split method [10]) consiste
em transformar em duas equacbes de transporte
unidimensionais. A fundamentacdo matemaética deste
método, comeca por reescrever a Equagao como

of

o =A+B)f,  f0)=y, (6)

em que g é a FD inicial, A e B sdo os operadores
diferenciais

0 0
A:—va—x e B:a%. (7)
Formalmente, a solucao exata da Equacao @ sera
f(t) _ et(A+B)g — etA—i—th. (8)

Nessa parte, se realiza a seguinte aproximacao

etA+tB ~ etAetB’ (9)

que denomina-se Separacao de Lie [I0]. Esta é uma
aproximagao de primeira ordem em ¢, cujo erro local é

2
(HAetB _ tAHB _ %(AB _BA)+0().  (10)
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Logo, o erro pode ser desprezivel quando se considera um
valor pequeno para t. Com essa aproximagdo, a solugao
da Equacao @ é

f(t) =e4etBy. (11)

Agora, é possivel reconhecer a expressao eZg como a
solucao da seguinte equagao

of _

of _ of _
ot a

Bf ou — —

12
ot Ov 0, (12)

com a condigdo inicial g. Finalmente, f(t) = e'4 (e!Pg)
deve ser a solugao da equacao

af of 0

—~ = A — 4= = O7 13

ot / ot or (13)
com a “condicdo inicial” e*Pg. As Equacdes e
sao equacoes de transporte unidimensionais. Em resumo,
resolver a equacdo de Vlasov () implica resolver as
Equacoes mais simples e (13]), uma depois da outra.
Essa ¢é a esséncia do método separador temporal.

2.2. Solucionador da equacgédo de transporte
As Equacoes e tém a forma

of  of

ot +Caz =0, (14)
em que ¢ é uma constante na maioria dos casos, z
representa as varidveis x ou v, e f = f(t, 2).

Para resolver numericamente a Equacdo (14)), é ne-
cessario definir o dominio da varidvel z, que serd —L/2 <
z < L/2. Logo, vamos dividir esse dominio em N células,
denotadas como C; (i =1, 2, ..., N). Todas as células
terdo larguras iguais, Az = L/N, e o centro da i-ésima
célula é

L 2i—1
Z; — ——

2 2

Az. (15)

O tempo t é discretizado considerando os valores t* =
kAt,em que k =0,1,2,... e At é um pequeno intervalo
de tempo. O valor médio da fun¢do f sobre a célula C;
no tempo tF sera

= Aiz/ 2 pek, 2)d, (16)

1
2

em que z;_1 € z;,1 representam as fronteiras da célula.
Denominamos f¥ como o valor da fun¢do na célula C; no
tempo t*. Desta forma, fF desempenha o papel da FD
de grao grosso.

Vamos descrever brevemente o método PFC[T, [§]. Su-
pomos que os valores de f¥ no tempo t* sio conhecidos
para todas as células. Dado que a equagao de transporte
é uma equagao conservativa, entao

Zit1/2 Z(tkvtk+lvz¢+1/2)
[ e i | F(t*, 2)dz,

Zi—1/2 Z(th thtt 2 _1/2) ( )
17
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em que t"t1 = ¥ 4 At Z(t;,ts,2) é o valor da
coordenada-z da curva caracteristiva no tempo t; e que
no tempo t, origina z como a coordenada-z. Agora,
usando a propriedade da integral definida

VAGRARRICHRYPS| Zi—1/2 Zit1/2
J - “f
Z(th,th+1,2; 1)2) Z(thth+1 2, 1/2) Zi—1/2
Zi+1/2
_ / 7
Z(thth+l 2,10 /2)

podemos reescrever a Equagdo (17)) como

k+1 #imi/a k k
e = | J(t*,2)dz + ]
Z(th,thtl 2,1 /2)

Zi41/2 &
—/ ft%, 2)dz.
Z(tk k1 21 9)

A seguir, denotamos

1 Zi—1/2
o — 7/ Ft5 e, (18)
Az Z(tkytk+17zi71/2)
[§]
1 Zi+1/2
ot = —/ f(tk,z)dz, (19)
AZ Z(tk7tk+l7zi+1/2)

Assim, pode-se reescrever a expressao para ff“ como
k+1 _ rk - +

<I>;r e ®7 se calcula por interpolagdo dos valores da
funcédo nas células. Este é a base do método PFC. Pode-
se interpretar ®T e ®~ como o fluxo de f & direita e &
esquerda da célula C;, respectivamente.

O préximo passo considera a seguinte aproximacao da
fun¢do f para z € C;

f(tv Z) ~ fi(t) + Ui('z - Zi)? (21)

em que f;(t) é o valor médio de f em Cj, e o; serd o
limitador de inclinagdo MC' limiter [I0H14], dado por

fi+1 B fifl
)

! X mi d
0; = — X minmo
Az 2

minmod(Q[fi — fic1],2[fiv1 — fz]))v (22)

em que a fun¢do minmod definem-se, para dois quais-
quer namero real, o e 3, como

min(|al, |8]) - sgn(a), se af >0
minmod[a, 8] =
0, se af <0
(23)

O papel do limitador de inclinacdo é evitar as os-
cilagbes nao desejadas na solugdo numérica. Logo,
pode-se determinar o valor dos fluxos <I>;r e ¢ .
Para isso, devemos primeiro encontrar a célula C; que
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contenha o ponto Z(tk,7fk“‘1,ZZ-H/Q)7 ou seja, tal que
Z(tk,tk+1,zi+1/2) € C;. Logo, define-se o; como

Zj+1/2 — Z(tk,tk+17 Zi+1/2)a se ¢>0
ijl/Q — Z(tk,tk-‘rl, Zi+1/2)7 se c¢<0

Reforgando que j é o indice da célula que contém
Z(tk,tk"’l,zi“/z). Assim, «; deve satisfazer a seguinte
desigualdade, 0 < |a;| < Az, e o fluxo & direita serd

g [fi+ 252 (1- £2)]
+ Z fr, se ¢>0
k=j+1
of = (25)
Qi oAz a;
g [f—2p2 (1+ 2]
j—1
— Z fre, se ¢<0
k=i+1

O fluxo a esquerda pode ser determinado a partir do
fluxo a direita, fazendo ®; = @j‘_l, isso quer dizer,
que nao precisamos calcular os ®; em separado, e
sim somente ®; para cada célula. Reduzindo o custo
computacional.

2.2.1. Determinando j e «;

As curvas caracteristicas para a equacdo de transporte
sao uma familia de retas de inclinacdo ¢ sobre o plano
tz, cuja equacao pode ser escrita como z = z, + ct, em
que z, é uma constante que representa o intercepto-z
da reta. Por definicdo, os pontos (Z (%, tF+1, Zit1/2), tF)
e (zit1/2, tk“) devem pertencer a uma mesma curva
caracteristica. Logo, deve-se cumprir

Z(t* Y zi1)0) = 20+t
Zit1/2 = %o+ cth L.
Combinando as equagdes anteriores obtemos
Z(tk,tk+1,zi+1/2) = Zi+1/2 — cAt. (26)

Agora, seja C; a célula que contenha o ponto
Z(tk, tk+1, Zi+1/2)7 entao

zj—1y2 < Z(E° T 2 0) < zjgape,
Zj—12 < Zig1/2 — CAt < zjq1/0.
Dado que z; = z1 + (¢ — 1)Az, obtemos a desigualdade
j<i+l—s<j+1, (27)
em que s é que o nimero de Courant, definido por
s =cAt/Az (28)

Finalmente, da desigualdade anterior podemos deduzir
que

j="foor(i+1-2s), (29)
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em que floor(¥) retorna o maior valor inteiro menor do
que %, o que é compativel com a desigualdade (27)).
Para determinar «;, substituimos a Equagdo (26]) na

Equacao , e obtemos

(j—i+s)Az, se ¢>0
o = (30)
(j—i—14+s)Az, se ¢<0

em que s € novamente o nimero de Courant. Umas das
vantagens do método PFC é que o ntimero de Courant
nio precisa satisfazer a condigdo de CFL (Courant-
Friedrichs-Lewy) [I5]. O detalhe do cédigo em FOR-
TRAN ¢é apresentado no material suplementar.

2.2.2. Determinando o At apropriado

A escolha de N grande sempre permitira que a solucéo
numérica seja precisa e tenha boa resolucao. Entretanto,
existem duvidas sobre o valor de At¢. Um At pequeno
precisard de mais iteracbes para completar a evolugao
temporal, e o erro acumulado em todo o processo
pode ser consideravel. Um At grande aumentard o
erro de truncamento do método separador temporal.
Como método de checagem, pode-se comparar solugoes
analiticas e numéricas para a determinacao de At.

A solugdo analitica da equagdo de Vlasov para um
sistema continuo de particulas que realizam movimentos
harmonicos simples, todas com frequéncia angular igual
a unidade, é dada por

f(z,v,t) = g(x cost —vsent, rsent +vcost) (31)

em que g(z,v) é a FD inicial. Neste caso, vamos
considerar a seguinte condicao inicial

2 2] < %,
4(;;—% cos (%) cos (%)’ se
g(z,v) = lv] < %
0 em outro caso,
(32)

em que §, = 4 é a largura da distribuicao de probabili-
dade na dire¢do x e d§, = 2 na direcdo v.

Para todas as simulagbes apresentadas neste artigo,
serdo adotados L = 8 e N = 800, tanto para x e v.
Por simplicidade, trabalharemos com unidades adimen-
sionais.

A Figura [1| apresenta a evolucdo temporal do erro
global eg4, para diferentes valores de At. Inicialmente,
a simulagdo apresenta menor erro global a medida que
aumentamos o valor de At, mas apartir de At = 0.005,
a simulagdo voltar apresentar erros globais altos. O erro
global calcula-se usando a relagéo [7]

S Ui () = felai v, t)| AzAy
1,J

eq(t) =
/fe(x, v, t)dzdv

= Amszm,j(f) — fe(zi,vg, )| (33)

4,3
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Figura 1: Evolugdo temporal do erro global, e4, em uma
simulacdo de um sistema continuo de particulas que realizam
movimentos harmoénicos simples. A simulagdo apresenta menor
ey para At = 0,0057.

em que f; ;(t) é a solu¢io nimerica para a célula cen-
trada em (x;,v;) e fe(x;, v;,t) representa sua respectiva
solucdo analitica. A simplificacdo na ultima linha acon-
tece devido a FD sempre ser uma fun¢do normalizada.
A somatoria deve ser realizada sobre todas as células.

Fazendo outros testes, verificamos que o At que mi-
nimiza e, depende da FD inicial, porém geralmente fica
proximo de At = 0.017. Por esta razdo, consideramos
este valor de At como referéncia para as simulagoes.
Adicionalmente, vamos considerar 800 x 800 células para
discretizar o espago de fase bidimensional.

3. Aplicacoes em sistemas
unidimensionais

3.1. Péndulo nao linear

Um péndulo consiste de um pequeno objeto de massa
m, que se encontra pendurado a um suporte por um fio
inextensivel de comprimento [, e que oscila em torno de
um ponto fixo. A equagdo de movimento do péndulo é
dada por

¢+ w?senp =0, (34)

em que @ é o angulo formado pelo fio e a vertical, e
w = \/gm, em que g é a aceleragdo numa queda livre.
Os dois pontos em cima de ¢ indicam a segunda derivada
em relagdo ao tempo. Por simplicidade vamos considerar
g=m=1=1,logo w=1.

Quando ¢ nado é restrito a valores pequenos, este
sistema denomina-se péndulo nao linear. Para o caso em
que a velocidade dngular inicial do péndulo seja nula,
este oscila com um perfodo 7', dado por [16]

T =4-K [sen? (¢,/2)], (35)

em que @, é o deslocamento angular inicial e a funcao
K é a integral eliptica de primeira classe. Nota-se que
T é uma funcdo crescente de ¢,, tal como se vé na
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Figura 2: O periodo T =4-K [sen2 (@0/2)], para um péndulo
n3o linear, que parte do repouso. Em que ¢, é o deslocamento
angular inicial.

Figura [2] Isto significa que, um péndulo que oscila com
grandes amplitudes vai demorar mais para completar um
ciclo, que um péndulo com menor amplitude angular.
Esta propriedade faz com que um sistema de péndulos
seja interessante para o estudo de misturas no espago
de fase. Por sua vez, sabe-se que, para oscilagdes com
pequena amplitude, o periodo de qualquer péndulo tende
a T, = 2m, independentemente da condicao inicial.

Na auséncia de forcas dissipativas, a energia individual
E de um péndulo é uma constante de movimento, e
sua dindmica é governada pelo campo gravitacional. A
equacao das trajetérias que segue no espaco de fase sera

1
—p? —cosp=E. (36)
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Evolugéo temporal da funcdo de distribui¢do de sistemas unidimensionais

Para F < 1 essas trajetorias s@do curvas fechadas.
Os péndulos com menor energia completam suas tra-
jetorias mais rapidamente que aqueles mais energéticos,
como consequéncia da Equacao .

Consideremos agora um sistema continuo de péndulos
nao lineares, nao interagentes, todos idénticos, porém
com diferentes condigdes iniciais. Podemos definir uma
FD para este sistema de péndulos, como f(p,¢,t),
e que deve satisfazer a seguinte equacdao de Vlasov
unidimensional

of  of . Of _
at—i—@a(p sengoasb—O, (37)

em que —senp é o campo externo que age sobre os
péndulos, especificamente uma componente do campo
gravitacional.

Aqui também vamos considerar uma condigdo inicial
da forma , porém, neste caso ¢ deve desempenhar o
papel de z e ¢ de v, também 6, = 37/2 e d, = 1.

Daqui em diante, vamos nos referir & FD de grao
grosso, simplesmente como FD, e o denotaremos sim-
plesmente como f, em vez de F. A Figura[3|apresenta a
evolugao temporal da FD de um sistema de péndulos nos
instantes iniciais, onde a superficie representa o grafico
da FD no espago de fase. A superficie gira ao redor da
origem, no sentido horario, o que é uma propriedade
dos sistemas que seguem a equagdao de Hamilton. Mas
nem todas as partes da superficie giram com a mesma
“velocidade angular”. Notamos um certo atraso no giro
das partes mais afastadas da origem (péndulos mais
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Figura 3: Evolucdo temporal da FD de um sistema continuo de péndulos. As curvas de nivel sdo apresentadas no plano .
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Figura 4: A FD de um sistema continuo de péndulos para t = 10w e ¢ = 807. As curvas de nivel sdo apresentadas no plano .

energéticos), o que é compativel com a Equagdo .
Essa gradiente na “velocidade angular” causa a “de-
formacgao” da distribui¢do de probabilidade no espago
de fase: inicialmente tinha uma forma alongada e logo
se transforma em uma “s” invertida, formando dois
“bragos”. Esses bracos vao se enrolando cada vez mais,
um sobre o outro (ver curvas de nivel da FD na Figural|3)).

A deformacao da distribuicdo de probabilidade acon-
tece de modo que esta fica mais filamentada e alongada.
A Figura [4 apresenta as FDs para tempos maiores.
Com o passar do tempo os bracos da distribuicao
de probabilidade ficam mais enrolados, formando uma
superficie com muitas “cristas”, ou seja, uma superficie
irregular. Depois as cristas se aproximam, de modo que
para tempos grandes estas cristas ficam tdo préximas
que se misturaram. A mistura das cristas comeca nas
regides mais afastadas da origem (cristas antigas), e logo
a mistura avanca na direcdo a origem. Nas regides em
que as cristas se misturam a FD se suaviza [ver na
Figura [4[b)].

A distribuicdo de probabilidade na regido central
gira em torno da origem sem apresentar deformagcao
apreciavel, isso deve-se a que nesta regido todos
os péndulos oscilam aproximadamente com o mesmo
periodo (aproximacao linear). Nesta regido a mistura é
quase inexistente.

Para quantificar a mistura no espago de fase, usaremos
o funcional-H de Boltzmann com C(f) fInf e
determinamos o incremento percentual de H usando a
seguinte relacao,

AH - w % 100% (38)
H H(0)
Até o tempo 57 o incremento percentual de H (entropia)
¢ no méximo 1%, tal como mostra a Figura a). O pe-
queno incremento inicial de H indica que a mistura ainda
estd acontecendo muito de vagar. Para ¢t = 10w e t = 207
o incremento de H é ~ 5% e ~ 20%, respectivamente.
A mistura vai se tornando gradualmente acentuada.
Quando t 2 707 a FD se mistura cada vez menos,
tal como pode-se ver na Figura [f[a). O funcional H
nao consegui alcangar seu valor maximo, devido a que

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2020-0351

a mistura ainda continua acontecendo, porém mais
lentamente.

As energias mecanicas do sistema sdo determinadas
da seguinte maneira,

1 . . .
K, = §/<p2f(so,<p7t) dpdp
m:/km@mwwww (39)
Es - K5+Us

em que K, U, e E; sdo as energias cinética, potencial
e total do sistema, respectivamente. Em que — cos¢
é o potencial gravitacional que age sobre os péndulos.
A Figura b) mostra que K, e Us; adotam valores
oscilantes com amplitudes que se atenuam com o tempo,
porém a energia total do sistema se mantem aproximada-
mente constante, tal como é esperado, dado que o campo
gravitacional que age sobre os péndulos é conservativo.
Entre os tempos 0 e ~ 27, E; apresenta uma leve
oscilagao devido a difusdo numeérica inicial.

A Figura (c) mostra a FD em fun¢do da energia
individual £ dos péndulos. A FD inicial proposta néo
apresenta nenhuma relacdo com a energia FE, porém,
a medida que passa o tempo vai se formando uma
relacdo entre f e E, como consequéncia da mistura. Por
exemplo, para ¢t = 80w, para cada valor de £ 2 —%,
corresponde aproximadamente um tnico valor da FD,
assim f — f(E). Para E < —1 néo existe relagio entre
f e E. Esta faixa de energia corresponde aos pendulos
que se encontram préximos da origem do espaco de fase,
assim nessa regiao a FD se mistura muito pouco.

Segundo o teorema de Jeans [I], qualquer solucdo
estaciondria ou de equilibrio da equagao de Vlasov deve
depender apenas das constantes de movimento do sis—
tema. Em nosso caso, dado que f ~ f(F) para E 2, —5,
e considerando que E ¢é a tinica constante de mov1mento
entdo a FD determinada, deve ser aproximadamente
uma FD de equilibrio.

2. Relaxamento violento

Consideremos um sistema em forma de uma linha
reta e finita, com densidade linear de massa A. Em
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Figura 5: (a) Evolug3o da funcional H de Boltzmann, para um sistema de péndulos. (b) Evolu¢do das energias mecanicas do
sistema. (c) Relag3o entre f e E para o estado inicial e para t = 80m.

que a interacdo interparticulas seja do tipo gravita-
cional suavizada (para sistemas unidimensionais, uma
interagdo gravitacional “real” gera um potencial médio
divergente). Escolhemos o eixo & de modo que coincida
com o sistema, logo o potencial médio no tempo t em
um ponto x sobre a linha serd

_ !
D(x,t) G/|x—a:’|—|—8d (40)

em que a integragao é calculada sobre todo o sistema,
e € é 0 parametro que suaviza a interacao gravitacional.
Por simplicidade vamos considerar G = 1. A densidade
de massa sera calculada em qualquer tempo a partir da
FD, usando a relagao

Az, t) = M/f(x,v,t)dv, (41)

em que M é a massa total do sistema. Também, por
simplicidade vamos considerar M = 1.

Numericamente, a FD serd conhecida somente sobre as
células discretas do espago de fase (FD de griao grosso),
assim podemos reescrever a Equagio como

o) = 3 fis)80 =200 (42)

em que A serd uma funcdo constante por secoes, ado-
tando valor A; sobre a célula i-ésima. A Equagao (40))
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torna-se
Tjt+1/2 dx’
B (x;, t ZA (t) / = Oy(t).
o Tt
(43)
Calculando separadamente a integral, obtemos
2In [A’”+25], se i =7,

[
. T —a'|+e (li—jl+1/2) Aat .
o1 | | In [m}, sei#j

(44)

Assim, fica determinado o potencial numérico, que
também adota um valor constante sobre cada célula. O
campo gravitacional g; sobre a célula ¢ serd determinado
aproximando a derivada pela diferenciagao finita,

D1 — P

O TV 45)

que também adota valor constante sobre cada célula.
Para ¢ pequeno, nosso potencial se aproxima melhor
ao potencial gravitacional real, porém um valor muito
pequeno de € pode levar a um potencial divergente.
Assim, para nossas simulacoes escolheremos € = 0.2.
Quando ® depende explicitamente do tempo, tal como
acontece em uma relaxacdo violenta, cumpri-se [I]

dE 0%

prialr e (46)
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Logo, a energia individual por unidade de massa F =
%v2 + ® das particulas que formam o sistema nao
serdo constantes de movimento. Contudo, quando o
sistema alcancar o equilibrio, ® sera estacionario. Neste
caso, F sera uma constante de movimento. Em uma
relaxacao violenta, as energias mecanicas do sistema
serao determinadas da mesma forma que no caso dos
péndulos (Equacao ), porém, a determinacao de U,
deve ser modificada, dado que neste caso existe uma
interagdo entre as particulas constituintes do sistema.
Neste caso, U sera

Us = %/)\(x)@(x,t)d:r. (47)

Interpretamos Ug como a energia potencial armazenada
pela estrutura do sistema.

Novamente, vamos considerar uma condigcao inicial
da forma , com §, = 2 e 6, = 1. Dado que em
um processo de relaxamento violento, o potencial varia
muito rapidamente, usaremos neste caso At = 0.002 (um
valor menor que no caso dos péndulos).

As Figuras [6] e [{] mostram a evolugdo temporal
da FD. A distribuicdo de probabilidade gira em torno
da origem, em que a por¢ao mais proxima da origem
(por¢ao interna) gira mais rapidamente que a porc¢ao
mais afastada da origem (porcao externa).

A por¢ao interna da distribuicdo de probabilidade
apresenta somente uma deformagdo inicial, para ¢ = 2
esta por¢ao muda pouco. Em ¢ 2 10, a porgdo interna
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alcanca aproximadamente um estado de equilibrio. Na
por¢do externa aparecem dois bragos, esses bracos se
filamentam e se enrolam ao redor da porcao interna,
para t = 4 algumas partes desses bragos comegam a se
misturar, e para t = 10 as diferentes partes dos bragos
se misturam quase em sua totalidade. A porg¢do interna
forma uma niucleo “denso”, e a por¢ao externa forma um
halo extenso e pouco denso.

A Figura a) apresenta a evolucao do funcional H
de Boltzmann, que quantifica a mistura. Para ¢ < 0.5
o incremento de H é menor que 1%, a distribuicao
se deforma, mas apresenta pouca mistura. Em ¢t > 1
os bragos comecam se filamentar consideralvemente,
alongando-se cada vez mais, e provocando a mistura nas
pontas dos bracos (ver a Figura Ekc)) Para t > 2, H
comeca a crescer rapidamente, devido a que os bragos
comencam a se misturar. Em ¢ > 8 a velocidade de
crescimento de H diminui consideralvemente, devido a
que a mistura na porcdo interna e na sua vizinhanca ja
vai acontecendo muito de vagar, e cada vez vai ficando
mais lenta. No final, as ultimas misturas acontecem nas
partes mais externas da distribuicdo de probabilidade.
Em t > 20 a funcional H permanece quase inalterdvel
indicando que o sistema esta perto de alcancar o estado
de equilibrio.

A diferenca do sistema de péndulos, em uma relaxagao
violenta, o sistema tende alcancar o equilibrio mais
rapidamente, o que pode ser confirmado pelo compor-
tamento de H.
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Figura 6: Evolu¢3o da FD para um sistema continuo de particulas que interagem com um potencial quase-gravitacional. As curvas

de nivel sdo apresentadas no plano xv.
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Figura 7: Evolug3do da FD para um sistemas continuo de particulas que interagem com um potencial quase-gravitacional. As curvas
de nivel s3o apresentadas no plano xv.
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Figura 8: (a) Evolugio da funcional H de Boltzmann, para um sistemas de particulas que interagem com um potencial quase-
gravitacional. (b) Evolu¢do das energias mecénicas do sistema. (c) Relag3o entre f e E para o estado inicial e para ¢t = 50.
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A Figura b) apresenta a evolucao temporal das
energias do sistema. K, e Ug; adotam valores oscilantes,
e simétricos, que sdo tipicos de sistemas conservativos.
Assim, F; é aproximadamente constante. A oscilagao de
K, e Us se atenua a medida que aumenta o tempo,
alcancando um valor aproximadamente estacionério,
Ky ~022e¢U, ~—1.15.

A Figura [8fc) mostra a relagdo da FD com a energia
individual por unidade de massa E = %1)2 + & das
particulas, para ¢ = 50. Como esperado, a FD tende a
ser uma funcgado suave de F, embora que a FD inicial ndo
tenha nenhuma relacdo com FE. Inicialmente a energia
individual das particulas se encontra dentro da faixa
—2 < F < —1, aproximadamente. A medida que passa o
tempo essa faixa se estende, muitas particulas tendem
a adotar energias menores que —2 e algumas poucas
particulas adotam energias maiores que —1.

A Figura @(a) mostra a evolucdo temporal da densi-
dade de massa do sistema até ¢t = 5. O sistema comeca
a evolugao com um rapido encolhimento, formando um
nicleo denso, depois disso a densidade fica oscilante,
expulsando para fora do niucleo, a cada certo tempo,
algumas particulas. Essas particulas expulsadas acabam
formando parte dos bragos na Figura [0] e [7] Quando
o sistema alcanca o estado de equilibrio, as particulas
expulsadas do nicleo formam parte do halo da estrutura.
A oscilacdo da densidade do ntcleo se atenua com o
tempo. A Figura [9(b) apresenta a densidade de massa
do sistema e potencial do sistema para t = 50. Para esse
tempo a FD é praticamente estacionéria, o que significa
que o sistema estd muito perto do estado de equilibrio.
Logo esses valores da densidade e do potencial podem
ser considerados valores correspondente ao estado de
equilibrio.

Comparando a Figura [§(b) e a Figura [9fa), notamos
que o sistema perde energia potencial quando o sistema
se encolhe, devido as particulas ficarem mais préximas
umas das outras e o potencial de interagao interparticula
diminuir. Por outro lado, quando o sistema se estende
ganha energia potencial, em contrapartida a energia
cinética diminui.
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3.2.1. Outras condig¢des iniciais

Nesta secao, verificaremos se um sistema com diferentes
condi¢bes iniciais se aproxima ao mesmo estado de
equilibrio. Para isso, serdo consideradas as seguintes FD
iniciais:

(i) a FD de tipo I (gr) seréd a funcao comd, =1e
0y =25

(ii) a FD de tipo II serd

- se |z[<% e |u< %

5,60
gr1(x,v) =
0, em outro caso
(48)
com b, =2e 0, =1;
(iii) a FD de tipo III serd
%2 cos [r(z — 1)]cos [wv], |z —1],|v] < 3
grrr(z,v) = %2 cos [(z + 1)] cos [xv], |o+1],]v] < 3
0, em outro caso
(49)
(iv) e a FD de tipo IV serd
4(7'r:1.2)R2 COos (7" ;;4*’112)7 .’172 + UQ < R2
grv(z,v) =
0, em outro caso
(50)
com R=1.

A Figura [I0] apresenta o gréafico das FDs iniciais dos
diferentes tipos. A Figura[II]apresenta as FDs no tempo
t = 50. Todas as FDs apresentam um ntcleo denso e um
halo pouco denso. Existe uma certa semelhanca entre
as FDs associadas as condigbes iniciais de tipo I e IV.
Em geral, diferentes condic¢ées iniciais levam também a
diferentes FDs de “equilibrio”, embora que suas curvas
de nivel sejam um pouco parecidas.

Figura 9: (a) Evolugdo temporal da densidade de massa, \, para um sistemas de particulas que interagem com um potencial
quase-gravitacional. As curvas de nivel sdo apresentadas no plano ¢z. (b) Densidade de massa e o potencial do sistema, ®, para

t = 50 (préximo do estado de equilibrio).
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Figura 10: Quatro diferentes FDs inicial, para um sistemas de particulas que interagem com um potencial quase-gravitacional.

As curvas de nivel sdo apresentadas no plano zwv.
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Figura 11: FDs em ¢t = 50, para um sistemas de particulas que interagem com um potencial quase-gravitacional, correspondente a

quatro diferentes condic8es iniciais. As curvas de nivel sdo apresentadas no plano xwv.
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Figura 12: (a) Evolug¢do do funcional H, correspondente as
quatro diferentes condi¢des iniciais. (b) Densidade de massa do
sistema em ¢ = 50 (préximo de equilibrio), correspondente as
quatro diferentes condi¢c&es iniciais.

A Figura (a) apresenta a evolucdo temporal da
funcional H, para as diferentes condi¢Ges iniciais. De
onde, notamos que o sistema tende alcancgar o equilibrio
mais rapidamente se considerarmos uma condic¢ao inicial
do tipo I, e com as condicgoes iniciais do tipo II e III
o sistema tarda mais para se aproximar ao estado de
equilibrio. A funcional H associada a condigdo inicial de
tipo IIT é a que sofre maior variagdo percentual, logo
podemos interpretar que a FD associada a esta condig¢ao
inicial sofre mais mistura, em comparacéo com as outras.

Na Figura [I2|b) apresentamos a densidade de massa
aproximadamente estacionaria do sistema, associada as
diferentes condigoes iniciais, de onde notamos que, dife-
rentes condic¢des iniciais geram estruturas com diferentes
distribui¢oes de massa. A condigéo inicial de tipo I leva
a uma estrutura com um niucleo mais denso e com pouco
halo, e uma condi¢do inicial de tipo III leva a uma
estrutura com maior halo.

A Figura [[3] mostra a relagdo da FD com a energia
individual das particulas, para as diferentes condigoes
iniciais. Para todos os casos, a FD de “equilibrio”
aparenta ser uma fungdo suave da energia individual.

4. Conclusao

O método PFC combinado com o método separador
temporal é um método ntimerico robusto para resolver
a equagao de Vlasov, mostrando boa estabilidade.

Foi possivel comprovar mediante simulagbes que a
mistura no espago de fase ajuda a que um sistema fora
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Figura 13: Relag3o entre f e E em t = 50, para um sistemas de
particulas que interagem com um potencial quase-gravitacional,
correspondente a quatro diferentes condi¢Ges iniciais.

de equilibrio se aproxime a um estado de equilibrio.
E que a medida que passa o tempo, a FD de um sistema
se transforma de uma funcdo da energia individual
das particulas constituintes do sistema, cumprindo-se o
teorema de Jeans. Foi possivel também comprovar que
a funcional H de Boltzmann quantifica corretamente a
mistura no espago de fase, mostrando com simplicidade
as diferentes etapas da evolucao da FD.
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Conseguimos verificar que as condig¢des iniciais impos-
tas a um sistema influénciam na sua evolugdo temporal.
Existem condi¢bes iniciais que permitem que o sistema
se aproxime mais rapidamente ao estado de equilibrio, e
outras fazem que esse processo seja mais demorado.

Para abordar o estudo da fisica estatistica de sistemas
com interagao de longo alcance, é importante a imple-
mentagao de métodos que resolvam a equagao de Vlasov,
porém esses métodos sdo geralmente abordados somente
nos cursos de poés-graduagao. Para o caso de sistemas
unidimensionais a implementacao desses métodos é bas-
tante acessivel, tal como mostrado neste trabalho, e o
custo computacional é baixo, e as simulagoes podem ser
feitas em computadores domésticos. Isso permite pensar
que, seria possivel fazer um estudo introdutério da fisica
estatistica de sistemas com interacao de longo alcance
também na graduacgdo, mas para isso seria necessario
como pré-requisito, implementar uma disciplina que
aborde métodos numéricos e computacionais que: (i)
resolvam a equagao de transporte unidimensional, a qual
é a base para a solugdo da equagdo de Vlasov, e (ii)
resolvam equacgoes diferenciais ndo-lineares. A equagdo
de Vlasov e suas aplicacbes poderiam ser estudadas
no terceiro ano de um curso de graduacdo em fisica,
tendo como pré-requisito o curso de equagoes diferenciais
parciais.
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