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O texto a seguir trata de processos de difusdo de particulas de mesma natureza divididas em dois conjuntos
complementares que se deslocam estimuladas por dois potenciais distintos. O fluxo principal obedece & lei classica
de Fick e o fluxo secunddrio é subsididrio ao principal e sujeito a uma nova lei. A teoria é particularmente ttil
para processos em que as particulas representam varidveis que podem mudar de estado como é o caso em fluxo

de capitais e na dinamica populacional.

Palavras-chave: Difusao, fluxo de capitais, modelos discretos, equacdes de quarta ordem, difusdo anémala.

The present text deals with the diffusion process of particles of the same nature split into two distinct sets
scattering subjected to the action of two distinct potentials. The main flux follows Fick’s law and the secondary
flux which is subsidiary to the main flux follows a new law. The theory is particularly important for analyzing
the diffusion of particles that can change energy states. Capital flux and population dynamics are cases where

the theory can find important applications.

Keywords: Diffusion, capital flux, discrete models, fourth order equations, anomalous diffusion.

1. Introducgao

O espalhamento ordenado de particulas em um deter-
minado meio é denominado de difusdo. A difusdo pode
ocorrer em um grande espectro de fenémenos. De fato,
a difusao prevalece ndo apenas em fendmenos fisico-
quimicos, que sdo importantes em processos industriais e
fenémenos naturais, mas também em dindmica popula-
cional, propagacao de noticias e desenvolvimentos soci-
oecondmicos, para dar alguns exemplos. A regularidade
do processo de difusdo permite que seja representado
analiticamente, isto é, admite a descricdo com modelos
matematico-computacionais.

Como as primeiras observagdes experimentais que
suscitaram o desenvolvimento do modelo matematico
focalizaram um processo de espalhamento a teoria foi
orientada para a descricio de um fenémeno de des-
concentracdo de conteido. Se o processo observado
inicialmente fosse o movimento de micro-organismos
aproximando-se de uma fonte de alimentos, talvez a
teoria tivesse tomado outro rumo.

Antes de iniciar a apresentacio da modelagem da
difusdo é conveniente definir o que se entende por fluxo
de particulas que é o fenémeno béasico subjacente ao
processo. Considere um conjunto de particulas que se
dispersa ao longo de uma direcdo preferencial a qual
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chamaremos de x. Admite-se que a distribuicdo das
particulas seja uniforme na &rea ortogonal ao movi-
mento, de modo que a densidade de massa é ¢(z,t) =
limag Am—o(Am/SAz), onde S é a seccdo transversal
ao fluxo sobre a qual se distribuem as particulas e Am
a massa no volume elementar AV = SAz. O fluxo é
definido como ¥(z,t) = limam, at—o(Am/SAt)n;, onde
n; é o vetor unitario na direcao x, Fig.

Para o desenvolvimento que se segue é conveniente
definir uma grandeza auxiliar que chamaremos de po-
tencial de fluxo ou simplesmente potencial. O potencial
é definido como uma funcio continua P = P(z), sufici-
entemente diferenciavel, tal que o fluxo seja dado por:

V= -Koom (1)

Onde K é uma constante e n; o vetor unitdrio na

A

direcdo x. No caso cléssico de difusdo temos P = ¢(z,t)
que é a proépria distribuicdo de densidade e K uma

q(xt+Ax.1)

q(x.t)

Figura 1: Fluxo de particulas na caixa SAx.
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constante designada comumente com a letra D. Foi A.
Fick [I] que no fim do século XIX propos essa lei de
difusdo a partir de cuidadosas experiéncias que foram
motivadas pelas observagdes de Brown [2]. Entdo o
fluxo para processos classicos ou processos de Fick é
definido como:

‘I’l = —D@nl (2)

ox

Este trabalho introduz a presencga de um fluxo paralelo
coexistente com o fluxo classico de Fick. Admite-se que
um subconjunto de particulas possa ser transferido do
processo de Fick para um processo paralelo secundario
sensivel a um potencial diferente do potencial cldssico
P = ¢(z,t) apresentado acima. O fendmeno consiste,
portanto, de dois fluxos paralelos constituidos por dois
conjuntos de particulas ativados por dois potenciais
distintos. Consequentemente o processo global evolui em
dois microestados que se espalham segundo potenciais
de ativagao diferentes. O estado principal obedece a lei
de Fick e o estado subsididrio dispersa segundo uma lei
diferente da lei de Fick. Portanto, é conveniente, e muitas
vezes necessario, admitir que particulas participando do
processo global possam migrar de um fluxo para outro.
Isto é, além do movimento induzido pelo processo de
difusdo pode existir um outro movimento provocando a
troca de estado das particulas que migram de um fluxo
para outro. Dois exemplos tipicos ilustram a necessidade
de adogao de um modelo que considere a existéncia de
dois fluxos com troca de estado. O primeiro considera o
movimento de populagoes e o segundo simula a trajetoria
de capital em um meio economicamente ativo.

O primeiro exemplo é o caso do fluxo de individuos —
pacientes entrando e recuperados saido — em um hospi-
tal. Isto é, considerar o movimento de pessoas infectadas
que circulam simultaneamente com os recuperados em
um mesmo ambiente. Os infectados podem mudar de
estado passando para recuperados, o que parece ser
0 movimento mais importante, embora também possa
ocorrer a transferéncia inversa que é a passagem de recu-
perados para infectados o que também pode ser levado
em conta no modelo que vamos propor. Certamente é
ainda necessario considerar a ocorréncia de 6bitos o que
nao é dificil de ser feito nas equagdes representativas
do fenémeno. Os modelos classicos ndo dao conta desse
processo.

O segundo caso trata de fluxo de capitais. Para ilustrar
podemos pensar no comportamento de alguém que
recebe o saldrio mensal e o gasta para viver. O dinheiro
que entra tende a um estado de acumulacao, mas logo
esse mesmo dinheiro é transferido para outro estado,
o de gasto, destinado a compra dos meios necessarios
para viver. Tanto para economia doméstica como para
pequenos negdcios, ou mesmo para empresas relativa-
mente grande, o fluxo de capital tem duas diregoes,
sendo, no entanto, composto pelo mesmo numerario que
é acumulado como poupanga ou como gasto na despesa
necessaria para manter o negécio ativo. Na realidade a
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evolugao do fluxo de capitais foi modelada por Black e
Scholes [3], dois professores da Universidade de Chicago,
como um processo de difusdo admitindo a teoria classica
de Fick e consequentemente movimento em apenas uma
direcao. Certamente este é um fenémeno que admite,
e até mesmo requer, a consideracdo de fluxo duplo
conforme proposto acima.

A teoria que vamos apresentar a seguir considera a
evolucao de dois processos de difusdo em paralelo, cada
processo sujeito a um potencial de fluxo especifico sendo
que as particulas podem transitar entre as duas correntes
de difusdo.

2. Processos Difusivos. Fluxo Simples

Sao varios os métodos de derivacao da equagao da difu-
sao. As formulagGes mais recentes recorrem a instituicao
de uma equagdo mestra (master equation), que descreve
a evolucao no tempo das variaveis de estado segundo tra-
jetorias probabilisticas. Alternativamente, formulacoes
discretas, que normalmente sao limitadas a processos
bem determinados, podem conduzir a resultados que
revelam fendmenos nao previstos como veremos adiante.
Inicialmente vamos tratar do caso classico de difusao que
se desenvolve segundo uma dire¢do bem determinada.
Podemos admitir que as particulas depositadas em uma
célula n em um tempo t sdo transferidas em partes
iguais para as células vizinhas n + 1 e n — 1 no
intervalo de tempo At Fig.[2l As equagoes que descrevem
esse processo sdo obtidas sem dificuldade, Eqgs. (3al)

e (3b):

1 N 1 N
4 = §QZ—1t + §Qfl+1t (3a)
1 1
trae _ Loy t
G = = 5%-1 T 50t (3b)
Fazendo a diferenca (¢5t2t — ¢f) obtém-se:
1 -A -A
WA =gy, = 5(‘1271 t g — a1 — @) ()
1/2 1/2
t
q
1 1 1 L
' "n1' n "1l !
t+At

q/2 q2
L 1
! n-1 n+l !

Figura 2: Redistribuicio simétrica sem retenc3o.

n
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E conveniente reduzir todos os termos a direita da
Eq. ao tempo (t — At). Observando que:

1A 1A
41 = 3 ;—2t+§ —
1, A 1, A
G = 5(]; L+ 5 qtm+2t
e substituindo em obtém-se:
t+ At t 1
n o =4y = 7 (@2 = 2¢n—1 + qn)

4
+ (Q7L+2 - 2(]n+1 + Qn)]tiAt (5)

O termo a direita na equagdo é a aproximagcao
discreta de dois diferenciais de segunda ordem e o termo
a esquerda a aproximacao de um diferencial de primeira
ordem (ver Apéndice I). Portanto podemos escrever
como aproximacao discreta da equagao :

1 _
Aq;ﬁlJrAt — Z{A2qn_1 + A2qn+1}t At (6)

Onde temos a esquerda a diferenca de primeira ordem
em relacdo a t e a direita diferencas de segunda ordem
em relacdo a x. Fazendo-se as relagoes correspondentes
a essas diferencas observando as respectivas ordens, isto
é, com os intervalos At para a variagdo no tempo, a es-
querda, e Ax? para a variacdo no espaco, a direita, vem:

qu+At 1 Az? {A2Qn1

AQqn+1 t—At
At 4 At - } (7a)

Ax? Ax?

Admitindo-se a fungdo ¢(z,t) suficientemente suave as
diferencas correspondentes aos pontos n + 1 en — 1
afastam-se da diferenca correspondente ao ponto n por
termos de ordem superior a Az? de modo que podemos
escrever:

AghtAt 1 Ax? (A%, 9 fmat
Al 2 Al { Agz TOBe )} (7b)
Tomando-se os limites para Az — 0, At — 0e Ag,, —
0 e com as notagoes (Ax?/At) — 2D, Ag, /At — ¢, /Ot
e A%q,/Ax? — 0%q,/0x? e ainda notando que com a
hipétese de regularidade admitida acima O(Ax?) — 0
obtém-se:

0q 0%q
o Loz (8)

que é a equagao classica para difusdo de particulas iner-
tes em meios homogéneos. Note que a relagio Ax?/At
na defini¢do do coeficiente de difusdo D é admitida finita,
diferente de zero. Esta relacao é uma particularidade que
aparece na derivacdo da equacgdo de difusdo usando a
formulagdo discreta. Einstein [4] mostrou que o desloca-
mento da posi¢do média do conjunto de particulas varia
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qx.t)

Figura 3: Fluxo de particulas ao longo do eixo x. q(x,t)
representa a densidade de particulas na seccdo x e no tempo
t e U1 o respectivo fluxo de particulas.

com a raiz quadrada do tempo, Az ~ At'/2 conferindo
significado & relagio Az?/At que assume valores finitos
e diferentes de zero para os limites Az — 0, At — 0.

Agora, como o fendémeno correspondente & equagao ([8))
estd relacionado a transporte de particulas, a sua deri-
vagao pode ser feita a partir do principio de conservagao
de massa, desde que seja conhecida a expressao para os
respectivos fluxos. Considere a distribuigcao de densidade
de massa da Fig. [3|

Na seccdo correspondente ao ponto z o fluxo de
massa relativo as particulas em movimento é dado por
WS e na seccdo correspondente ao ponto x + dx por
[T+ (0%, /0x)dz]S onde ¥y é o vetor fluxo ¥ = Uyn,,
sendo n; o vetor unitdario na direcdo x e ¥; o médulo

do vetor fluxo ¥; = |¥;]. A seccdo transvesal S é
constantte no presente caso que trata de um processo
homogéneo.

A massa correspondente ao volume de particulas no
espago ABCD ¢é dado por ¢Sdz no instante t. Apdés um
determinado intervalo de tempo d§t a massa serd igual
a (¢ + (0q/0t)dt)Sdx. Portanto a variagdo de massa no
volume ABCD = AM no intervalo §t sera:

AM; = / {q + @(575 - q] Sox (9)
Mas essa variacdo de massa deve ser igual a diferencga
entre as massas correspondentes ao volume de particulas
que entram em ABCD pela seccdo AB no intervalo
de tempo dt, igual a Uy(z,1)Sdt, e as que saem pela
sec¢do CD no mesmo intervalo de tempo, igual a [¥; +
(0¥, /0x)dx]Sdt. Podemos operar com o mddulo de
¥, porque no nosso caso o fluxo é paralelo ao eixo
x. A variacdo de massa em ABCD pode ser calculada
a partir da diferenca entre as massas correspondentes
aos volumes de particulas que entram e das particulas
que saem. Com as definigbes acima essa diferenga é
dada por:

v 81‘
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O principio de conservagao de massa impoe que AM; —
A My = 0 donde se segue com @D e :

AM = (AM; — AM,)

[ w

para qualquer AM, isto é, para qualquer regido em que
se processa a difusdo. Portanto é necessario que:

8q 8\111

A equacao garante a preservacao do principio de
conservacao de massa no processo de difusdo. Falta, no
entanto, definir o fluxo ¥y. Para os processos cldssicos
admite-se a lei de Fick, donde:
9q
U, =—-D— 13
! oz (13)
Onde D é a constante de difusdo. Em seu trabalho semi-
nal Einstein [4] mostrou que para particulas difundindo
em meio gasoso o coeficiente de difusao é:

k
p = kel
6mnr

Onde kp é a constate de Boltzmann, T a temperatura,
r o raio da particula esférica e n a viscosidade do meio.
A equacao geral da difusdo é, portanto:

2_ 2 (pl) "
ot  Ox oz

Se D for constante recupera-se a equacao . A
equagao diferencial é definida no intervalo [z, z2].
A solucao dessa equacgdo requer a definicdo de duas
condigoes de contorno impondo uma combinacao do
potencial P = P(x;) e/ou do fluxo ¥ = ¥(zx;) no
contorno i = 1,2 para qualquer tempo t. Além disso é
necessario conhecer a condi¢do inicial isto é ¢(x,0) =
g(x) no intervalo [z, x3].

Antes de prosseguir e para comparacio com solugoes
na secc¢ao seguinte vamos analisar brevemente a solucao
do problema da difusdo no intervalo z € [0,a] com as
seguintes condi¢oes de contorno definidas nas extremi-
dades x = 0 e x = a. Para x = 0 vamos admitir fluxo
nulo, isto é ¥1(0,t) = 0 donde 9q/0z|,—o = 0. Na
extremidade x = a o fluxo é livre. A condicdo inicial
é definida por:

q(z,0) = g cosh(x/a)

Esta fungdo preenche os requisitos impostos pelas con-
digdes de contorno, para x = 0 9¢/0x|z—0 = (qo/a)
sinh(0) = 0 e para x = a 9¢/0x|y—q = (go/a)sinh(1)

A solugao da equagao de difusdo nesse caso pode ser
escrita sob a forma:

q(x,t) = qof(t) cosh(z/a)
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Figura 4: Evolucdo da concentracdo segundo a equacdo .

Com a funcio f(¢) a ser determinada. Substituindo essa
expressao em obtém-se:

ol n(2)-2

df
i (t)

Donde se segue que
f(t) = Aexp(—Dt/a?).

Para que a condic¢ao inicial seja obedecida é necessario
que A = 1. A solugao geral da equacgao da difusdo para
as condigoes definidas acima, é:

a(a,t) = qo exp(pt) cosh(x/a) (15)

Onde p = D/a?.

A Fig. [4] apresenta esquematicamente a evolugio da
solucéo ao longo do eixo x. Note que o fluxo de entrada,
isto é, para x = a é:

D
¥, = -1.1752D L exp <2t)
a a

O fluxo para x = a é dirigido para o interior do dominio e
portanto a densidade ¢(z,t) é uma fungdo crescente com
o tempo. Havera aumento exponencial de conteido ao
longo do tempo.

3. Processos Difusivos. Fluxo Duplo

Agora suponha que o processo de redistribuicao de
particulas seja tal que uma parcela do conteudo ¢, da
célula n fique retida temporariamente na propria célula
e o restante seja redistribuido para as células vizinhas
em partes iguais, conforme mostra a Fig. @

Com esse processo as equagoes de redistribuigdo sdo:

BV TV T
dp = (1= B)ay 2+ 5A0, 3" + 5Ba, 8 (16a)

1 1
PRAt = (1-B)d, + 5&]271 + 5561:#1 (16b)
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(1-B)

Figura 5: Distribuicdo simétrica com retencdo.

Onde S representa a parcela de particulas sendo re-
distribuidas simetricamente e (1 — /) a parcela retida
temporariamente. Fazendo a diferenga entre as duas
distribuigbes obtém-se sucessivamente:

gt — g, = —p(1 = B)a 2+ B(1 - B)(dh 3 + a3
1 _ _
- §B(Qfl—%t + qz-&-%t)

1, . _ _
+ ZBQ(QZ_%t +2¢5 78 + 44050

—_

n == Bl - 20,70 + g )

+ (g2 =208 + 4]

1 - -
+ B0 = B)l-a 5" + g,y

—A t—At t—At
—6q, 2" 4+ 44,37 — 13"

Em termos de diferencas finitas admitindo-se a varidavel
q(w,t) suficientemente suave (C* em x e C! em t)
obtemos (Apéndice I):

1 _ 1 _
Agit o =8 {2A2qz & - (1= B)aty, “}

Ouw:
Aqt+At 1 Ax? A2qt—At
At {2 At Aa?
1 A$4 A4qu_At
S-Sl an

Tomando o limite quando Az — 0 e At — 0 vem:

Oq 0%q 0%q

A _ppsl_ - =4 1

S = BD5% — (1 B)BR (18)

Onde:
Az?/2At - D e Ax'/4At — R
para Az —0 e At—0

Para que o pardmetro R tenha sentido é necesséario
que a posicdo média da distribuicdo das particulas
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pertencentes a esse novo modo varie com a raiz quarta do
tempo, isto é. Ax ~ (At)'/%. Esta hipétese é necessaria
para que o parametro R tenha sentido, R—0. Note que
sdo dois processos que se desenvolvem em paralelo com
velocidades diferentes. O novo processo, que aparece na
derivacao da equacao @, evolui mais lentamente do
que o processo principal, que obedece a lei de Fick,
para t suficientemente grande. Isto significa que as
particulas no fluxo secundario tendem a se espalhar
mais lentamente coerentemente com as hipoteses iniciais.
Podemos em principio imaginar a ocorréncia de um pro-
cesso de difusao constituido por particulas, que ao longo
do tempo decaem de um estado de energia principal
para um estado de energia secundario degenerado. No
processo de decaimento a entropia cresce e as particulas
movimentam-se mais lentamente. O modelo que apre-
sentamos ¢ um bom candidato para simular esse tipo de
fenémeno desde que os parametros R e  sejam fungoes
do tempo o que ndo introduz grandes dificuldades na
solucdo [B]. A interpretagdo desses pardmetros estd
associada a existéncia de dois potenciais distintos que
atuam nos dois grupos de particulas. O primeiro grupo
constituido pela parcela Bq(x,t) espalha-se de acordo
com o processo classico de Fick com o fluxo ¥y = |¥| =
—D0Aq/0x e o grupo complementar (1—3)q(z, t) espalha-
se excitado por um novo potencial P(x) = B0%q/0x?
que dé origem ao novo fluxo Wy = |Wy| = —RBI3q/0x3
onde R é um novo parametro fisico, que designaremos
por coeficiente de reatividade.

A equacado @D representa, portanto, um fendmeno
complexo que admite a coexisténcia de dois fluxos evo-
luindo paralelamente em estados de energia diferentes.
O potencial de ativagdo do fluxo principal de Fick
independe da concentragdo de particulas enquanto o
potencial de ativacdo do fluxo secundario depende da
concentracido de particulas 8 no estado principal. Em
processos que se desenvolvem em compartimentos blin-
dados, processos adiabaticos, o fluxo secundario evolui
em um estado de energia ativa inferior ao correspondente
ao fluxo primario.

Se admitirmos § = S(t), a equagao representa
ainda a transferéncia de particulas entre os dois fluxos,
Fig. [6] Se o processo decair reduzindo a energia ativa
presente nas particulas no fluxo principal que migram
para o fluxo secundério reduzindo a energia ativa, o
processo tende ao repouso. De fato, se § — 0 teremos
0q/0t — 0. O fluxo secundério ndo existe por si s6, é um
subproduto do fluxo primario.

Entao a equacao representa a variagdo da densi-
dade de um conjunto de particulas semelhantes divididas
em dois conjuntos que evoluem segundo dois fluxos
distintos Fig. [6}

0
\I/l = _D£n1 (19&)
&q
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Fluxo de Fick

t ‘l’1=—D%n ‘

n
Fluxo subsididrio

Fluxo oculto, interno,
migragdo entre estados de
energia

Figura 6: Difusdo com fluxo duplo, ¥; representa fluxo prin-
cipal, fluxo de Fick e W2 o fluxo secundério, subsididrio ao
principal. Pode haver um fluxo interno de transferéncia de
particulas entre os dois estados de energia controlado pelo
parametro 3.

Sendo que a fracdo 8 do conjunto ¢(z,t) é sensivel ao
potencial correspondente a W¥; e a fragdo complementar
(1—p) é sensivel ao potencial correspondente a ¥5. Com
essas defini¢bes e aplicando o principio de conservagao
de massa como apresentado na sec¢do anterior obtém-se
a equagao geral:

dqg 0
atax(”

dq 0 23q
2) -5 (1-20r5E) 0

Existem teorias que exploram equagbes de quarta
ordem mantendo a hipétese de um fluxo tnico. As
solucgoes dessas equacoes tém apresentado dificuldades
relativas a principios de conservagdo de massa [6]. No
caso que discutimos acima também podem aparecer
problemas semelhantes, mas que sao facilmente corri-
gidos pois as possiveis violagoes no caso da equacao @D
sdo geradas por incompatibilidade no valor atribuido a
fracdo (. Isto é a distribuicdo das particulas entre os
dois estados nao pode ser arbitraria, o que reforca o
sentido fisico da teoria. Se for conhecido o processo de
migracdo entre estados correspondentes aos fluxos ¥, e
W, isto é se for conhecida a lei que rege § = B(t), a
mesma equagao continua valida. Isto significa que
além dos dois processos principais existe ainda um fluxo
interno relativo a transferéncia das particulas de um
estado para outro Fig. [ Desenvolvimento com maiores
pormenores podem ser encontrados em [5 [7]. Neste
trabalho vamos considerar todas os pardmetros fisicos,
D, R e P constantes. Para o exemplo tratado adiante
essa hipétese é suficiente.

Vamos analisar o comportamento da solucdo da equa-
¢do definida no mesmo intervalo z € {0,a} e com a
mesma condi¢ao inicial adotada para o problema classico
discutido acima. Note que como se trata agora de uma
equagao de quarta ordem em x sdo necessarias mais duas
condicoes de contorno. Essas condicoes estao relaciona-
das ao potencial do fluxo secundario P(z) = 80%q/8x>
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e ao fluxo secundario ¥y = —RB3%q/d23n;, ambas no
contorno x = 0 e x = 1. Vamos admitir que para x =0
ambos os fluxos se anulam e que sejam livres em = = 1.
Tomamos para condicdo inicial como no caso anterior:

q(z,0) = go cosh(z/a)
Com as condigoes de contorno propostas acima vem:

r=0 ¥;=WV¥y=0 fluxo nulo.

Ui e U, fluxos livres, isto €, sem

restrigcoes impostas a priori.

r=1

Vamos admitir que a solucao seja da forma
q(z,t) = qof(t) cosh(z/a)

Como no caso anterior substituindo ¢(z,t) na equagao
(18) e apés simplificagdes elementares obtém-se:

o= (pm - a-m5) £

Donde se segue a solugao:
a(a.1) = qoexp(pt) cosh (£ ) (21)

O parametro p com r = R/D é:

p=28(1-0-5%) (22)

A diferenca essencial entre a solucdo cléssica admi-
tindo o fluxo tnico e a nova solu¢ao admitindo fluxo
duplo estd na expressdo para o parametro p. Para o
problema clssico a concentracdo é sempre crescente,
pois p > 0. Para a solugcdo com fluxo duplo p pode
ser positivo, negativo ou nulo em func¢ao dos valores dos
pardmetros p e r/a? como pode ser facilmente verificado
com a Eq. . Se p > 0 a concentracdo é sempre
crescente, havera acimulo de contetdo e se p < 0 a
concentracao reduz-se progressivamente. Se p = 0 havera
estagnacdo. Fica explicito que a Eq. contempla um
leque de solu¢bes muito maior, o que a qualifica para
modelar casos mais préximos da realidade.

4. Aplicagao da Teoria de Quarta Ordem
Para Simulacao de Fluxo de Capital

Para justificar a apresentacao desta proposta é conveni-
ente mostrar que alguns resultados bésicos correspon-
dem as expectativas do senso comum para situagoes
reais.

O fluxo de capital é adequado ao nosso propédsito pois
o movimento de moeda ocorre normalmente em duas
direcoes designados por “receita” e “despesa” ou “venda”
e “compra”. Portanto, consideraremos o comportamento
econdmico de uma pequena cadeia social considerando
a entrada e saida de capital em um processo bastante
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simples. Andlises preliminares mostraram que o uso da
teoria de bi-fluxo leva a simulagdes que reproduzem, pelo
menos qualitativamente, os estados econdmicos mais
importantes.

Considere o caso de uma cadeia econémica no inter-
valo (0,1). A concentragdo de recursos, que chamamos
de ¢(z,t), varia entre o ponto inicial x = 0, com
¢(0,0) = 0,5, até o final da cadeia, z=1, ¢(1,0) = 0, 56
para t = 0. As condigées de contorno em x = 0 néo
prescrevem nenhum fluxo e, portanto, o inicio da cadeia
nao tem interagdo com agentes externos. Em x = 1,
os agentes da cadeia interagem com o ambiente externo
de modo que o fluxo primario ¥; seja direcionado para
dentro e o fluxo secundario W, para fora, Fig.[7] A solu-
gdo para este problema com a condigdo inicial ¢(z,0) =
qo cosh(x/a) foi desenvolvida na secgdo anterior.

Fig. [§] mostra a variacdo de p com [ para alguns
valores do pardmetro r. Claramente, para p > 0, o
processo evolui na direcao da acumulacao de ativos, pois
exp(pt) > 1, o que significa que o volume de entrada
de capital excede o volume de saida de capital. Para
o caso oposto, p < 0 e exp(p)t < 1, o processo entra
em um ciclo de recessdo acumulando perdas progressi-
vamente. Combinagbes de 3 e r tais que p seja igual
a zero representam pontos de estagnacao que podem
ser considerados, em um contexto diferente, pontos de
equilibrio. Preferimos chamar esses pontos de pontos de
estagnagio, sem ganhos nem perdas.

p(x.0)=pOcosh(x/a), p0=0.5, a=2.0

oce

o7

ook

-

(=]

o4

08>

o>

° o o2 3 o os oo o7 os o 1

Figura 7: Perfil do fluxo de capital em uma cadeia econdmica.
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Figura 8: Variacdo do expoente p com [ correspondendo a
fracdo de entrada de capital para diferentes valoresde r = R/D.
Na regido acima de AB ha crescimento econémico, p > 0. A
regido abaixo de AB corresponde ao encolhimento econdmico
p < 0 e os pontos sobre AB correspondem a estagnacdo p = 0.
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Observe que, conforme posto anteriormente, o fluxo
primario ¥, existe independentemente de ¥s. O fluxo
subsidiario W5 porém, existe se e somente se Wy estiver
ativo. Isso significa que empenhar recursos sé é possivel
se houver inicialmente captacdo de capital. Podemos
interpretar os parametros R, D, 8 e a como exposto
a seguir:

D: representa ferramentas para estimular (desestimular)
investimentos. Altos valores de D correspondem a in-
tensificacdo da taxa de entrada de capitais, representa
também a melhoria das exportagdoes ou vendas para o
exterior.

R: representa agdes para reduzir (aumentar) os gastos.
Valores baixos de R correspondem a contengdo na
taxa de saida de caixa, ou seja, tende a diminuir a
taxa de salda de recursos. Pode representar também
a substituicdo de importagoes com avango tecnolégico
interno.

[B: este é um pardmetro muito importante que regula
a distribuicao entre o volume de entrada e saida de
capital, recebimentos e despesas. Quanto maior o valor
de S tanto maior a relagdo venda/compra, (entrada de
capital)/(saida de capital). Se 8 for pequeno a taxa de
gasto caird na mesma proporcao relativamente a venda.

a: pode ser considerado como a extensao do grupo social
ou o conjunto das atividades conectadas que compoem
a cadeia produtiva.

Apenas para dar um exemplo, suponha que uma deter-
minada economia siga a trajetoria de contracdo, ou seja,
p < 0 representada pelo ponto A, r/a? = 2 na Fig.
Suponha que seja imposto pelo contexto econdémico-
industrial que a relacdo entre entrada de capital e a
saida de capital permanega constante, ou seja, 8 deve
ser mantido constante até que a economia apresente
uma evolugdo positiva. Isso seria possivel reduzindo o
valor de ¥ = R/D. Se D for mantido constante porque
presumivelmente depende mais de fatores externos fixos,
a solucdo seria reduzir R, ou seja, tentar negociar
prorrogacao dos prazos de pagamento ou estimular o
avanco de tecnologias enddégenas passando para a curva
r/a® = 1.5. Nesta posicio a economia apresenta sinais
concretos de expansao e entao seria possivel atrair novos
capitais ou incrementar as vendas, ou seja, aumentar
o valor de [ para chegar ao ponto C. No entanto,
se for conveniente aumentar R e acelerar a saida por
algum motivo seria possivel voltar a 7/a? = 2 e ainda
manter a economia no caminho do crescimento, ponto
D. Note que se o comprador externo quiser influenciar
no desempenho interno basta alterar o pardmetro D.
Se o comprador reduzir o valor de D, dificultando
a venda, poderd levar a situacdes de retrocesso pois
essa medida tende a aumentar o valor de r. Por outro
lado, a facilitacdo de importagées ou o desestimulo da
independéncia tecnologica sdo fatores desfavoraveis ao
progresso na economia. Finalmente é sempre possivel
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evitar perdas se for mantida a relagdo r/a?> < 1 ou R <
Da?. Tsto significa obviamente que se o gasto for inferior
ao produto de vendas regulado pelo pardmetro a havera
sempre crescimento com taxas maiores ou menores em
funcéo do valor de .

Embora haja necessidade de uma andlise mais deta-
lhada o exemplo exposto acima mostra que o modelo
é promissor particularmente porque admite a afluéncia
simultdnea de dois fluxos com a transferéncia interna
entre ambos, um de entrada e outro de saida de capital.
Expoe ainda claramente que agoes dirigidas no sentido
de apurar tecnologias endégenas favorecem o actmulo
de recursos e evitam trajetérias de descapitalizagao.
O aperfeicoamento do modelo, além de incluir outros
termos que considerem movimentos complementares,
deve considerar a variagdo dos pardmetros ao longo
da posicdo na cadeia assim como no tempo. Isto é,
o modelo admite um grande leque de desenvolvimento
analitico que o tornem mais proximo de situagoes reais.
Modelos dessa mesma natureza [3] tem sido usados para
prever situagoes de fluxo de capitais mas considerando
apenas fluxo em uma direcao o que impoe limitagoes nas
aplicagoes.

5. Conclusoes

A teoria que admite fluxo duplo conforme exposta acima
é mais completa do que a teoria que admite fluxo tnico.
Conforme examinado no item anterior a modelagem de
fluxo de capitais ¢ mais bem representada com a hipdtese
de fluxo duplo. Problemas de dindmica populacional
também podem ser mais bem solucionados com o modelo
apresentado nesse texto. Note que a nova equacao abre
outras possibilidades de modelagem para o tratamento
da difus@o em meios que sao parcialmente homogéneos.
De fato os parametros de difusdo D e de reatividade R,
sdo independentes. Um meio pode ser homogéneo quanto
a difusdo primaéria, de Fick, e, portanto, com D constante
e nao homogéneo quanto a difusdo secundaria, isto é,
com R = R(z). Com isso pode-se modelar processos em
que as particulas em movimento respondem a estimulos
externos localizados, como a presenga de atractores.

Um problema que possivelmente pode ser tratado
com maior confiabilidade usando a abordagem de fluxo
duplo é a evolugdo de pandemias, como a COVID-19.
A transferéncia do modo infetado para o modo re-
cuperado representando duas correntes paralelas pode
possivelmente ser estudada com o modelo de fluxo duplo
produzindo resultados mais proximos da realidade.

A teoria exposta acima foi desenvolvida para processos
de redistribuicdo em uma cadeia discreta definida em um
espaco unidimensional. A teoria pode ser expandida para
processos nao homogéneos que evoluem em dominios
bidimensionais, isto é, D = D(z,y), R = R(z,y) e
B = B(z,y) [4]. Essa opgdo torna o modelo bastante
flexivel para aplicagoes. Se um conjunto de células estiver
concentrado em uma regido afastada da posicao onde
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ha disponibilidade de nutrientes o modelo mostra que
ha um deslocamento inicial na dire¢do do nutriente que
precede o movimento previsto de difusao.

Estudos recentes, de células que se deslocam com
mudanca de estado, tém sido desenvolvidos com proces-
sos difusivos admitindo fluxo simples com o coeficiente
de difusao fungio do tempo, D = D(t). Isto é, a taxa de
difusdo varia com o tempo, admitindo-se que todas as
células mudam de estado simultaneamente, o que é uma
hipétese bastante limitada []].

Para processos fisico-quimicos o modelo aplica-se a
fenémenos de difusdo de particulas da mesma natureza
que se movem em estados de energia diferentes. Trata-
se, pois, de processo de difusdo em multiestados cada
um com sua respetiva energia ativa. O modelo admite,
que no estado principal, difusdo de Fick, a entropia esta
préxima a zero e cresce a medida que as particulas se
transferem para o fluxo secundario. Quando se extin-
guem as particulas no estado principal o sistema fica
congelado e ndo hé mais movimento, ¢(x, t) = constante.
Na realidade o modelo inclui indiretamente a degenera-
¢ao de energia ativa nos processos de difusao.

As principais propostas de modelos para a difusio
foram desenvolvidas no inicio do século passado [4} 9, [10].
Salinas [I1] apresenta um histérico bastante completo da
evolucao das teorias propostas para modelar processos
de difusdo. Esperamos que este texto e outros que
tém sido publicados tratando sobre esse tema possam
despertar o interesse de estudantes e pesquisadores tanto
na érea de modelagem como na drea experimental. E
muito dificil introduzir novas teorias em temas bastante
consolidados no cendario cientifico internacional. Desviar
do “mainstream”, do convencional, é dificil, mas com-
pensador no final das contas. Infelizmente o requisito de
volume de publicagoes, impostos nos nossos dias, afasta
jovens pesquisadores de aventuras intelectuais tao im-
portantes para o progresso da ciéncia. De qualquer modo
espero que esse texto estimule alguns jovens a arriscar
parte de seu tempo para explorar novos caminhos, seja
na linha tedrica, seja na linha experimental.

6. Desafio

Considere o caso de retengdo com redistribui¢do assimé-
trica |y1| # |72l Fig.[9] Se a fragdo de retengdo for igual

(1-B)

T2 v

Figura 9: Retencdo com distribuicdo assimétrica. Note v1 >
0y2 <0.
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a (1 — B) tem-se |y1| + |y2] = B. Neste caso pode-se
esperar que a equagao resultante do tratamento discreto
seja da forma:

dq

_ dq d°q
- AO(I+A1% +A2@

&%q
As—+ A
+ 35,3 + Ay

o
Ozt

Para o caso sem retencao, § = 1, usando a formulacéo
discreta obtém-se Ag = A3 = Ay = 0, como deve
ser, pois nesse caso temos o processo de advecgdo ou
transporte superposto ao processo de difusdo [12]. Mas
para o caso geral de redistribui¢ao assimétrica com reten-
¢ao, B < 1, espera-se que Ay # Az # Ay # 0. Portanto
trata-se este desafio da determinagao dos parametros A;
i = 0,4 na equagao acima.

Material suplementar

O seguinte material suplementar esta disponivel online:
Apéndice I — Formulacao discreta de operacgbes de
diferenciacéo.
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