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Neste trabalho abordamos uma aproximacao para o problema de trés corpos que interagem mutuamente por
atragdo gravitacional, denominada problema circular restrito de trés corpos (PCR3C). Tal aproximagio ¢ revisada
a partir do formalismo e de conceitos da teoria dos sistemas dinamicos, enfocando fendmenos de ressonéancia,
representacoes em espagos de fase, mapas de Poincaré e o Teorema KAM. Discutimos aspectos matematicos de
estabilidade do problema, seus pontos de equilibrio — pontos Lagrangeanos — e como a condigdo de integrabilidade
se aplica. Resultados de simula¢des computacionais que desenvolvemos sao analisados e algumas aplicagdes sdo
apresentadas, por exemplo, no que se refere a presenca de regides de comportamento cadtico na secdo de Poincaré,
correlacionadas diretamente a vacancias em cinturdes de asteroides e nos anéis dos planetas gasosos do nosso
sistema solar, bem como a possiveis transferéncias orbitais com menor custo energético.

Palavras-chave: problema de trés corpos, teoria de sistemas dindmicos, simulagoes, estabilidade.

In this work we present the approximation of the circular restricted three-body problem that interact by
gravitation force, the so-called circular restricted three-body problem (CR3BP). Such model is reviewed starting
from the formalism and concepts from the theory of dynamic systems, focusing on resonance phenomena, state-
space representation, Poincare’s maps and the KAM theorem. We have discussed mathematic stability aspects
of the problem, its equilibria points — Lagrangean points — and how the integrability condition is applied to do
so. Results from computational simulations are analyzed and some are presented, e.g., simulations that explore
regions of chaotic behavior on the Poincare’s section, directly correlated to the vacancies on asteroids belts and
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planet’s rings from our solar system, as some possible orbit maneuvers that expends less energy.
Keywords: three-body problem, dynamic systems theory, simulations, stability.

1. Introducao

Conforme Monteiro (2011) [1], podemos considerar que
a origem da denominada teoria dos sistemas dindmicos
coincide com a da mecénica cldssica. O desenvolvimento
da mecéanica classica, em especial na resolucao de proble-
mas envolvendo mecéanica celeste, contribuiu fundamen-
talmente para a construgao de conceitos e do formalismo
constitutivo da teoria dos sistemas dindmicos, que encon-
tra aplicagbes atuais em diversas dreas do conhecimento.
Inequivocamente, um marco na consolidacao da mecénica
classica como um dos pilares da ciéncia moderna, foi a
solucao de Newton para o problema de Kepler referente
as 6rbitas planetarias.

Em sua obra Principios Mateméaticos de Filosofia Na-
tural, publicada pela primeira vez em 1687, Newton
mostrou que um corpo esférico homogéneo, sujeito a agao
de uma forga atrativa central inversamente proporcional
ao quadrado da distancia entre ele e um corpo fixo, pode
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descrever uma trajetdria eliptica como a identificada por
Kepler no estudo da orbita de Marte. De fato, depen-
dendo do valor da energia do sistema formado pelos dois
corpos, a trajetoria resultante da atracao gravitacional
mutua pode ser uma das secbes conicas: circunferéncia,
elipse, parabola ou um dos ramos de uma hipérbole.
Nesse célculo, supbe-se que o corpo central esta fixo por
possuir massa consideravelmente maior do que o corpo
que se move em relacdo a ele, de modo que quaisquer
variagoes na energia potencial gravitacional do sistema
manifestam-se exclusivamente sob a forma de energia
cinética do corpo de menor massa [2|. Tal construcao
tedrica explicou diversos aspectos da dindmica dos mo-
vimentos de planetas e satélites observados em nosso
sistema solar.

Quando se relaxa a restricado de que um dos corpos
envolvidos esteja fixo, ndo mais considerando a massa
de um deles muito maior que a massa do outro, formula-
se o chamado problema de dois corpos. Nesta situagao,
os dois corpos, interagindo gravitacionalmente entre si,
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estariam em movimento em relagdo a um referencial iner-
cial. O problema de dois corpos possui solu¢do analitica
exata, sendo resolvido mediante uma transformagao de
coordenadas que faz uso das coordenadas do centro de
massa do sistema de dois corpos e da distancia relativa
entre ambos. Isto significa que as equagdes diferenciais
resultantes da aplicacdo das leis de Newton ao sistema de
dois corpos podem ser resolvidas analiticamente, a fim
de obter as posi¢oes dos corpos em func¢ao do tempo e,
assim, determinar a dindmica de seus movimentos. Nesse
contexto, o sistema de dois corpos é classificado como
integravel.

Avancgando rumo a abordagens de maior complexidade,
o problema seguinte a ser resolvido seria o de trés cor-
pos. Tal problema consiste em solucionar as equacoes
que descrevem o movimento de trés corpos assimilaveis
a massas puntiformes ou esferas homogéneas, em um
espaco tridimensional, considerando que estejam sujeitos
apenas a atracdo gravitacional mutua. Porém, a despeito
das muitas tentativas historicamente registradas, este
se revelou insoluvel, no sentido de que nao se consegue
encontrar exata e analiticamente as equagoes diferenciais
que governam seu movimento por meio de uma adequada
transformagao de coordenadas. Ou seja, ndo se obtém
expressoes analiticas exatas que descrevam a trajetoria de
cada um dos trés corpos gravitacionalmente interagentes
e o sistema ¢é classificado como nao integravel. Diante
desta dificuldade, foram propostas aproximagoes para
simplificar o problema de trés corpos e o tornar tratavel
de algum modo.

Uma aproximagao consiste em assumir que a massa
m de um corpo é muito menor que as massas M; e My
dos outros dois; isto é: M7 ~ My > m, de forma que
os efeitos gravitacionais de m sobre M; e My possam
ser desprezados. Assim, o movimento dos dois corpos
com maijores massas nao sao influenciados significativa-
mente pelo terceiro, mas certamente o movimento de m
¢é influenciado pelos outros. Como exemplos de sistemas
em que esta aproximacao é razoavel, podemos citar os
sistemas Sol-Terra-Lua, onde a proporcdo das massas en-
volvidas é 3.10° : 1 : 1072, e Terra-Lua-satélite artificial,
com 102 : 1 : 1079 [1]. Nesta abordagem, o problema
original é dividido em dois mais simples. Inicialmente,
determinam-se os movimentos de M; e My analitica-
mente, como no problema de dois corpos, o que permite
encontrar um campo gravitacional resultante devido a
esses dois corpos em cada ponto do espago. Em seguida,
calcula-se o movimento de m sujeito a esse campo gra-
vitacional resultante. Uma nova simplificacdo pode ser
feita impondo que o movimento de m seja restrito ao
plano das trajetérias de M; e Ms como consequéncia da
conservagao de seu momento angular.

Em 1772, Lagrange analisou o problema de trés corpos
com base nessa aproximacao, tratando o caso em que My
é maior que M7 e que ambos descrevem érbitas circulares
em torno do centro de massa do sistema. Ele verificou
a ocorréncia de duas posi¢oes de equilibrio estavel na
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6rbita de M;. Relembrando o fato de que, de uma forma
grosseira, um ponto de equilibrio é dito estavel quando,
a partir de uma pertubagao infinitesimal, o corpo tende
a retornar ao estado de equilibrio; é instavel quando, na
mesma situagdo, ele diverge do equilibrio; e, no terceiro
caso, um ponto de equilibrio é dito neutro quando a
pertubacdo infinitesimal o leva & um novo estado. Comu-
mente, esta visdao estd associada ao exemplo do equilibrio
de uma esfera com energia mecanica dada pela com-
binacdo de energia potencial gravitacional e cinética. O
ponto de equilibrio estavel seria obtido quando o corpo
estivesse na parte central de uma calota esférica - com a
sua concavidade voltada pra cima -, o equilibrio instavel,
quando estivesse sobre o centro da calota esférica, mas
esta estivesse com a concavidade voltada para baixo e,
finalmente, o caso de equilibrio neutro, quando a esfera
estivesse sobre uma superficie plana.

Lagrange aplicou seu modelo supondo que M> repre-
senta o Sol e My, a Terra, com My > M. Os dois pontos
de equilibrio estavel encontrados se situam sobre a érbita
terrestre, na intersecgdo com as retas que formam angulos
de +60° e —60° em relacdo a reta que passa pelos centros
de massa da Terra e do Sol. Nestes pontos, m gira em
volta de My mantendo um angulo fixo em relagdo a M,
ou seja, M1, Ms e m formam, em qualquer instante, um
tridngulo equilatero que gira com um vértice fixo em
M. Além destes, Lagrange ainda encontrou outras trés
solugdes de equilibrio para o problema sobre a reta que
atravessa os centros de massa de M; e M>. Todo modo,
estas trés solucdes de equilibrio descrevem pontos de
instabilidade no movimento.

No final do século XIX, diante da dificuldade em se
encontrar solucdes analiticas exatas para equacodes dife-
renciais como as decorrentes do problema de trés corpos,
Poincaré desenvolveu métodos que permitiam analisar
qualitativamente o comportamento funcional da dinAmica
do problema sem o conhecer explicitamente. Ele concluiu
que as solugdes em série normalmente empregues em
problemas de mecéanica celeste divergem, tornando-os
nao integraveis. Nas expansoes em série, procuram-se por
solugdes que sejam formadas por uma soma infinita de
termos, com cada termo sendo solu¢do de uma versao
simplificada da equagéo original. Conforme se adicionam
mais termos a série, a aproximagao a solugdo melhora e,
se as correcoes a esta tendem & zero, a soma sera finita e
a mesma converge para a real. Neste método, tipico das
abordagens perturbativas, a expansao em série é feita
em fung¢do de um pardmetro que deve ser pequeno. A
ocorréncia do caos no sistema esta relacionada a questao
da convergéncia destas séries |3]. Quando divergem, o
sistema exibe comportamento cadtico, caracterizado por
movimentos aperiddicos, irregulares, limitados e sensiveis
as condigdes iniciais.

Utilizando técnicas geométricas e topoldgicas, o tra-
balho de Poincaré tornou possivel estudar determinadas
propriedades de solucoes desconhecidas, estabelecendo
as bases para a construcao da atual teoria de sistemas
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dindmicos. Lyapunov, em 1892, definiu critérios de estabi-
lidade para a solugdo de uma equagao diferencial. Grosso
modo, pode-se dizer que uma solugao z(t) é estavel se
outras solugdes possiveis, cujos valores no instante t,
estdo proximos de z(tg), permanecem proximas de x(t)
com o decorrer do tempo. Por volta da metade do século
XX, Kolmogorov, Arnold e Moser demonstraram que,
a partir de certas condi¢bes iniciais, as séries de fato
divergem, mas para outros conjuntos de condigGes inicias,
elas convergem. Tal resultado, conhecido por teorema
KAM, estabelece que, para um sistema de trés ou mais
corpos, o movimento pode ser regular ou cadtico, em
determinadas condigoes.

Neste trabalho, revisitamos o problema de trés cor-
pos em sua versao simplificada, conhecida por problema
circular restrito de trés corpos, a luz da atual teoria de
sistemas dindmicos, com o objetivo de fornecer ao leitor
uma breve revisao de seus conceitos e formalismo bésico,
apresentando também os resultados de estudos numéricos
que realizamos na busca por solugdes das equagoes obti-
das na formulacao do problema.

2. O problema circular restrito de trés
corpos (PCR3C)

As hipdteses basicas do PCR3C sio as seguintes: a massa
do terceiro e menor corpo, cuja trajetoria se deseja de-
terminar, é desprezivel; nao existem outras fontes de
perturbacao externas e o primeiro corpo é tomado como
referencial global do sistema. Valendo-se da conservagao
de momento angular, as 6rbitas sdo coplanares, sendo
que a do segundo corpo em torno do primeiro (o mais
massivo) é assumida como circular [3]. Desse modo, o
sistema de equacoes diferenciais resultante da aplicacao
das leis de Newton é:

. — Gma(ry —r2)
= (a)
712

j— ), (1)

721

o T Gma(rs —r1) B Gma(rs —r1) ©
o Tgl 7’31

Nas equagoes (|1]), os sub-indices denotam a sequéncia
decrescente em massa de corpos do problema, sendo o
primeiro o mais massivo, enquanto que G corresponde
a constante universal gravitacional. Efetua-se, agora, a
seguinte mudanca de varidveis [4]:
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M =my +may (a)
L=|ria|=[raa] (D)

n = freq. angular de (X,Y) (¢)

2
a="(x+v)+C <m1+ m2> (d)

2 rs; T2

Com as novas varidveis descritas em (2)), (X,Y) de-

notam as coordenadas globais do sistema, vide a Fig[l]
enquanto que n define a frequéncia angular de XY com
relagdo a xy, fixo. Ambos centrados no corpo mais mas-
sivo. Além da mudanca de varidveis definida em ,
novas sao propostas e passam a reger o sistema:

my mao Q
H1 = i H2 = i Qy = I2n2 (f)(g)(h)

Nestas novas coordenadas, a constante gravitacional
G ndo mais aparece explicitamente. Substituindo as
equacdes (3) e (3k) em (1) e empregando as demais
condicdes descritas de (3p) a (Bk), é possivel se obter o
seguinte conjunto de equagbes para a energia potencial
rotacional:

o0 .
%:Qm:x 2y (a)
(4)
o0
5y = =it )

Notando que M = 1, n = 1 e T = 27. Tomando
as varidveis explicitadas pela Fig[l] no sistema sideral,
define-se a seguinte quantidade [5]:

Gy = s (24 £2) s onten—né) — (€ 47 +8) 6)
™ T2

Onde 7 e ¢ denotam novas coordenadas generalizadas,
de forma que o vetor que posiciona o terceiro corpo com
relagdo ao novo referencial é dado por r = (§,7,() -
sendo ¢ nulo no caso coplanar - no que se chama por
sistema sideral, vide a Fig A relacdo em @ pode ser
demonstrada de e , usando 2 em coordenadas
cartesianas:

M_,_ﬂ (6)

2
n
Qz,y) = 7(962 +9°) + - 7’2
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Figura 1: (a) Representacdo das varidveis originais do PCR3C. (b) Representac&o do sistema sideral.

De modo que C; sera dado por:

20— C; =i* +9° (7)

A Integral de Jacobi, Cj, na expressao é derivada
diretamente da mudanca de variaveis do sistema expresso
em coordenadas cartesianas, por 7 para aquelas no sis-
tema sideral, de modo que ainda se preserva a relagao de
ser a energia total por unidade de massa de um sistema
rotacional a menos de duas vezes a energia potencial, em
@, com as componentes cinética, centrifuga e gravitaci-
onal incluidas, vide .

Finalmente, considerando a massa reduzida pu, em @,
é possivel mostrar que o centro de giro XY serve como
baricentro das duas primeiras massas, de tal modo que a
primeira estard distante pu de (z,y) = (0,0), e a segunda,
(1—u). Uma vez que 2 é a energia potencial do sistema (6],
é possivel verificar a relagéo @ a partir das equagoes

a (@)

2.1. Pontos Lagrangeanos no PCR3C

Considerando que a energia potencial do sistema é a
propria funcéo €2, os pontos de equilibrio de ) podem
ser calculados ao se fazer ) e @) iguais a zero, como

17

(@+p)  (@—1+4p)
Q=0 (1—p)—F5——n 3 =0 (a)
51 T3
o A=py oy
nyyfir% 7M§70 (b)

A solugdo néo trivial de (8b) é dada por:

poo l4p

3 3
) 1

1 9)

A solucao geral @D fornece a disposicao de dois pontos
de equilibrio estavel para o sistema, conhecidos por L4 e
L5, pontos Lagrangeanos. Outras trés solugoes podem ser
obtidas de ), expressas na Fig Desa forma, tomam-
se os cinco pontos de equilibrio para a energia potencial
do sistema.
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Figura 2: Representacdo dos cinco pontos Lagrangeanos do
PCR3C. A figura foi gerada a partir da sobreposicdo das curvas
de energia potencial e centrifuga simuladas para um binéario
M, = 1000Ms.

2.2. Energia, Regices e Hill e Mapa de Poincaré

O estudo das curvas de energia potencial efetiva permite
determinar as regioes do espago de fase - e, inclusive,
geométricas - onde um corpo pode ou nao ser encon-
trado. Tomando como exemplo um sistema com duas
coordenadas generalizadas e dois momentos generalizados
associados & estas: ao se fixar um desses dois pares, e.g.,
(p3,45), e dar uma determinada condic¢do inicial para
as outras duas varidveis de estado, digamos, (p1,:,41.:),
a partir da qual se evoluird no tempo, a dindmica do
sistema pode ser registrada em um mapeamento bidi-
mensional sobre um plano descrito pelas duas primeiras
variaveis de estado. O problema de avaliar um sistema
4-dimensional, com suas infinitas possibilidades de ma-
peamento, se limita aquele de visualizar o encontro, i.e.,
o cruzamento, das variaveis livres com o plano descrito
pelas variaveis fixas. Os pontos nos quais ocorre tal cru-
zamento denotam aquilo que se chama por mapeamento
P das Secoes de Poincaré.

Uma forma pratica de encarar tal metodologia consiste
em imaginar que para se avaliar a topologia de um corpo
pode ser suficiente enxergar apenas a sua proje¢ao no
plano: toma-se uma representacao bidimensional capaz
de resguardar algumas caracteristicas importantes do
sistema real - dificil de analisar diretamente. Visualmente,
0 processo pode ser interpretado, também, como o de
secionar um corpo sélido: se o espaco de estados de
um sistema descrevesse uma regiao tridimensional, o
processo seria o equivalente a realizar um corte na se¢ao
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transversal desse corpo e registrar todos os pontos que
fizeram interseccdo com a superficie obtida.

Todavia, se existem tais regides, o mapeamento P do
espago de fases também deverd ser limitado. Dentro do
espaco de fase 4-dimensional do problema restrito de trés
corpos existe uma superficie tridimensional na qual P
pode ocorrer. Dada a energia total e o fato de que, em
sistemas conservativos, esta é igual & Hamiltoniana [6],
essa superficie pode ser definida de duas formas:

M(E,p) = {(z,y,pz,py)|H(x,y,pz,py) = E}

)
M(E, p) = {(z,9)|2z,y) < E} (10)

Fisicamente, nos diz que as regidoes nas quais o
mapeamento pode ocorrer sao limitadas pela condigao
de energia potencial menor ou igual a energia total do
sistema. Isso é facil de inferir, em vista de que a energia
cinética serd sempre ndo negativa. Assim, ndo existe
outra possibilidade que se nao a de ter valores de energia
potencial menores (ou iguais) a energia total. Como
exemplo de uma regido na qual se pode mapear o espago
de fase do sistema, tomam-se as coordenadas dos pontos
Lagrangeanos L, ou Ls, cuja energia potencial é solugao
de equilibrio e pode ser feita tal que Q = F, resultando
em:

Q=FE=-1,54pu(1-p) (11)

Desse modo, a expressao (11)) é atil para descrever o
contorno exigido por 7 denominado por Regiao de Hill.
Tomando a energia total do sistema como o somatério de
componentes de atragdo gravitacional e forca centrifuga
do movimento rotacional para o ternario, o que se obtém
sdo cortes secionais da regido exibida na Fig[2] cujos
pontos criticos sdo os pontos Lagrangeanos. Neste caso,
imagine um sistema cuja energia total E é um valor ele-
vado. O conjunto descrito por sera menos restritivo,
permitindo ao terceiro corpo assumir um maior nimero
de estados, podendo ocupar mais regides do espago com
uma maijor gama de momentos lineares associados.

Como exemplos de regioes permitidas, tomam-se cinco
medidas de energia total E para o sistema, conforme a
Fig[3] onde se representam as regides permitidas pela
coloragao branca, as proibidas, por cinza, os centros de
massa, por pontos pretos e os pontos de equlibrio, pontos
cinza-escuro. Fica evidente que para valores mais elevados
de energia mecanica, caso da figura superior esquerda,
o movimento é praticamente irrestrito, enquanto que
para valores menores, como ¢é o caso da figura inferior
esquerda, ficard retido & uma érbita em torno de M7 ou
M.
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Figura 3: Regides proibidas (em cinza) e regides de Hill (permi-
tidas, em branco) para a vista no plano da érbita, para cinco
medidas de energia total E. Os pontos pretos representam os
centros de massa e os cinza-escuro, os pontos Lagrangeanos. A
energia descresce da esquerda para a direita, na linha superior,
e da direita para a esquerda, na linha inferior. Sendo o valor
maximo adotado para a figura superior esquerda e o minimo, na
figura inferior esquerda.

Outro resultado interessante dessa andlise consiste em
enxergar que para um corpo sujeito a dissipagdo da sua
energia total, o que é o caso real, as regioes permitidas
perdem &area e levam o sistema a 6rbitas fechadas em
torno dos dois corpos mais massivos. Quao menor a
medida desta energia, menor o semi-eixo maior da elipse
descrita, fazendo com que as 6rbitas fechadas geradas
decaiam, o que é outra forma de interpretar o problema
de perda de altitude de 6rbitas de satélites, por exemplo.

De fato, infinitas superficies permitidas podem ser
eleitas, sendo a metodologia de solucdo a descrita nes-
tes ultimos pardgrafos. Segundo Worthington (2012) [7],
existe outra superficie de interesse, mapeada da seguinte
maneira: y = (z + u)*/? e 0.5(p, — p,)'/® > 0. Nesta
condicdo, obtém-se uma linha que passa pelo ponto
(=, 0), centro de massa do primeiro corpo, e Ly, 0 que
serd empregue posteriormente.

A representacao por secoes de Poincaré nos permite
observar a tendéncia a estabilidade ou instabilidade de
um sistema, conforme serd discutido. Nao obstante, até
mesmo sistemas com trés graus de liberdades que se-
jam reduzidos a andlise de uma secao de Poincaré serao
estaveis caso o mapeamento desses o seja [§]; e serdo
instaveis caso contrario, i.e., a tendéncia a estabilidade
ou ao caos do sistema descrito no PCR3C podem ser
garantidas apenas pela andlise da secdo de Poincaré.

2.3. Teorema KAM e sistemas quase-integraveis

Feitas as consideracoes anteriores, introduz-se o Toe-
rema KAM e a mudanga de varidveis para as do tipo
Angulo-Acdo. Antecipa-se que a grande vantagem de tal
procedimento esta relacionada ao fato de que, nestas
novas variaveis, é possivel se representar a dinamica do
sistema a partir e um mapeamento em forma de toro.
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Estes toros, caso perturbados, terdo sua topologia e ma-
peamento concomitantemente distorcidos, dando lugar
ao que se chama de Superficie KAM. A distorc¢ao, ou
completa destruicdo, desses toros e superficies KAM, i.e.,
do mapeamento do espago de fase do sistema, estd dire-
tamente associada ao fendmeno do caos (estabilidade e
instabilidade) e ressonancia, justificando a aplicacao do
método.

Seja um sistema descrito pelas varidaveis angulo e agao,
conforme a expressao , onde a Hamiltoniana do sis-
tema nao perturbado, Hy, é adicionada uma Hamiltoni-
ana perturbada, H;, multiplicada por uma constante €
que a pondera:

K(I,¢) = Ho(I) + eH1(I, )

As varidveis angulo e agdo permitem & dindmica do
sistema perfazer toros no espaco de fase, de tal modo
que a variavel agao I é calculada por ) e a variavel
angulo, ¢, evolui segundo (13p), onde w é a frequéncia
natural do sistema.

(12)

L= % f pidgs () e () =w(Io)t+ 0o (b) (13)

Em ), q sdo as coordenadas generalizadas e p, os
momentos associados a estas coordenadas generalizadas.
A representag@o a partir destas variaveis s6 é possivel
caso o sistema seja integravel [3], mas é particularmente
vantajosa por nos permitir empregar a representacao em
toros, definida da seguinte forma: o primeiro conjunto
(I1,¢1), tem I; como o raio de uma circunferéncia cujos
pontos no espacgo de fase rotacionam segundo ¢1. A secdo
definida por esta circunferéncia, por sua vez, gira com um
raio Iz e Angulo ¢s, associados & transformada (pz2, ¢2) —
(I2,92) 9]. O resultado desta operacao descreve um toro
no espago de fase, conforme representado na Fig[d] nos
quais os estados de um sistema nao perturbado serao
marcados.

Notavelmente, isso significa que sistemas nao pertur-
bados terao o mapeamento em espaco de estados com a
topologia de um toro - da definicdo de se¢ao de Poincaré,
como circunferéncias perpendiculares a um plano (Ia, ¢2)

LT

. ~

-~ Toro racional

Trajetbria —\-\‘ /
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constante -. Assim, a parte integravel da Hamiltoniana K,
Hy, do PCR3C poderia ser analisada em sua estabilidade
a partir de apenas uma dessas coordenadas, transforma-
das em varidveis angulo-acao, e este resultado deveria
nos retornar um mapeamento P € (I, ¢1) na se¢ao de
Poincaré. Todo modo, a existéncia de um termo pertur-
bativo coloca em discussao a existéncia desse toro, dado
que o sistema nao mais é integravel e a transformacao
para variaveis angulo e acao nao ocorreria. Neste caso,
o sistema poderia ser estavel ou nao, dado que a teoria
para sistemas Hamiltonianos integraveis nao mais se apli-
caria. Nesta situacéo, recorre-se ao teorema KAM para
encontrar uma resposta para a dindmica de um sistema
perturbado.

Retomando a definicao dos toros no espago de fase,
tome uma situagcao na qual o mapeamento do sistema

associado a ([13]) ocorre segundo:

Injry =1 +ef(¢rj, 1) (a)

P11 = @15+ 2ma(ly ;) + eg(¢1y, Iy)  (b)
(14)
Em fica evidente que se ¢ = 0, o sistema per-
manecerd sempre em um estado de movimento para
alj = wi/we =1 ou al;; = a/b # 1, sendo que no
segundo caso ele serd mapeado na se¢ao de Poincaré rota-
cionando a um raio I j41 constante, mas evoluindo por
um angulo ¢; ;1 = 2m(a/b) & frente do ponto anterior,
descrevendo, assim, uma circunferéncia que volta a se
fechar apds b/a rotagoes. Nesse ponto, o Teorema KAM
contribui por garantir que estes mesmos efeitos podem
acontecer, sim, para a Hamiltoniana perturbada K desde
que se garantam duas condigoes:

; |Ho|
1. e THL| (15)
1. rw) — Swg # 0

Em suma, o teorema KAM garante que a transformacao
para varidveis angulo e agdo ocorrera para sistemas per-
turbados desde que, de , o termo perturbativo seja
suficientemente menor que o nao perturbado, e de que —
o resultado mais valioso — ndo se possa encontrar r, s € Z,

o+ Tora ircacional

Trajetéria

Figura 4: Toros racionais e irracionais, associados a um sistema n3o perturbado. Figuras retiradas e adaptadas de [10].
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de tal forma que a razao entre as frequéncias angulares as-
sociadas a primeira e segunda coordenadas generalizadas
seja racional. O teorema é também capaz de definir um
limite para a irracionalidade do sistema que ainda per-
mite garantir a existéncia da transformada para varidveis
angulo e ac¢do, dada por:

oS

2| > ) (16)

Tenha a razao entre a primeira e a segunda frequéncias
angulares dadas por um valor r qualquer. Neste caso,
para s; e r; nimeros inteiros, nos diz que a re-
presentacao por um toro ainda sera valida desde que a
razdo r = wi /we entre frequéncias naturais seja suficien-
temente irracional, i.e., mal aproximada por um ntmero
racional, e que esta irracionalidade é dimensionada por
uma funcdo c(e) que depende da razdo entre energias
(Hamiltonianas) perturbada e ndo perturbada. Caso a
relacdo seja obedecida, garante-se a existéncia de toros
distorcidos, as superficies KAM.

Retornando a discussao de racionalidade, toros nao
perturbados podem ser racionais ou irracionais, conforme
as taxas as quais os pontos no diagrama de fase s@o
mapeados. Assim, tenha o = wy/wy =7/s|r,s € Z. Ao
aplicar uma matriz de rotagdo a um vetor [g;, p;]7, ndo é
dificil notar que o sistema ird & um estado [g;i+1, piy1]”
dado por:

giv1 | _ | cos(2ma)
{ Dit1 } [—003(271'(1)
Toros racionais serdo aqueles nos quais a evolugao
ocorre segundo . Tenha, agora, o caso no qual a =
a(ly), de tal forma que o mapeamento P na se¢do de
Poincaré passa a ser dado por P(sa) = 1. Definindo o
mapa de torgdo por Ty(a) = P(sa), um resultado muito
importante para entender a dindmica dos toros e das
superficies KAM se encontra: retomando (14h) e (14p),
para o caso no qual € = 0, entdo, para uma determinada
razdo de frequéncias angulares, define-se a* = «(I*) = 1.
Esta condigcao descreve um toro irrotacional, i.e., seus
estados sdo remarcados com as mesmas coordenadas, nao
importando a iteragao presente do sistema.
Imagine que um valor novo de I seja tomado como
I > I*. Em tais circunstancias, de ), a nova secao
de Poincaré passard a ser demarcada por uma circun-
feréncia de raio maior. Todo modo, os pontos que estao
a distancias maiores que a definida pelo toro irrotacional
tém a progressiva tendencia a girarem no sentido anti-
horario, e o caso contrario para aqueles a distancias me-
nores. Assim, evidencia-se o movimento de tor¢ao de uma
superficie excéntrica. Em perfis circulares - movimento
nao perturbado - todos os seus pontos rotacionariam a
uma taxa Unica, ndo apresentando o efeito, mas caso
uma mesma topologia abranja diferentes valores de I,
seus pontos tenderao a rotacionar em sentidos e taxas
diferentes conforme esta cruzar a faixa de I*.

cos(2ma) Di

sen(?wa)} { 0 } )
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Tomando a situacao na qual se traca o mapa de torcao
de toros deformados, conforme a Fig(b). Partindo da
curva original, R., sua evolucdo no tempo resulta na
nova sec¢do transversal, T(R,), conforme representado.
Os pontos interiores ao toro nao rotacional (associado
a I*) girardo no sentido hordrio, enquanto os exteriores,
no sentido anti-horario. Todo modo, nao é dificil de no-
tar que a dimensao das superficies sdo proporcionais a
energia do sistema (basta retomar & equagao de trans-
formagao para as varidveis dngulo-ac¢do), o que indica
que, independente de como se distorca a superficie, ela
devera preservar a sua area inicial. Portanto, existira
a composi¢ao de dois tipos de movimento: o giro dos
pontos ao serem remapeados e a concomitante distorg¢ao
das se¢oes pela preservagdo da energia mecénica. Assim,
em superficies com maiores distor¢oes, mais complexas
e desregulares serdao as remarcagoes dos estados, até o
ponto no qual a pertubacado supera a tendéncia a re-
gularidade da dindmica e seu movimento dé lugar ao
comportamento erratico, i.e., cadtico, com a destruicao
da superficie KAM associada.

Todo modo, ainda existirao pontos no mapa de torcao
que permanecerao irrotacionais, nomeados por Al, A2,
Ble B2, na Figc). Neste caso, existirao 2s pontos nao
rotacionais, sendo s definido como em . Isto signi-
fica que, para um mapeamento ocorrendo & uma taxa
s, 2s pontos serdo remarcados em seu proprio lugar. A
implicagao direta disso é que nao apenas se destroem
as superficies KAM que cruzam toros racionais (toros
que sdo irrotacionais a cada s evolugdes), mas que a
dindmica desta destrui¢do cria um ntimero par de pontos
nos quais a dindmica d& lugar a novos tipos de movi-
mento periddicos. Fica evidente que quao mais longe as
superficies KAM estiverem dessas regides de existéncia
de toros racionais, menor serd o efeito sobre seus pontos
ao sofrerem evolugdo. Esta é outra forma de enxergar a
estabilidade e instabilidade dinamica de sistemas: toros
ressonantes (ou racionais) torcem as curvas de evolugao
dos pontos no espaco de estado, fazendo com que, quao
mais perto as superficies KAM estiverem deles, maior
o efeito e, consequentemente, a tendéncia a destruicao
completa do perfil, levando ao caos. Além disso, nota-
se que se nao houvesse a perturbacao, nao existiria a
deformacao na superficie e, consequentemente, nao have-
ria o cruzamento. Assim, sistemas nao perturbados néo
apresentariam o efeito.

Devido & simetria do problema, os pontos B na Figc)
servirdao de centro de rotacdo para o mapeamento de pon-
tos vizinhos, isto é, darao origem a novos toros. Isso
quer dizer que a destruicao de uma superficie préxima
da regiao de um toro racional de frequéncia s, gerard s
toros secundarios. Esses pontos sao chamados de estaveis,
enquanto a variedade A, na mesma figura, sdo instdaveis
- mas nao necessariamente o movimento sera instavel
ao redor destes. Para entender a dindmica em torno da
variedade A, toma-se a Figc), onde se expos W e
W, curvas invariantes no espaco. Essas tém as seguintes
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Figura 5: (a) Mapeamento para secio de Poincaré de toros ndo perturbados. (b) Mapeamento para toros perturbados. (c) Formaggo

de toros secundérios.

definigbes: a variedade Wy é considerada estavel, ou seja,
é um conjunto de orbitas que, para um comportamento
assintético (mapa de torgao iterado infinitas vezes), vol-
tam ao ponto inicial. J& W,, é a variedade instavel, que
constitui um conjunto invariante de pontos do espaco de
fase cujas curvas propagadas para tras no tempo fazem
com que o mapa de tor¢do retorne ao ponto inicial. Em
outras palavras, W, é um conjunto de pontos que, para
n — 0o, tém um mapa de torcdo que faz com que o
ponto volte a ser igual ao inicial, e W,,, para n — —oc.
Na Figc), W, sdo curvas que “saem” do ponto, e W,
que “entram”.

A conclusédo disso é que a destruicao de superficies
KAM em torno de toros racionais, de frequéncia de ma-
peamento s, dard origem a 2s pontos irrotacionais, dos
quais metade iniciam toros secunddrios e a outra metade
pode apresentar movimento cadtico ou servir de um novo
centro para a dindmica do sistema, dependendo de como
a evolugao deste ocorre com relagdo a eles.

O fenémeno descrito anteriormente é conhecido como
ressonancia, caracterizando-se por perturbar mais inten-
samente, ou até destruir, a dindmica de sistemas em
torno dos intervalos de frequéncia no qual a dindmica do
sistema é perturbada por uma forcga cuja frequéncia é
racional para com a frequéncia natural do sistema. Para
analisar o efeito, uma vantajosa construcao é feita para
a dindmica do PCR3C proximo de L4, cuja energia é
calculada pela expressao . Para esta energia total, em
especial, é possivel se prever para quais valores de massa
reduzida p = ps uma ressonancia aparecerd associada
a frequéncia s, dada em . A expressao que permite
prever o valor de p associado a uma ressonancia do tipo
1/s é[9]:

(18)

Alguns exemplos de p e as suas respectivas razdes de
ressonancia estao representados na Tabela
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Tabela 1: Valores de p correspondentes a uma ressonancia do

tipo 1/s.
w 0,0135 0,0083 0,0055 0,0039 0,0029 0,0023
/s 1/3 1/4 1/5 1/6 1/7 1/8

3. Simulagoes

A fim de verificar resultados discutidos neste trabalho,
realizaram-se algumas simulacées numéricas de forma a
ilustrar o fendmeno de ressonéncia, destruicdo de toros
e o surgimento do caos no PCR3C. Para tal, empregou-
se uma versao modificada do algoritmo desenvolvido
por Worthington (2012) [7] para simulagdo da 6rbita do
terceiro corpo a partir da vista paralela ao plano XY
e o concomitante mapeamento da se¢do de Poincaré. O
algoritmo empregue, escrito em C'++4, utiliza o método de
Runge-Kutta de quarta ordem para realizar integragao
numérica. A se¢do de Poincaré é mapeada segundo o
método desenvolvido por Henon [11]. Além disso, a saida
dos dados e entradas para realizar as simulagoes foram
feitas com OpenGL. As se¢oes de Poincaré de todas as
simulagdes feitas neste trabalho séo de (x,p,) paray =0

e py > 0.
Na Figura[6] se dispde o espago de fase de um sistema
com energia total igual a F = —0,17. O que se nota

da andlise direta das representacoes no plano XY das
6rbitas, das Figl6(A) a[6(E), corresponde exatamente ao
que prevé a teoria: superficies KAM concéntricas exis-
tem & direita do mapa. Ao passo que elas se afastam
daquilo que seria uma érbita perfeitamente circular, vao
se tornando mais deformadas, até que, se encontrarem
com uma regiao de existéncia de um toro ressonante,
destroem-se e dao origem & toros secundarios. Esses to-
ros estdo associados Fig@(D)7 na qual se nota que a
Orbita passa a assumir trés conformacoes diferentes. A
Fig@(B), associada aos toros secundarios seguintes, pos-
sui visivelmente cinco conformacoes, e assim por diante.

O movimento para além dos limites de irracionalidade
das superficies KAM primérias é registrado pelo permeio
de superficies KAM secundérias e movimento cadtico.
Assim, na nuvem de pontos ao redor das conformacoes
de érbitas fechadas, existe o movimento completamente
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(D)

Figura 6: (a) Secdo de Poincaré (z,p,) para um sistema com E = —0,17. Vistas no plano XY: (A) érbitas referentes aos toros
secundarios em A na se¢3o de Poincaré em (a); (B) 6rbitas referentes aos toros secundarios B; (C) érbitas referentes aos toros

secundérios em C e (D), érbitas referentes aos toros secundérios D.

erratico. Nota-se, inclusive, que nenhuma condi¢ao ini-
cial foi capaz de realizar o mapeamento para as pontas
extremas do diagrama de fase do sistema.

Retomando a expressao , que define a energia de
uma 6rbita em torno do ponto Lagrangeano L, registram-
se diversos mapeamentos no espago de fase como fun¢éo
de u, na Fig[ll Alguns desses pontos foram escolhidos
de forma conveniente, a partir da expressdo (18] e dos
dados disponiveis na Tabela [I} de modo a evidenciar a
correlacao entre racionalidade, ressonancia e a tendéncia
das varidveis de estado.

Para o situagdo na qual se fasta da condic¢do r/s = 1/7,
desaparecem os toros secundarios, e isso se verifica em
@ = 0,0025, na Fig J& para r/s = 1/5, com p dado
pela Tabela [1] nota-se a formagao de cinco ilhas muito
pequenas compondo aquilo que seriam os pontos irrota-
cionais estdveis, da dindmica do toro primario destruido,
mencionado anteriormente. Contudo, o caso mais inte-
ressante ¢ aquele para a ressonincia r/s = 3/10. Neste
se nota a formagao de cinco ilhas adjacentes, conforme
previa a teoria. Estas ilhas, os toros secundarios, sao
associadas a formagao de pontos fixos na evolucao de
toros - deformados - ressonantes. Além disso, conforme o
Teorema KAM, existe certo volume de toros irracionais
préximos aos racionais que ainda preservam a topologia
fechada.

Existem diversos exemplos reais famosos de como o
fendmeno de ressondncia e o surgimento de caos agem na
dindmica de sistemas gravitacionais. Em Saturno uma
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ressonancia 2 : 1 com sua lua Mimas produz uma vacancia
conhecida por Cassimi Division entre os anéis A e B do
planeta. H4 também as lacunas de Kirkwood, no cinturao
de asteroides de Kuiper, nas quais a densidade de corpos
cai para valores préximos de zero em determinados pon-
tos, associados as ressondncias 3:1,5:2,7:3e2:1de
Saturno com os asteroides, em relagdo a érbita em torno
do Sol. De fato, o movimento nestas regioes é extrema-
mente sensivel as condigoes iniciais, nao permitindo a
permanéncia de um corpo que tivesse sua trajetéria ali
tracada [12].

Outras questoes interessantes a andlise de érbitas po-
dem ser evidenciadas. Assim como estudado por Koon
(2001) [13], DeSalvo (2006) [14] e Lo (2001) |15], os pon-
tos Lagrangeanos constituem um segmento de pesquisa
interessante a transferéncia orbital, j4 que podem ser
empregues em manobras visando a economia de com-
bustivel, como é a analise de otimiza¢do de consumo
feita por Moore 2009 [16]. Apesar de ji serem adotados
para uma quantidade razoavel de aplicagoes, o estudo e
analise de missoes tendo os pontos Lagrangeanos como
artificios de economia de propelente é uma area atual e
muito ativa da mecanica orbital.

Dado que a quantidade de propelente que um veiculo
gasta é proporcional a mudanga de velocidade que ele
realiza durante a manobra — o impulso — pesquisado-
res tentam buscar Orbitas que reduzam os médulos da
diferenca de velocidade, de modo a otimizar missées as-
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1=10,0029 (1/7)

p=0,0130

Figura 7: Resultados para a se¢3o de Poincaré (x, p;) entorno do ponto L4 para diversos valores de .

tronduticas. Como elucida Koon (2001) [13], os pontos
séo, de fato, pecas fundamentais no avango deste ramo.

No caso do sistema Terra-Lua-Satélite, imagine que
se deseja enviar o tltimo a uma 6rbita em torno de Ly
para que, posteriormente, este seja reenviado a um novo
destino. Neste exemplo, propondo uma energia total £ =
—1,6071 para a o6rbita, almeja-se encontrar condicdes
iniciais que o coloquem, a partir de uma érbita terrestre,
em condic¢oes de ser capturado por Ls. Trés tentativas
foram exemplificadas nas figuras[§f(a), [§(b) e [§c).

A proposta, neste exemplo, foi escolher um nivel de
energia que limitasse a 6rbita do terceiro corpo ao interior
da estrutura “em ferradura”, denotada pela regiao proi-

.(b) i

bida entre Ly, L3 e Ls. Com o auxilio desta, permite-se
a0 mesmo escapar proximo ao segundo primario, como
feito nas trés situacdes, nas figuras [§(b), [§[c) e[§|(d). Con-
tudo, as duas primeiras tentativas ocorreram de modo
a mostrar que o corpo apresenta elevada proeminéncia
de abandonar a regiao entre os primarios, casos desinte-
ressantes a proposta. O que se fez na terceira condigdo
(%4, ps.i), foi escolher pardmetros que o fizessem ir & meo
com tendéncia a o contornar. Assim, abre-se a possibili-
dade de empregar uma mudanca de érbita com um Awv
menor na regiao de inversdo contorno do Ly, fazendo
com que o corpo passasse a orbitar ms. A manobra ori-
ginal consiste em realizar uma transferéncia orbital do

()

Figura 8: Vistas do plano da érbita para trés tentativas de enviar um satélite de uma &rbita terrestre para uma em torno do ponto

Ly; trés diferentes valores de (z;, pz,i)
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tipo hiperbdlica-eliptica e, por mais que se empregassem
modelos otimizados, como o de Hohmann, nao hé questio-
namento de que a situagao na qual o contorno é realizado
naturalmente serd sempre vantajosa. Note que resulta-
dos muito dispares sao obtidos mesmo em simulac¢oes
com condicdes iniciais préximas. Outros aspectos deste
problema séo estudados por Moore (2009) |16].

Esta proposta de analise, usada como ilustragdo, serve
para demonstrar o problema de transferéncia de érbitas
sobre condi¢oes mais préximas das reais e, a0 mesmo
tempo, evidenciar como os pontos Lagrangeanos e a
questao do movimento erratico, entre os demais, po-
dem ser empregues em situagoes reais. Cabe notar que
a aplicacao do PCR3C tem aplicacbes semelhantes para
problemas de interagdo atémica, conforme abordado por
Pollnow (2011) [10], corroborando a ja evidenciada im-
portancia do modelo.

4. Consideracgoes finais

Neste trabalho se destacou o problema da ressonéncia
no PCR3C e como a dindmica se dé, no que se refere as
condigoes de equilibrio e transicdo para o caos. A per-
turbacdo gerada pela existéncia do terceiro corpo, ainda
que nao necessariamente destrua os toros no espago de
fase, os deforma, gerando superficies KAM. O modo como
estas evoluem, segundo seu mapa de tor¢ao, determina se
a dindmica abandonara sua conformacao fechada, sendo
destruida ou originando toros secundarios permeados por
regioes de dindmica cadtica.

O ntmero de superficies KAM secundérias oriundas
da destruicao de uma primaéria, igual a s para um toro
ressoante 1 : s, foi evidenciado nas simulagoes numéricas,
corroborando a nogao de que o efeito da racionalidade
entre de frequéncia natural do sistema e a da forca per-
turbativa gera em sistemas dindmicos a tendéncia ao
caos e que, quanto mais irracional um sistema for — mais
especificamente, neste trabalho, o PCR3C — menor a
sua tendéncia a ser destruido, também comprovado nas
simulagoes numéricas e levando a maxima: sistemas mais
irracionais serdo destruidos por tltimo [17].

Esperamos ter contribuido para uma revisao acerca do
problema de trés corpos, em particular da aproximacao
PCR3C, que além de sua importancia historica para o
desenvolvimento da teoria de sistemas dindmicos, conti-
nua sendo aplicado em estudos atuais sobre a mecanica
celeste.
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