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Na mecanica cldssica, a segunda lei de Newton na forma F,es = dp/dt, com p = mv, ndo admite massa
variavel. Verificamos que hd uma certa confusdo no meio académico e na literatura quanto a isso, e fizemos
um esforgo para discutir essa questao de forma tanto acessivel como rigorosa. Este artigo também possui
um carater pratico, fornecendo auxilio para a resolucao de problemas de mecéanica classica em que ha
variagdo de massa por acréscimo ou perda de matéria. Discutimos ainda o conceito de massa variavel na
teoria da relatividade especial — o que pode ser desconsiderado, por quem estiver interessado apenas na
mecanica classica.

Palavras-chave: segunda lei de Newton, momento linear, massa variavel, massa relativistica.

In classical mechanics, variable mass is not allowed in Newton’s second law in the form F,es = dp/dt,
with p = mv. We think there is some confusion about it both in academia and also in the literature, and
we made some effort to discuss this matter in an accessible and rigorous manner. This paper has also
a practical nature, providing some help for problem solving in classical mechanics when there is mass
variation by increase and/or loss of matter. The concept of variable mass in the special theory of relativity
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is also discussed — which can be disregarded by those who are interested only in classical mechanics.
Keywords: Newton’s second law, linear momentum, variable mass, relativistic mass.

1. Introducao

A mecéanica classica, em sua formulacdo newtoni-
ana, lagrangeana ou hamiltoniana, é uma teoria que
trata do movimento dos corpos em geral, no dominio
de dimens6es macroscopicas e velocidades nao com-
paraveis a da luz. Ela da conta, incrivelmente bem,
de movimentos tdo diversos quanto o giro de um
pido, a oscilacdo de um péndulo e a translagdo de um
planeta em torno do Sol — isso para nao citar um
grande ntmero de sistemas muito mais complexos
(e nado necessariamente periddicos).

Na mecénica classica, fazemos uso do conceito
de particula. Trata-se de uma abstracdo bastante
util, que leva a um desenvolvimento solido e rigoroso
da teoria a partir de uma fundagao relativamente
simples. Uma particula seria algo como um corpo,
com massa, mas de “tamanho nulo” (um ponto, no

*Endereco de correspondéncia: phrpeixoto@yahoo.com.br.

Copyright by Sociedade Brasileira de Fisica. Printed in Brazil.

sentido geométrico), ou com dimensoes infinitesimais
(como adequado para a integragdo de um volume
finito). O mais importante: em uma particula, ndo
ha graus de liberdade internos. Assim, uma particula
nao gira, nem se deforma, e é precisamente isso que
simplifica muito as coisas, ao fazermos uso dessa
abstracao que é o conceito de particula. Para estudar
o movimento de corpos reais, podemos entao modela-
los como um sistema de particulas. Se o corpo gira,
ou se deforma, é devido ao movimento das particulas
que o constituem. (Na auséncia de graus de liberdade
internos relevantes para o movimento estudado, o
corpo pode ser adequadamente modelado como uma,
particula tnica.)

Agora, nessa teoria que chamamos de mecanica
classica, particulas tém massa constante. Na proxima
secdo exploraremos esta afirmacdo, e veremos
também o que nos diz a teoria da relatividade espe-
cial sobre a constancia ou nao constancia da massa,
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em conexao com a segunda lei de Newton. Em se-
guida, nas segoes 3, 4 e 5, nossa atencao estara vol-
tada para problemas da mecéanica classica em que
héa variacdo da massa — nao de particulas, mas de
corpos reais — por acréscimo ou perda de matéria.
Concluiremos entao o artigo resumindo o que de
mais importante buscamos trazer ao leitor.

Podemos adiantar que ha muita confusao e di-
vergéncia, no meio académico e na literatura, so-
bre a questao da constancia ou nao constancia da
massa de particulas e corpos em geral, especialmente
quando se discute a segunda lei de Newton, que é
0 que particularmente nos interessa neste trabalho.
Fizemos um esfor¢o na tentativa de trazer um pouco
mais de clareza a essa questao. Este artigo também
possui um carater pratico, fornecendo auxilio para
a resolucao de problemas de mecanica classica em
que ha variacao de massa por acréscimo ou perda
de matéria.

2. Sobre a constincia ou nao constancia
da massa e a segunda lei de Newton

Na a mecéanica classica, a massa de uma particula
nao muda com o tempo, nem com sua posicao, velo-
cidade ou qualquer outra varidvel dindmica. Assim,
a Unica forma de mudar a massa de um corpo real
seria por acréscimo ou perda de matéria, e podemos
modelar isso como acréscimo ou perda de particulas.
Mas esteja atento(a): isso é o que a teoria afirma,
nao se trata de uma conclusao definitiva sobre a
realidade fisica. Compreender a diferenca é da maior
importancia, em nossa opinido. Talvez a massa de
um corpo, como medida de sua inércia, aumente com
sua velocidade (sem que haja acréscimo ou perda de
matéria), mas de forma aprecidvel apenas para ve-
locidades muito altas (do contrario, isso poderia ser
facilmente percebido em nosso dia-a-dia, supomos).
Se é assim, precisamos de uma outra teoria para
descrever o movimento de corpos com tais niveis de
velocidade, porque, na mecanica classica, a massa
de uma particula é constante. Se vocé mudar isso,
terd outra teoria, ndo a mecénica classica, entende?
(Talvez vocé esteja se perguntando: e a teoria da
relatividade especial? Iremos inclui-la na discussao
logo adiante.)

A constancia da massa (m) de uma particula,
na mecanica classica, faz com que a segunda lei
de Newton para uma particula com velocidade v e
aceleragao a (ambas variaveis no tempo, em geral)
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possa ser expressa, equivalentemente, nas formas

Fres = ma (1)

Fres = dp/dt, (2)

em que p = mv e Fes € a forca resultante sobre a
particula. Ou seja, na mecénica classica, as Egs. (1)
e sao totalmente equivalentes. Esta realmente
incorreto escrevermos, para uma particula, quando
estamos trabalhando com a mecdncia cldssica,
d d dm dv

Fres = d—It) = a(mv) = Ev—i—ma, (3)
supondo dm/dt # OE| Verificamos que isso é des-
conhecido por muitos estudantes de fisica, e até
mesmo por varios professores (pertenciamos a esses
grupos), e essa foi nossa maior motivagao para es-
crevermos este artigo. Além disso, ndo encontramos
na literatura nenhuma discussdao com a abordagem
que trazemos aqui. (Examinamos livros de nivel in-
trodutério [1-7], de nivel intermediario [8-10] e de
nivel avancado [11-12], além de um livro antigo do
Sommerfeld [13], e também fizemos uma busca por
artigos em revistas de fisica e de ensino de fisica.)

E quanto a teoria da relatividade especial? O que
ela nos diz sobre a constancia ou ndo constancia da
massa de uma particula? Vejamos...

Na relatividade especial, podemos trabalhar com a
ideia de que particulas tém massa constante (exceto
por uma possivel conversao entre massa e energia).
Expressando o momento linear de uma particula de
massa (constante) m e com velocidade v como

B mv
P= V1—02/c?

em que v € o mbédulo de v e ¢ é a velocidade da luz,
obtemos consisténcia entre a transformacao de Lo-
rentz e o principio da conservacao do momento linear
(o que nao ocorre se trabalharmos com p = mv),
e nao queremos abrir mao desse principio, dada a
sua enorme importancia para a fisica como um todo.
(Veja, por exemplo, o capitulo sobre relatividade
especial do Thornton-Marion [8] ou do Taylor [9].)
Com isso, é claro, a segunda lei de Newton ndo pode
mais ser equivalentemente expressa nas formas e

(4)

'E com dm/dt = 0, por que escreverfamos Fres = (dm/dt)v +
m(dv/dt)? Sé para depois fazermos dm/dt = 07 Em outras
palavras: quando vocé deriva um produto em que um dos
fatores é constante, vocé usa a regra do produto ou a da
homogeneidade?
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. Agora, a segunda lei de Newton deve ser expressa
na forma , com p dado pela expressao em .
(Se vocé nao quiser trabalhar com momento linear,
substitua em , mas nao obterd Fres = ma.)
Embora a massa m, em , seja uma cons-
tante, podemos optar por uma outra interpretacao
para essa constante (sim, a principio trata-se de
uma opg¢ado mesmo, e isso diz muito sobre como
a ciéncia funciona): podemos manter a definicao
classica p = Mv, mas agora afirmando que a massa
M da particula é uma fungao de sua velocidade:
M(v) = m/y/1—v?/c?, e a constante m é entao
denominada massa de repouso da particula, pois
M(0). Observe que, com isso, a equagao
Fres = dp/dt fica exatamente a mesma, e, assim,
trabalhando com a segunda lei de Newton nao te-
mos como “saber” se a massa da particula varia ou
nao com sua velocidade. Tudo de que precisamos,
para que nao haja inconsisténcia entre teoria e ex-
perimentos, é que o fator 1/1/1 — v2/c? multiplique
mv, na expressao que define p; mas se m é inter-
pretada simplesmente como a massa da particula,
para qualquer velocidade menor que ¢, ou como sua
massa de repouso (sendo, neste caso, a massa M
denominada massa relativistica), a escolha é livre —
ao menos quando se trata da segunda lei de Newton.
No que diz respeito a teoria da relatividade como um
todo, a questao “massa versus massas relativistica
e de repouso” ainda suscita discussoes. Na visao de
Okun [14], por exemplo, os conceitos de massa rela-
tivistica e massa de repouso nao sdo interessantes
porque nao sao compativeis com a linguagem padrao
(moderna) da teoria da relatividade, em que se faz
uso de quadrivetores, e, em sua opinidao, impedem
a compreensdo e a aprendizagem da teoria (em sua
forma moderna) por iniciantes. (Veja também o tra-
balho de Adler [15].) Para Thornton e Marion [8],
trabalhar com os conceitos de massa relativistica e
massa de repouso é, hoje, algo antiquado, e pode
levar a equivocos com o uso de expressoes classicas.
Por exemplo, a expressao relativistica para a ener-
gia cinética de uma particula ndo é Mwv?/2, com
M =m/\/1T=v2/c2, mas mc?/\/1 —v2/c? — mc?,
que ¢é algo bem diferente. (Para v < ¢ obtemos, em
primeira aproximacao, mv?/2.) Taylor [9] e outros
autores fazem uma critica semelhante. Mas ainda
ha defesa do uso dos conceitos de massa relativistica
e massa de repouso atualmente (veja, por exemplo,
o artigo de Sandin [16]). Em cada caso, vantagens e
desvantagens podem ser apresentadas, mas nao ha,

m =
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na teoria da relatividade, uma alternativa tnica e de-
finitiva para o conceito de massa de uma particula]
Contudo, na mecanica classica, particulas tém massa
constante. A teoria é assim.

Mas digamos que vocé insista na ideia de uma
particula (ndo um corpo real) com massa M varidvel,
na mecanica cléssica. (Como dissemos, nao seria
mais a mecanica classica, mas vamos examinar no
que isso dé.) Pois bem, neste caso, provavelmente
teriamos uma relacdo entre M e v do tipo

M(v) =mé&(v), (5)

em que m = M(0) e £ é uma fungdo da velocidade da
particula (na verdade, de seu médulo), com £(0) = 1.
Pensamos tratar-se de uma hipotese razoavel, se
voceé insiste na ideia de particula com massa varidvel
na mecanica classica, pois nao esperariamos que a
massa de uma particula fosse uma funcdo explicita
de sua posicdo, nem do tempo. Além disso, nao ini-
ciarfamos com uma relagao entre M e v que fosse
de um tipo mais complicado do que o que encon-
tramos na relatividade especial. Porém, temos em
um problema bastante evidente: {(v) deve ser
adimensional, e como obter isso sem a presenca de
uma contante com unidade de velocidade, pela qual
dividiriamos v? Ao contrario da transformacao de
Lorentez (usada na teoria da relatividade), em que
temos a velocidade da luz (c¢), na transformagéo de
Galileu (e se estamos falando de mecanica classica,
fazemos uso da transformacao de Galileu) nao hé ne-
nhuma constante com unidade de velocidade. Assim,
como voceé resolveria este problema?

Tratando-se de mecanica cléssica e variacdo de
massa, o que nos resta entao é analisar problemas
em que a massa de um corpo varia por acréscimo
ou perda de matéria. Se ndo ha graus de liberdade
internos relevantes para o problema, podemos mo-
delar o corpo como uma particula, com sua massa
variando através de colisbes com ou ejecoes de ou-
tras particulas, com uma nova particula modelando
o corpo apds cada colisdo ou ejecdo (novamente, se
os graus de liberdade internos nao forem relevantes

2Nzo deixaremos de expressar nossa opinifo: os conceitos de
massa relativistica e massa de repouso podem ser interessantes
em textos de divulgagdo cientifica, escritos para um publico
leigo, desde que ndo sejam expostos como “constatacdes expe-
rimentais” ou “verdades cientificas”, mas, para estudantes de
fisica, pensamos ser bem mais vantajoso o conceito de massa
(m) como uma propriedade da particula, independente de sua
velocidade — especialmente se o instrutor for trabalhar com
a formulagdo de quadrivetores.
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para o problema). E disso que tratam as secoes 3,
4 e 5. Veremos que o desenvolvimento apresentado
no conjunto de igualdades (@ nao estd correto, na
mecanica cldssica, nem mesmo para corpos em que
hd variagcdo de massa por acréscimo ou perda de
matéria. [Observe que, na teoria da relatividade,
com os conceitos de massa relativistica e massa
de repouso, podemos fazer uso do desenvolvimento
apresentado no conjunto de igualdades (substi-
tuindo m por M, ja que escolhemos denotar massa
relativistica por M). Na mecanica cléssica, nao.]

Comecaremos considerando variagdo de massa por
acréscimo de matéria, modelando o corpo que sofre
variacao de massa como uma particula, e também
modelando como uma particula o elemento de massa
que esta sendo acrescentado ao corpo.

3. Corpo com massa variavel por acréscimo

ou perda de matéria

A Fig.[1] ilustra a colisdo entre duas particulas —
uma com massa finita m e a outra com massa in-
finitesimal dm — resultando na formacao de uma
nova particula com massa m+ dm. Cada particula é
guiada por um determinado conjunto de forcas até
o ponto de colisao.

Imediatamente antes da colisdo, as particulas de
massas m e dm tém velocidades v e u, respecti-
vamente. Encarando a colisdo como um acréscimo
infinitesimal de matéria a particula de massa fi-
nita, é razoavel expressarmos a velocidade da nova
particula logo apds a colisdao como v + dv. Nossa
intuicao fisica relacionada ao conceito de inércia nos
diz (veja se vocé concorda) que devemos esperar que
a colisdo entre uma particula com massa finita e
uma particula com massa infinitesimal (ambas com
velocidades finitas e bem menores que a velocidade

ke m-+dm

m
171 Y -—

¢ dm v+dv
(instante ) (instante ¢+ dt)
(a) (b) (c)

Figura 1: (a) particulas de massas m e dm rumo a colisdo,
(b) velocidades das particulas imediatamente antes da co-
lisdo e (c) velocidade da particula composta logo apés a
colisdo.
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da luz) perturbe infinitesimalmente a velocidade da
primeira.

Agora vamos concentrar nossa atencao no inter-
valo de tempo infinitesimal d¢ em que se da a colisdo
— ou seja, no intervalo de tempo infinitesimal d¢ em
que se da o acréscimo de massa dm a particula de
massa m.

Comecemos pela particula de massa dm. Seja freg
a forga resultante sobre essa particula no intervalo
de tempo dt. A segunda lei de Newton nos da:

v+dv—u

fres = (dm) i

Temos em mente que a particula de massa dm
mantém sua identidade ao menos no intervalo de
tempo dt, e de tal forma que sua velocidade imedi-
atamente apés a colisdo é v + dv (lembre-se disso
em futuras aplicagoes). Observe que a aceleragao da
particula no intervalo de tempo dt é praticamente in-
finita — como esperado, pois ela sofre uma mudanca
abrupta de velocidade em um intervalo de tempo
infinitesimal. Contudo, porque a massa da particula
¢ infinitesimal, o produto massa X aceleracao é
finito, e, portanto, a forca fyes € finita.

Pausa para comentario. E comum que fisicos en-
carem diferenciais, como dm e dt, como quantidades
muito, muito pequenas (e usamos expressoes como
“massa infinitesimal” e “intervalo de tempo infinitesi-
mal”). Embora essa ideia carega de rigor matematico,
costuma ser bastante ttil. O que precisamos ter em
mente é que, quase sempre, em algum momento
chegamos a uma integral ou a uma equagao dife-
rencial. Nesse processo, geralmente pensamos as
variaveis envolvidas como grandezas continuas. Nao
foi por acaso que usamos “m” para denotar a massa
da primeira particula envolvida na colisédo e “dm”
para denotar a massa da segunda: a massa da nova
particula formada fica expressa como m + dm, e dai
podemos encarar dm como uma varia¢do infinitesi-
mal da massa da primeira particula.

Continuando, a for¢a resultante fres ndo necessa-
riamente envolve apenas a forca de interacdo f entre
as particulas de massas m e dm; porém, as demais
forgas sobre a particula de massa dm (caso existam)
sdo despreziveis em comparacao com f, pois elas
nao produzem uma aceleracdo infinitamente grande.
Por isso, podemos substituir fres por f na igual-
dade anterior. Além disso, denotando a diferenca
(v 4+ dv) — u por vye (discutiremos o significado
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desse vetor logo adiante), obtemos:

dm
f="v. 6
at el (6)

Usando a definigdo vy = (V+dv) —u, temos que
vrel € a velocidade da particula de massa m + dm,
logo apds a colisdo, em relacdo a particula de massa
dm, imediatamente antes da colisdo (veja Fig..
Séo velocidades que se dao em instantes distintos
(separados apenas por um intervalo de tempo in-
finitesimal d¢, contudo distintos), mas tudo bem.
No entanto, é mais pratico definirmos v;e1 como
v — u, que é a velocidade da particula de massa
m em relacdo & particula de massa dm imediata-
mente antes da colisdo. A questdo é: é legitimo
usarmos a definicdo vye] = v — u, em vez da de-
fini¢ao vpel = (v +dv) —u? E legitimo sim, desde
que tenhamos em mente que uma particula de massa
infinitesimal dm esta colidindo inelasticamente com
uma particula de massa finita m no intervalo de
tempo dt¢, e que, com isso, a particula de massa m
sofre uma variacao de velocidade infinitesimal dv,
que é desprezivel se a diferenga v — u é finita (e se a
diferenca v—u ¢ infinitesimal temos f,eg infinitesimal
e, portanto, irrelevante para o problema). Contudo,
como veremos na proxima se¢ao, embora a Fq. @ —
a equagao central desta secdo, logo adiante — tenha
sido derivada neste trabalho para sistemas sofrendo
variacdo continua de massa, ela pode ser aplicada
mesmo a sistemas em que ha variagdo abrupta de
massa. No caso de um aumento abrupto de massa
(trataremos o caso de uma diminui¢ao abrupta de
massa adiante), devemos substituir, em (@, dm por
Am, dv por Av e usar vyel = (v+ Av) —u (porque
como, neste caso, nao temos mais uma variagao in-
finitesimal dv na velocidade da particula de massa
m, mas uma variacao finita Av, ndo temos a opg¢ao
de definir com sucesso vye] cOmo v — u, porque Av
nao é desprezivel). Mas para sistemas que nao so-
frem variagdo abrupta de massa, vamos manter a
definicao

Viel =V — U. (7)

(Nota: por “variagdo abrupta de massa” queremos
dizer uma variacdo Am que ja nao é infinitesimal,
mas que se dd em um intervalo de tempo muito
pequeno, modelado como um intervalo de tempo
infinitesimal d¢.)

Passemos a particula de massa m. Seja Fres a
forca resultante sobre essa particula no intervalo de
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tempo dt. A segunda lei de Newton nos da:

v+dv—v  dv

Fl‘es =m dt = ma

E claro que a forca resultante F eg inclui a forca de
interagao f entre as particulas de massas m e dm.
No caso, sendo f a for¢a que a particula de massa
m exerce sobre a particula de massa dm, o correto
¢ dizer, de acordo com a terceira lei de Newton, que
Fres inclui a forca —f. Convém entdo definirmos

F}.s como a diferenca entre Fres € —f, de modo que

Fres = F:es + (7f)

Ou seja, pense em F} . como a forca resultante so-

bre a particula de massa m, no intervalo de tempo

dt, excluida a forca de interacdo —f exercida pela

particula de massa dm. O que fizemos, ao escrever-

mos a igualdade acima, foi explicitar a forca —f,

entre as que compoem Fpes; 0 que sobra é Fj..

Combinando as duas ultimas igualdades, obtemos:
dv

Fres = f+m (8)

Agora, substituindo a Eq. (@ na Eq. , obtemos:

N dm dv
Fres = Evrel + ma (9)

Precisamos discutir esse resultado.

Vamos comegar revisando o significado de cada
elemento da Eq. (9). Fies ¢ a forca resultante so-
bre uma particula de massa m que se move com
velocidade v(t) (no sistema de referéncia inercial
adotado), excluida a forga exercida por um elemento
de massa dm que estd sendo acrescentado a mesma
no intervalo de tempo d¢ (com dm > 0, é claro). A
grande vantagem da Eq. @ é que vocé nao precisa
se preocupar com o calculo dessa for¢a de interagao,
porque esse calculo ja foi feito, e resultou na presenca
do termo (dm/dt)vyer em (9)). De fato, essa forga é
dada por —(dm/dt)vye (em que vye € a velocidade
da particula de massa m em relagao a particula
de massa dm imediatamente antes da colisao), e
reescrevendo a Eq. @ como

dm dv
F:es + <_dtvrel> = ma
FI‘eS

temos a boa e velha Fres = ma. Em outras pala-
vras, na Eq. @D realmente estamos fazendo uso da
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segunda lei de Newton na forma Fires = ma, mas
com a comodidade de ja termos explicitado, na com-
posicao da forca resultante Fyes sobre a particula
de massa m, a forgca —(dm/dt)v,e exercida pela
particula de massa dm. O que sobra de Fres esta de-
notado como Fj. Trata-se de um formato bastante
adequado a uma série de aplicagbes interessantes
(algumas exploradas na préxima segao), em que
um corpo, modelado como uma particula, tem sua
massa variada por acréscimo ou perda de matéria.

Nao podemos deixar de notar que temos na Eq. @D
algo muito parecido com o que encontramos na
sequéncia de igualdades , mas ha entre (@ e
diferencas cruciais. Em primeiro lugar, onde em
temos v, em @ temos vye1. Apenas no referencial
em que u = 0 temos vy = v (veja Eq. ) Con-
tudo, mesmo nesse referencial (o tinico no qual o
desenvolvimento em seria vélido, contrariando o
principio da relat1v1dade de Gahleu , ainda temos
outra diferenca crucial entre @ em . res
seria a soma de todas as forgas que atuam sobre a
particula de massa m (e, consequentemente, o fator
dm/dt nao poderia estar associado a variagdo de
massa por acréscimo ou perda de matéria, porque
isso envolve uma interacdo — exceto no caso particu-
lar em que vy = 0), enquanto em @D — deixamos
claro — F} . nao inclui a forga de interacao com a
particula de massa infinitesimal dm. Alids, aqui esté
a origem de um equivoco frequente: alguns autores,
como Alonso e Finn [4], fazem uso das igualdades
em . ) dando a Fes, inadvertidamente, o signifi-
cado de F}, e isso pode confundir bastante o leitor.
Ou seja, eles na verdade fazem uso da Eq. @D, com
Vyel = V, mas com o mesmo “Fres” de sempre.

Muito bem, até aqui s6 trabalhamos com o caso
em que m varia por acréscimo de matéria (dm > 0).
E se a particula de massa m estiver sofrendo perda
de matéria (dm < 0)?

A Fig.[2]ilustra a perda de massa sofrida por uma
particula com massa inicial m através da ejecdo, no
intervalo de tempo dt, de uma particula com massa
infinitesimal dm — restando, da particula original,
uma particula com massa m — dm. Nesse processo,
a variacao de massa da particula original é dm =
(m—dm)—m = —dm (< 0, pois dm > 0). Podemos
entdo substituir dm por |dm| — e o faremos, a partir
deste ponto.

Imediatamente antes da ejecdo da particula de
massa |dm|, a particula original de massa m possui
velocidade v. Logo apds a ejecdo, a particula de
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u
|dim|

B P v
g T

(instante 1)

m— |dm| v+dv

(instante #+dt)
(a) (b)

Figura 2: (a) velocidade da particula de massa m imedi-
atamente antes da perda de matéria e (b) separagdo da
particula original em duas: uma com massa infinitesimal
dm = |dm| e velocidade inicial u e a outra com massa
m — dm = m — |dm| e velocidade inicial v + dv.

massa |dm| tem velocidade u (no mesmo referen-
cial em que v é calculada — lembre-se disso para
evitar confusdo, porque alguns autores usam “u”
para denotar uma velocidade relativa a particula de
massa m). Porque a particula ejetada possui massa
infinitesimal, enquanto a particula original possui
massa finita, é razodvel expressarmos a velocidade
da particula restante (de massa m — |dm|), logo ap6s
a ejecdo, como v + dv, concorda?

Aplicando a segunda lei de Newton & particula de
massa |dm|, para o intervalo de tempo d¢, obtemos:

-V
dt

fres = \dm|

Temos em mente que a particula de massa |dm|
mantém sua identidade ao menos no intervalo de
tempo dt, e de tal forma que sua velocidade imedi-
atamente antes da ejecao é v (lembre-se disso em
futuras aplicagoes). A forga resultante fres ndo ne-
cessariamente envolve apenas a forca de interacao
f entre as particulas de massas m — |dm| e |dm];
porém, as demais forcas sobre a particula de massa
|dm| (caso existam) sdo despreziveis em comparacao
com f, pois elas ndo produzem uma acelerag¢ao in-
finitamente grande (é o mesmo argumento usado
no caso anterior, em que dm > 0). Logo, podemos
substituir f.es por f na ultima igualdade, obtendo:

u—v dm
dm dm
= E(V — u) = Evrel, (10)

em que Vyee] = vV — U é a velocidade da particula de
massa m, imediatamente antes da ejecao, em relacao
a particula de massa |dm/|, logo apds a ejecao. Note
que estamos usando para Vye] a mesma expressao
apresentada em , mas, aqui, v e u tém significados
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ligeiramente diferentes (basta comparar as Figs. e
. A propésito, no caso de uma diminuicdo abrupta
da massa do corpo de massa m, devemos substituir,
em (@, dm por Am, dv por Av, mas continuar
usando Vyel =V — U, Porque essa € a erpressao que
aparece em (@)

Aplicando a segunda lei de Newton & particula
de massa m — |dm|, para o intervalo de tempo dt,
obtemos (procure visualizar, na Fig. as particulas
de massas m — |[dm/| e |dm| juntas no instante ¢,
ambas se movendo com velocidade v, compondo a
particula de massa m):

v+dv-—v

Fres = (m — [dm|) dt

Como, na diferenca m — |[dm/|, [dm| é absolutamente
desprezivel (o que ndo € verdade se o corpo de massa
m sofre uma diminuicdo abrupta de massa — e,
nesse caso, devemos usar |Am| no lugar de |[dm|),
podemos reescrever:

dv

Fros = m—.
res mdt

Como antes, podemos escrever:
Fres = F:es + (_f)7

em que f é a forga, expressa em , exercida pela
particula de massa m — |dm| sobre a particula de
massa |dm|, e Fj.s ¢ a forca resultante sobre a
particula de massa m — |dm/, no intervalo de tempo
dt, excluida a forca de interacdo —f exercida pela
particula de massa |dm/|. Juntando tudo isso, chega-
mos a Eq. @

Resumindo: a Eq. @ vale tanto para o caso em
que a massa m do corpo (modelado como uma
particula) varia por acréscimo de matéria como para
0 caso em que ela varia por perda de matéria. No
primeiro caso temos dm > 0, é claro, e a massa
do corpo aumenta no intervalo de tempo dt pelo
acréscimo de uma particula de massa dm, enquanto
no segundo caso temos dm < 0, e a massa do corpo
diminui no intervalo de tempo dt pela perda de
uma particula de massa |dm|. Em ambos os casos
temos vyl = V — u, mas com os significados de
v e u indicados pelas Figs.[I] e 2] respectivamente.
Pelas razoes ja expostas, no caso de um aumento
abrupto (nao infinitesimal) da massa do corpo de
massa m (no intervalo de tempo dt) devemos usar
Vrel = (V+ Av) —u, e no caso de uma diminui¢do
abrupta da massa do corpo de massa m devemos
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usar, no ultimo termo da Eq. @, m—|Am/| no lugar
de m. [Vocé pode buscar uma forma de se lembrar
dessas modificagGes na Eq. (ED, mas sugerimos que
nao se preocupe com isso, porque geralmente é mais
facil resolver problemas em que ha variaces abrup-
tas de massa analisando a variacdo do momento
linear do sistema. Os casos de variagoes abruptas
de massa foram incluidos nesta segdo (e um exem-
plo é explorado no Problema 3 da préxima segao)
mais para mostrar a consisténcia do desenvolvimento
apresentado.|
E hora de fazermos uso da Eq. @

4. Aplicagoes da equagao @[)

Com a Eq. @ podemos resolver, com uma mesma
abordagem, vérios problemas envolvendo variacao
de massa por acréscimo ou perda de matéria. Seleci-
onamos alguns desses problemas para esta secdo, e
através de sua resolugao temos uma oportunidade de
aprofundar nossa compreensao da Eq. @ Contudo,
adiantamos que em alguns casos (mas nao em todos
os casos!) a resolugdo do problema é mais direta com
o uso do teorema da conservacao do momento linear
(que, na mecénica classica, é uma consequéncia das
leis de movimento de Newton, como a Eq. @) Ou-
tro ponto que merece destaque é que as particulas de
massa m nas Figs.[I] e 2] estardo modelando corpos
macroscopicos — o que € algo legitimo, se ndo ha
nos mesmos rotagoes ou deformacoes apreciaveis de
qualquer natureza.

Problema 1: Uma caixa aberta, com massa inicial
mg, se move com velocidade constante v sobre
um piso horizontal, sem atrito. A partir de um
certo ponto, a caixa recebe areia oriunda de
um funil em repouso em relagdo ao piso. No
interior da caixa ha pequenos compartimentos,
de forma que a areia que atinge determinada
regido da mesma ali permanece. O experimento
estd esquematizado na Fig[3] Sabendo que a
areia é depositada na caixa a uma taxa R (em
gramas por segundo, por exemplo), nao neces-
sariamente constante, calcule a aceleracao da
caixa para o instante em que sua massa é m e
sua velocidade é v.

Solucao: Trabalhemos com um referencial fixo em
relacdo ao piso. Como a aceleracdo da caixa
¢ horizontal, s6 nos interessa a componente
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horizontal da Eq. @ Definindo o eixo & como
0 eixo com a dire¢do e o sentido de v, na Fig.[3]
obtemos

F:@sx‘ = C1177:’07°elx + md;iitxa

em que m é a massa total da caixa no ins-
tante considerado, incluindo a massa da areia
que ja foi nela depositada. Nesta igualdade,
dv,/dt = dv/dt = a, € v, = v, pois a areia
em queda nao possui componente horizontal
de velocidade. Como nao hé atrito e a caixa
nao interage com mais nada na dire¢ao x além
da areia, temos F}, = 0. Dai, substituindo
dm/dt por R (tomando seu valor para o ins-
tante considerado) obtemos a, = —Rv/m. Ve-
torialmente, temos:

V. (11)

Comentdrios:
1. Conhecendo a fung¢do R(t), em principio po-

demos calcular m(t) (=mq+ [3 R(t’)dt’), e
com isso temos em ([11) uma equagdo dife-
rencial bem definida para v. Resolvendo essa
equacdo (sugerimos que tente), vocé ird obter
v(t) = movo/m(t) — que ndo é nada surpreen-
dente, se vocé conhece o teorema da conservacao
do momento linear.

2. Qual é a importancia dos pequenos compartimen-

tos no interior da caixa? Como dito no enun-
ciado, eles fazem com que a areia que atinge
determinada regido da caixa ali permaneca, e
isso nos permite aplicar a Eq. @ com seguranca
na resolucao deste problema, porque em sua ob-
tengao supusemos que a particula de massa dm
acrescentada ao corpo de massa m no instante
t fica com a mesma velocidade desse corpo ja

Figura 3: Caixa recebendo areia a uma taxa R (Problema
1). N&o ha atrito entre a caixa e o piso horizontal sobre o
qual ela se move.
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no instante ¢t + d¢ (veja Fig. ) Bem, rigoro-
samente teriamos que trabalhar com compar-
timentos com tamanho da ordem do tamanho
de um grao de areia, mas isso ndo é necessario
em um experimento com fins didaticos; um ta-
manho da ordem de 0,5cm a 1,0cm deve ser
suficiente, trabalhando-se com uma caixa com
30 cm de comprimento.

3. Podem ser exploradas uma série de variagoes

deste problema. Por exemplo, podemos calcu-
lar com que for¢ca F devemos puxar horizontal-
mente a caixa para que ela se mova com velo-
cidade constante v. [Resposta: F = Rv.] Adi-
cionalmente, fazendo uso de um dinamoémetro,
podemos realizar um experimento com diferen-
tes valores de R e v, comparando os valores
obtidos para F' com as previsoes tedricas. Seria
particularmente interessante repetir o experi-
mento com a caixa sem 0OS pequenos compar-
timentos internos; nesse caso, a expectativa é
que a concordancia entre previsoes tedricas e
resultados experimentais diminua, ndo acha?
Nossa expectativa é que haja uma reducdo nos
valores obtidos experimentalmente para F', es-
pecialmente para velocidades mais altas, porque
muitos graos de areia teriam uma aceleragao
menor pela auséncia dos compartimentos que
os arrastariam imediatamente.

4. Uma outra variacao do Problema 1 — uma das

mais interessantes — é fazer o funil se mover
horizontalmente com a mesma velocidade da
caixa (mas sem estar conectado a ela). Nesse
caso temos v, = 0 e, com isso, a = 0. Assim,
nao é o aumento da massa de areia dentro da
caixa que a faz desacelerar, mas o impacto ho-
rizontal da caixa com a areia em queda: a caixa
empurra a areia para a direita e, de acordo
com a terceira lei de Newton, a areia empurra a
caixa para a esquerda. Isso ndo ocorre quando a
areia atinge a caixa com a mesma componente
horizontal de velocidade que ela, concorda? Ob-
serve que essa diferenca nao teria sido prevista
com o uso da sequéncia de igualdades (3)), na
qual encontramos v em vez de vye! Isso mos-
tra, de uma outra forma, que a sequéncia de
igualdades esta realmente incorreta, pois ela
nao distingue como a particula de massa dm
é acrescentada a particula de massa m (além
do problema, ja comentado, em seu membro
mais & esquerda). [Uma observacao adicional:
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é claro que, havendo atrito entre a caixa e o
piso, o aumento da massa de areia dentro da
caixa leva ao aumento da forca de atrito, devido
ao aumento da forca normal entre a caixa e o
piso, resultando em uma maior desaceleracao
da caixa — mesmo no caso em que Uy, = 0.]

Problema 2: Neste problema analisaremos o movi-

mento de um foguete a propulsio, em sua versao
mais simples. Considere um foguete no espago
exterior, livre da acado de qualquer campo gravi-
tacional apreciavel, movendo-se em linha reta.
No instante t( esse foguete possui massa total
mo (incluindo o combustivel em seu interior) e
velocidade de moédulo v, e ejeta combustivel
com velocidade constante, relativamente ao
mesmo, de médulo 1, (denominada “velocidade
de exaustao”). Com isso, a massa m do foguete
¢ uma funcado decrescente do tempo. Calcule o
modulo da velocidade do foguete, para t > tg,
em fungao de m(t).

Solugao: Trabalhemos com um sistema de referéncia

inercial em que o movimento do foguete se da
na dire¢ao e no sentido do eixo z (veja Fig.|]).
Tomando a componente = da Eq. @D, aplicada
ao foguete, obtemos

dm dv
F:es:r = gvﬂ?lm + mditx

Nesta equacao temos F}, ., = 0, pois entre os
instantes t e t + dt nada além da porg¢éao infini-
tesimal de combustivel ejetado (de massa |[dm|)
interage com o foguete. Multiplicando ambos

os membros por dt, segue entao a igualdade
(dm) Vypery + mdu, =0,

que pode ser reescrita como

dm
dvy = —Upelp——

-<D—» v(t)

eixo x

Figura 4: Foguete no espacgo exterior.
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Como vy, — a componente x da velocidade da
particula de massa m (no caso, o foguete) rela-
tivamente a particula de massa |dm| (no caso, o
elemento de combustivel ejetado) — é uma quan-
tidade positiva, temos v,¢;, = ue, concorda?
Afinal, em médulo, a velocidade do foguete em
relagdo ao combustivel ejetado (vy.e,) é igual a
velocidade do combustivel ejetado em relacao
ao foguete (ue). [Se vocé preferir, podemos che-
gar a igualdade v.¢, = u. de outra forma:
Upely = Uz — Ug, €N qUE U, é a componente x
da velocidade do elemento de combustivel eje-
tado, tomando-se o referencial inercial adotado;
€ Urely = Uz — Vg lOGO, Urely = —Upely; Mas
COMO Upely < 0, t€MOS Vpely = |Upelz] = Ue.]
Assim, substituindo vj.¢;, por ue, € lembrando
que ue € constante, uma integracao direta nos
da

v(t) = v + ue ln{nzn(z)] . (12)

Comentdrios:
1. Conhecendo a taxa R(t) com que o combustivel

é ejetado, em principio podemos calcular m(t)
(z mo — [y R(t')dt') e substituir a expressio
resultante na Eq. (12)) para obtermos a veloci-
dade do foguete como uma fungao explicita do
tempo.

2. Chamamos de for¢a de propulsdo do foguete a

forca exercida pelo combustivel que estd sendo
ejetado. Deve estar claro que o médulo dessa
forca (Fprop) é dado pelo médulo do termo
(dm/dt)vrer,. Como Ve, = Ue, temos

dm

E Ue = R(t) Ue-

Fprop - ‘

Assim, a forga de propulsao do foguete é pro-
porcional & tazxa de queima do combustivel e
a velocidade de exaustdao (e essa expressao é
valida mesmo que haja outras forcas atuando
sobre o foguete). Perceba que se o combustivel
fosse simplesmete liberado pelo foguete (u. = 0)
nao haveria forca de propulsao e, consequen-
temente, o foguete se moveria com velocidade
constante no espago exterior (faca u, = 0 na

Eq. (12)).

3. Uma interessante variacdo desse problema con-

siste no calculo da velocidade de um foguete
em movimento vertical ascendente na presenca
de um campo gravitacional g. Considerando
g constante e desprezando a resisténcia do ar,
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trabalhando com a Eq. @D vocé deve obter

v(t) = vo — gt + ue ln{mo} . (13)

m(t)
Observe que a diferenga entre as expressoes em
e se d& pela presenca do termo —gt
nesta iltima. Com g = 0, temos o resultado
anterior. Em um problema um pouco mais rea-
lista, teriamos que considerar a resisténcia do
ar e a variacdo do campo gravitacional com a
altitude. Com a Eq. @D é facil obter a equacao
diferencial para o foguete mesmo nesse caso,
mas possivelmente seria necessario o uso de um
método numérico para o cdlculo de v(t).

Problema 3: Uma particula com massa mq e ve-
locidade vi colide inelasticamente com uma
particula com massa my e velocidade va. Cal-
cule a velocidade V de translacdo do objeto
resultante, com massa mq + mo.

Solu¢ao: Temos aqui um caso de variagdo abrupta
de massa, se considerarmos que a particula de
massa my esta sendo “adicionada” a particula
de massa m; em um intervalo de tempo muito
pequeno, modelado como um intervalo de
tempo infinitesimal d¢. Assim, a particula com
massa my e velocidade vy faz o papel, na Fig.[I}
da particula com massa m e velocidade v, en-
quanto a particula com massa msg e velocidade
va faz o papel da particula com massa dm e
velocidade u. Como mostrado na se¢do ante-
rior, no caso de um aumento abrupto de massa
devemos substituir, em @, dm por Am, dv
por Av e usar vpe] = (V+ Av) — u, em vez de
vrel = V — u. Neste problema, especificamente,
devemos substituir, na Eq. @, m por my, dm
por mo, dv por V — vy e usar vy = V — Va.
Como, neste problema, F7., = 0, multiplicando
a Eq. @ por dt obtemos, apds todas essas subs-
tituicoes,

TTLQ(V — Vz) + ml(V — Vl) = 0.

Resolvendo para V, obtemos

_ M1Vvi+ mava
m1 4+ mo

que é um resultado bem conhecido.

Comentario: Enquanto (em nossa opiniao) os pro-
blemas 1 e 2 tém resolugdo mais simples com
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o uso da Eq. @D que com o uso do teorema da
conservacao do momento linear, este Problema
3 tem, certamente, solucdo bem mais direta
pela analise da conservacdo do momento linear
do sistema. A razao dele estar aqui nesta secao
é, como dito no final da secdo anterior, para
mostrar a consisténcia do desenvolvimento que
levou a Eq. @D

5. Extensao para sistemas de particulas

Deduzimos a Eq. @ trabalhando com duas
particulas: uma de massa m e outra de massa |dm)|
(veja Figs. e . Contudo, nos problemas 1 e 2 da
secdo anterior nao trabalhamos com particulas, e
sim com corpos sendo modelados como particulas
(o carrinho e o foguete, respectivamente). Conforme
comentamos no inicio daquela secao, isso é algo
legitimo se ndo ha nesses corpos rotagdes ou de-
formacoes aprecidveis. Iniciaremos esta se¢do mos-
trando por qué.

Logo no inicio da graduagao, em uma disciplina
introdutéria de mecéanica newtoniana, aprendemos
a deduzir a chamada segunda lei de Newton para
um sistema de particulas:

ext _
Fies = macm,

(14)

em que F&X ¢ a resultante das forcas externas que
atuam no sistema, m é a massa total do sistema e
acm € a aceleracao do centro de massa do sistema.
Se tal sistema constitui um corpo rigido, e se esse
corpo rigido nao sofre rotacdo, podemos — sem
ambiguidade — expressar acpy em como

acm = dv/dt, (15)
em que v é a velocidade de qualquer parte do corpo
(j& que nao ha rotagdo ou deformagdo apreciavel
no mesmo). Adicionalmente, podemos expressar,
conforme nosso interesse aqui, FE como a soma
da forca exercida por uma particula de massa in-
finitesimal |dm| sendo acrescentada ao ou ejetada
do corpo rigido com a resultante de todas as de-
mais forcas externas atuantes nesse corpo, que con-
tinuaremos a denotar por Fj., (e note que, por-

tanto, Fi.s # F&). Exatamente porque estamos
trabalhando com situac¢des em que nao hé rotacao
no corpo rigido (e isso pode ser garantido pelas
forgas que constituem Fj.), temos que, indepen-

dentemente da regiao em que ocorre o acréscimo ou
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a ejecdo da particula de massa |dm|, podemos ex-
pressar a forca exercida pelo corpo rigido sobre essa
particula como (dm/dt)vyel, em que vyg) = V — u,
sendo v a velocidade do corpo rigido imediatamente
antes da interagdo com a particula de massa |dm)|
e u a velocidade dessa particula — imediatamente
antes da colisdo ou imediatamente apds a ejecao,
conforme o caso. E, basicamente, o desenvolvimento
apresentado na secao 3, com a particula de massa
m nas Figs.[I] e 2] substituida por um corpo rigido
ndo-girante de massa m, e observe que nao haveria
sentido em nos referirmos a uma velocidade v do
corpo rigido (como um todo) se houvesse rotacao
do mesmo. Pois bem, de acordo com a terceira lei
de Newton, a forca exercida pela particula sobre o
corpo rigido é dada entao por —(dm/dt)vyel. Segue
que

dm
t
Fggs = _EVI‘EI + F:es'

Substituindo as Egs. e na Eq. , obtemos

a equacao

(16)

F:es = dai,’:avrel + mi—:,

que ¢ idéntica a Eq. @ Portanto, podemos aplicar a
Eq. @ a um corpo de massa m — desde que o mesmo
nao sofra rotagoes nem deformacoes apreciaveis. E
foi o que fizemos nos problemas 1 e 2 da secao
anterior.

Agora, consideremos que entre os instantes t e
t+dt a particula de massa m (ou o corpo rigido livre
de rotagoes que ela modela) colide inelasticamente
nao apenas com uma particula de massa dm, mas
com N particulas, de massas dmq, dme, ..., dmy.
Com isso, a variagdo de massa sofrida pela particula
de massa m é dm = dmy +dme + --- + dmy. A
modificagdo a ser feita no desenvolvimento apre-
sentado na se¢ao 3 consiste em incluir nos calculos
as N forcas —(dmy/dt)vyel,, —(dma/dt)veelys ---s
—(dmy /dt)Veely, em substituicdo a forga tnica
—(dm/dt)vye sobre a particula de massa m. Deve
estar claro que a forca —(dm;/dt)vyel,, cOM Vyel, =
v — uj, é a forga exercida na particula de massa m,
entre os instantes t e t + dt, pela particula de massa
dm;, sendo u; sua velocidade no instante ¢. Pois bem,
com essa modificagdo obtemos, em substituicao a

Eq. @D:

N N dm; dv
Fres = Z ereli + ma (17)
=1
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Podemos avancar um pouco mais, trabalhando no
somatoério acima:

dmy; N dm; dm
DT D Sy Al

em que
iy dmy
Ucm = Nid?n (19)
=1 7

¢é a velocidade, no referencial inercial adotado, e no
instante ¢, do centro de massa das IN particulas que
colidem com a particula de massa m entre os ins-
tantes t e t +dt, € Veglem = V — Uem € a velocidade,
no instante ¢, da particula de massa m em relagao
aquele centro de massa. Substituindo em ,
obtemos:

dm dv
*
Fres = Vrelem + M —

. 2
dt dit (20)

A Eq. também se aplica ao caso em que temos
N particulas de massas infinitesimais dmq, dma, ...,
dmy sendo ejetadas do corpo de massa m entre os
instantes t e t + dt. A modificacdo a ser feita no
desenvolvimento apresentado na segao 3 (para o caso
em que o corpo de massa m perde matéria) consiste
em incluir nos célculos as N forgas (dmy/dt)vyel, ,
(dma/dt)vyelys -, (dmy/dt)Vyely, em substituicao
a forca tnica (dm/dt)vye = —(dm/dt)vye sobre
o corpo de massa m. Deve estar claro que, aqui, a
forca (dm;/dt)vyel,, com vyeel, = vV — u;, € a forga
exercida no corpo de massa m, entre os instantes
t e t + dt, pela particula de massa dm;, sendo u;
sua velocidade no instante ¢ 4+ dt (dé uma olhada na
Fig.[2| sustituindo u por u; e |dm| por dm;). Pois
bem, com essa modificacdo obtemos, em substituicao

a Eq.@:

- rel; .
ves Z.Zzl dt dt

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 38, n® 2, 2317, 2016



e2317-12

Note a presenca do sinal “—” nesta equacao; ele nao
aparece na Eq. .

Como antes, vamos trabalhar no somatorio. Mas
observe que, agora, temos dm = —(dm; + dmgy +
-+ 4+ dmy), pois dm; é positivo (Vi € {1,2,...,N})
e dm é negativo. Segue que

N N
dm; dm; dm
Z»:Zl _ereh Z:ZI - dm Evreli
dm X dmy;

T v
dm SN dmi(v — uy)
dt I Zf\; dm;

_ dm (V_ Eis uidmi>

de Zz:l dml
dm
= g Ve
dm
= Evrel,cmy (22)

em que Uem — dado pela mesma expressao em ,
mas agora para o instante ¢t + dt — é a velocidade,
no referencial inercial adotado, do centro de massa
das N particulas ejetadas do corpo de massa m, e
Vrelem = V — Uem € a velocidade, no instante ¢ + dt,
do corpo de massa m em relacao aquele centro de
massa.

Substituindo em obtemos a Eq. .
Assim, enquanto a Eq. s6 se aplica ao caso
em que as IN particulas colidem inelasticamente
com o corpo de massa m e a Eq. s6 se aplica
ao caso em que as N particulas sao ejetadas do
corpo de massa m, a Eq. se aplica a ambos os
casos. Obviamente, no caso em que ha acréscimo
de matéria ao corpo de massa m temos dm > 0,
enquanto no caso em que ha perda de matéria pelo
corpo de massa m temos dm < 0.

A Eq. ¢é bastante semelhante a Eq. @D En-
quanto a Eq. @ se aplica a um corpo rigido nao-
girante de massa m colidindo inelasticamente com
uma particula de massa dm ou ejetando uma
particula de massa |dm/|, entre os instantes ¢ e ¢t +d¢,
a Eq. se aplica a um corpo rigido nao-girante
de massa m interagindo simultaneamente com N
particulas, de massas dmy, dms, ..., dmy, entre os
instantes t e t+dt — nao sendo relevante, na equacao,
o movimento do corpo de massa m em relagao a
cada uma dessas particulas, individualmente, mas
sim em relagdo ao seu centro de massa.
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Observe que a Eq. nos permite abordar os
problemas 1 e 2 da se¢do anterior com ainda mais ri-
gor. Por exemplo, no problema do foguete é razodvel
dizer que temos a expulsdo de varias particulas de
gas entre os instantes ¢ e t 4+ dt. Esse conjunto de
particulas pode ser adequadamente modelado como
uma unica particula de gas porque todas elas sao
supostamente ejetadas com a mesma velocidade u
— sendo essa, potanto, a velocidade de seu centro
de massa. Nesse caso, a Eq. recai na Eq. @D Se
as particulas de gas fossem ejetadas em diferentes
direcoes, teriamos que analisar o movimento de seu
centro de massa, e fazer uso da Eq. .

Uma limitacdo da Eq. é que as N interagoes
entre os instantes t e t+dt devem ser, todas, colisdes
inelasticas ou ejecoes. Para problemas em que ha, en-
tre os instantes t e t4-dt, colisoes ineldsticas e ejegoes,
uma modificacao na Eq. se faz necessaria. Tra-
tando separadamente colisGes inelasticas e ejegoes,
obtemos

dm" 4 dm dv

' +m—,| (23)

Fles= Vrel,cm—i_a rel,cm dt’

res_a

em que o termo com o sobrescrito “+4” estd relacio-
nado as colisoes ineldsticas e o termo com o sobres-
crito “—” esta relacionado as ejegdes. Nesse processo,
a variacdo de massa do corpo de massa m entre os
instantes t e t + dt é

dm = dm" +dm~, (24)

em que dm" (que é positivo) é a variagio de massa
do corpo de massa m devido as colisoes inelasticas, e
dm™ (que é negativo) é a variacao de massa do corpo
de massa m devido as ejecGes, entre t e t+dt. E claro,
dm™ é a soma das massas infinitesimais de todas as
particulas que colidem inelasticamente com o corpo
de massa m entre os instantes t e t 4+ dt, enquanto
|dm~| é a soma das massas infinitesimais de todas
as particulas que sao ejetadas daquele corpo, entre
os instantes t e t 4 dt.

A Eq. é um caso particular da Eq. ,
quando temos colisGes inelasticas ou ejecoes, mas
ndo ambas, e a Eq. @ é um caso particular da
Eq. , quando temos uma tnica colisdo ineldstica
ou uma unica ejecdo. Nossa equacdo predileta, des-
sas trés, é a Eq. , seguida bem de perto pela
Eq. @ Preferimos encarar a Eq. como uma
extensao natural da Eq. .

Encerraremos esta secao explorando uma

aplicacao da Eq. e uma aplicacdo da Eq. .
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Se um corpo em repouso ejeta particulas de forma
continua e isotrépica, é intuitivo que tal ejecdo nado
produz movimento nesse corpo, concorda? Vejamos
o que obtemos com a Eq. . Fazendo uma analise
répida: a ejecao isotrépica resulta em vyglem = 0;
dai, com F}., = 0 obtemos dv/dt = 0 e, portanto,
o corpo permanece em repouso. Ou seja, sem a
existéncia de uma forca F}.4 para mover o corpo, a
ejecao isotropica, per si, ndo ird mové-lo. Observe
que para que O COrpo permanega em repouso nao é
necessario que a ejecdo seja isotrépica; basta que o
centro de massa do conjunto de particulas ejetadas
nao se mova.

Agora vamos explorar uma aplicagdo da Eq. .
A Fig.[p] ilustra um recipiente suspenso despejando
areia a uma taxa constante R; em um segundo re-
cipiente, apoiado em uma balanca. Esse segundo
recipiente, por sua vez, despeja areia a uma taxa
constante Rs por uma abertura em sua base. A areia
que sai do segundo recipiente nao atinge a balanca,
devido a um orificio na mesma. (Em uma monta-
gem experimental, poriamos o segundo recipiente
em um tripé ou outro suporte, sobre a balanca, e
desviariamos da balanca a areia despejada por esse
recipiente com o auxilio de uma tubulagcao nao co-
nectada ao mesmo.) Seja h a distncia vertical entre
a abertura na base do primeiro recipiente e a su-
perficie da areia no segundo recipiente. Em geral h
é uma funcao de ¢, mas vamos supor que, se h varia
com o tempo, tal variacdo é muito pequena, em ter-
mos percentuais, de forma que podemos considerar
h constante. Sabendo que no instante ¢ = 0 a massa
da areia no segundo recipiente é myg, use a Eq.
para prever qual serd a leitura na balanca no ins-

2

Figura 5: Montagem esquematica de experimento proposto
para explorar a Eq. . O recipiente superior [inferior]
despeja areia a uma taxa constante Ry [Rz]. O recipiente
inferior estd sobre uma balanca, que n3o recebe a areia
despejada pelo mesmo.
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tante ¢t > 0. Suponha que a balanca estd regulada
para descontar a massa do recipiente (é como des-
contar a massa do prato em um restaurante do tipo
self-service). [Esteja atento(a): a massa registrada
pela balanca nao serd, em geral, a massa da areia
no segundo recipiente. E como usar uma balanca
em um elevador acelerado: a leitura na balanca nao
informa a massa real do que esté sobre ela.]

Este problema é um pouco mais desafiador que
os anteriores, mas deixaremos sua resolucao por sua
conta. Fazendo uso da Eq. , obtivemos:

2h
Miida(t) = mo + (R1 — R2)t + Ry e

Para nés, tdo bacana quanto chegar a esse re-
sultado é analisa-lo. Por exemplo, se R1 = Rs, a
massa de areia no segundo recipiente ndo muda com
o tempo, mas a leitura na balanca difere de mg
devido ao impacto da areia que cai no mesmo —
a menos que tenhamos h =~ 0, como esperado. Po-
demos, inclusive, usar a balanca digital para medir
essa forca de impacto, multiplicando a diferenca
Myida — Mo poOr g, concorda? Observe entao que,
com Ry = Ry, temos a previsao de que a massa
lida na balanca é uma funcdo afim de h'/2 (e a
forca de impacto é uma funcéo linear de h'/?), com
seu coeficiente angular sendo proporcional a Ry. Se-
ria interessante fazer um experimento para testar
essa previsdo. Trabalhando com duas ampulhetas
idénticas, teremos (com boa precisio, se as ampulhe-
tas forem de boa qualidade) R; = R, e os pontos
Myide X hY/? deverdo ser bem ajustados por uma
funcao afim, com o coeficiente angular « fornecendo
uma medida de Ry (R; = a+/g/2), que poderd ser
comparada com uma medida mais direta de Rj. E
claro, alguns cuidados precisarao ser tomados na
realizacdo do experimento. Um exemplo: idealmente,
se a intencao ¢ testar a qualidade da previsao, os
graos de areia em queda deveriam colidir inelasti-
camente com a areia no recipiente, mas, como isso
nao ocorre na pratica, devemos tomar providéncias
para minimizar o desvio desse comportamento ideal
(como, talvez, evitar elevados valores de h). Observe
que a ideia, aqui, é refinar o experimento — nao
a teoria — em busca de harmonia entre previsdes
tedricas e resultados experimentais. Tudo isso pode
ser bastante divertido, e, em nossa opinido, consti-
tui uma forma interessante de educacdo cientifica —
principalmente se os estudantes forem incentivados
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a fazer suas proprias perguntas e a desenvolver suas
préprias ideias.

6. Conclusao

Neste trabalho, procuramos mostrar que — diferen-
temente do que pensam muitos estudantes e pro-
fessores, incluindo alguns autores de livros-texto
de fisica — na mecanica cldssica a sequnda lei de
Newton na forma Fres = dp/dt, com p = mv, ndo
admite massa varidvel.

A mecénica classica é uma teoria, e nessa teoria,
particulas — que sdo uma abstracdo — tém massa
constante. Assim, aplicada a uma particula de massa
m, a equacao Fres = dp/dt é equivalente & equacao
Fres = ma. No caso de um corpo real de massa
m, a mecanica classica admite variacdo de massa
por acréscimo ou perda de matériaEL 0 que pode ser
modelado como acréscimo ou perda de particulas,
mas a equacao

F —d—mv—l—md—V
TS T e dt

também néo se aplica. Obtivemos equagoes que se
assemelham a Eq. — as Eqs.@, e -,
e tal semelhanca ajuda a nos lembrarmos daquelas
equagoes, mas vimos que ha entre elas e a Eq.
diferencas cruciais. Derivamos as Eqs.@[}7 e
a partir da segunda lei de Newton na forma
Fres = ma, explicitando as forcas associadas aos
acréscimos ou as perdas de matéria. Mostramos que,
com aquelas equagoes, podemos resolver certos pro-
blemas em que hé variacdo de massa por acréscimo
ou perda de matéria de forma relativamente simples.

Na teoria da relatividade, podemos trabalhar com
o conceito de particula com massa M variavel (de-
nominada massa relativistica) e, assim, com a se-
gunda lei de Newton na forma Fyes = dp/dt =
(dM/dt)v + M(dv/dt), mas muitos autores tém
apontado desvantagens no uso do conceito de massa
relativisica. Para eles, massa é massa.

(25)
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