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Neste trabalho, apresentamos o problema de Stormer no contexto da mecénica classica: o movimento de
particulas carregadas néo relativisticas sob a a¢do do campo magnético dipolar da Terra. A partir da formulagao
lagrangiana em coordenadas cilindricas, obtemos as equacbes de movimento e identificamos as constantes de
movimento do sistema. O sistema resultante é ndo integravel, e recorremos ao método simplético de Stérmer-
Verlet de segunda ordem para integrar numericamente as equagoes de movimento. Trés casos sao analisados: o
caso equatorial, em que a particula permanece restrita ao plano Z = 0; o caso tridimensional completo; e o caso
vinculado a uma superficie esférica. No caso equatorial, mostramos que o potencial efetivo possui um minimo
e um maximo locais, e que particulas com energia abaixo do maximo ficam confinadas em Orbitas oscilatdrias.
No caso tridimensional, a dindmica apresenta sensibilidade as condic¢des iniciais e trajetérias que reproduzem a
estrutura toroidal do cinturdo de radiagdo de Van Allen. No caso esférico, o sistema torna-se integravel e admite
solugdo analitica em fungoes elipticas de Jacobi, permitindo validar a precisdo do integrador numérico.
Palavras-chave: Problema de Stérmer, cinturdo de Van Allen, integracdo simplética, mecéanica clédssica.

We present the Stérmer problem in the framework of classical mechanics: the motion of non-relativistic charged
particles under the Earth’s dipolar magnetic field. Starting from the Lagrangian formulation in cylindrical
coordinates, we derive the equations of motion and identify the conserved quantities. The resulting system is
non-integrable, and we employ the second-order symplectic Stérmer-Verlet method to numerically integrate the
equations of motion. Three cases are analyzed: the equatorial case, where the particle is restricted to the Z =0
plane; the full three-dimensional case; and the case where the particle is constrained to a spherical surface. In
the equatorial case, we show that the effective potential has a local minimum and maximum, and that particles
with energy below the maximum are confined to oscillatory orbits. In the three-dimensional case, the dynamics
exhibits sensitivity to initial conditions and trajectories that reproduce the toroidal structure of the Van Allen
radiation belt. In the spherical case, the system becomes integrable and admits an analytical solution in Jacobi

elliptic functions, which we use to validate the numerical integrator.
Keywords: Stormer problem, Van Allen radiation belt, symplectic integration, classical mechanics.

1. Introducao

1.1. As auroras e o problema de Stormer

As auroras polares sdo registradas em relatos desde
a Antiguidade, porém uma explicagdo fisica para o
fenémeno s6 surgiu no final do século XIX. Em 1896,
o fisico noruegués Kristian Birkeland propds que as au-
roras seriam causadas por feixes de particulas carregadas
emitidas pelo Sol e deflectidas pelo campo magnético da
Terra em direcdo aos polos [I]. Para testar essa hipé-
tese, Birkeland construiu um dispositivo experimental
conhecido como terrella: uma esfera magnetizada, com
um eletroima interno, colocada dentro de uma camara
de vacuo. Ao disparar raios catodicos contra a terrella,
Birkeland observou que os elétrons se concentravam em
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regides anulares ao redor dos polos magnéticos da esfera,
reproduzindo em laboratério o padrao geografico das
auroras [IJ.

Quem se dedicou a tratar o problema de forma
matemédtica rigorosa foi Carl Stormer (1874-1957), ma-
tematico e fisico noruegués contemporaneo de Birkeland.
Stormer formulou as equagoes de movimento de parti-
culas carregadas sob a acdo de um campo magnético
dipolar e dedicou-se, ao longo de décadas, a calcular nu-
mericamente milhares de trajetorias de particulas, iden-
tificando padroes de confinamento e espalhamento que
dependiam das condigdes iniciais [2}, B]. Os célculos eram
feitos & mao, com o auxilio de assistentes, e os resultados
foram compilados em seu livro The Polar Aurora, publi-
cado em 1955 [4]. Os métodos numéricos que Stormer
desenvolveu para integrar as equagdes de movimento,
baseados em formulas de diferencas finitas com multiplos
passos, sdo, de certa forma, os precursores dos integra-
dores simpléticos modernos, como veremos na Secao [3}
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Em paralelo ao trabalho de Stérmer, o estudo dos raios
coOsmicos trouxe evidéncias independentes da influéncia
do campo geomagnético sobre particulas carregadas. No
inicio da década de 1930, Clay e Berlage [5] e, logo
em seguida, Compton [6] observaram que a intensidade
dos raios coésmicos que atingem a superficie terrestre
depende da latitude geografica: a intensidade é menor
proxima ao equador e maior em latitudes elevadas.
Esse efeito de latitude tem uma explicagdo direta no
contexto do problema de Stérmer. O campo magnético
dipolar é mais intenso na regido equatorial e deflete
as particulas de menor energia, que nao conseguem
penetrar até a superficie. Em latitudes altas, onde as
linhas do campo magnético do dipolo convergem e se
aproximam da vertical, as particulas encontram menos
resisténcia magnética e atingem a atmosfera com maior
facilidade. A andlise quantitativa de Stérmer ja pre-
via esse comportamento, e a confirmacdo experimental
do efeito de latitude fortaleceu a validade do modelo
dipolar.

1.2. A descoberta dos cinturées de Van Allen

A confirmagio mais direta das previsdes de Stérmer veio
em 1958, no contexto da corrida espacial. O satélite
Explorer 1, langado em janeiro daquele ano, carregava
um detector Geiger projetado pelo fisico James Van
Allen e sua equipe na Universidade de Iowa. Os dados
transmitidos pelo satélite revelaram algo inesperado:
em determinadas altitudes, o contador Geiger saturava,
indicando niveis de radiacdo muito acima do previsto.
A principio, houve duvida sobre se o instrumento havia
falhado. Medi¢bes complementares do satélite Explorer
3, lancado em margo de 1958, confirmaram que a
saturagdo era real [7]. O que os detectores registravam
era a presenca de grandes quantidades de protons e
elétrons aprisionados pelo campo magnético terrestre,
concentrados em duas regides toroidais ao redor da
Terra, exatamente o tipo de confinamento que Stérmer
havia previsto teoricamente décadas antes.

Essas regides receberam o nome de cinturdes de
radiacio de Van Allen. O cinturdo interno, situado
entre aproximadamente 1.000 e 6.000 km de altitude,
é composto predominantemente por prétons de alta
energia. O cinturdo externo, entre cerca de 13.000 e
60.000 km, contém majoritariamente elétrons. A existén-
cia desses cinturdes tem consequéncias praticas: satélites
e sondas que atravessam ou orbitam nessas regides
ficam expostos a niveis elevados de radiacao, que podem
danificar componentes eletrénicos e representar riscos
para astronautas [8HI0]. A Anomalia Magnética do
Atlantico Sul, uma regido onde o cinturdo interno se
aproxima da superficie terrestre devido a irregularida-
des no campo geomagnético, é um exemplo concreto
desse problema: satélites em Orbita baixa sofrem maior
incidéncia de falhas eletronicas ao passarem sobre essa
regido [8].
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1.3. Contexto e objetivos deste trabalho

Do ponto de vista da mecénica analitica, o problema de
Stormer é um sistema hamiltoniano com trés graus de
liberdade, nas coordenadas cilindricas (p, ¢, Z). A sime-
tria axial torna a coordenada ¢ ciclica e conserva o mo-
mento canonicamente conjugado a ¢, que denotamos cs;
com isso, a dindmica se reduz ao plano meridional (p, Z).
O sistema dispGe, contudo, de apenas duas constantes
de movimento independentes, a energia e co, uma a
menos do que as trés que a integrabilidade no sentido de
Liouville exigiria [11],[12]. Esse fato, demonstrado rigoro-
samente por Dildo e Alves-Pires, significa que néo existe
uma terceira constante de movimento independente que
permita reduzir o sistema a quadraturas. A consequéncia
pratica é que as equagoes de movimento sé podem ser
resolvidas numericamente, e que certas trajetérias apre-
sentam sensibilidade exponencial as condic¢bes iniciais,
ou seja, comportamento cadtico.

O objetivo deste artigo é apresentar o problema de
Stormer com a formulagdo matemaética completa e a
implementagdo computacional, em um nivel adequado
para estudantes de graduagdo em fisica. O problema
reune, num mesmo contexto fisico, as formulagoes la-
grangiana e hamiltoniana, a identificagdo de constantes
de movimento por simetria, a analise de potencial efetivo
e a integragdo numérica de sistemas dindmicos. O mé-
todo numérico escolhido, o integrador de Stérmer-Verlet,
tem, além disso, uma conexao histérica com o préprio
problema: como discutiremos na Secdo [, Stormer foi
um dos primeiros a usar esquemas de diferencas finitas
desse tipo, precisamente para calcular as trajetorias de
particulas no campo dipolar.

Na Secao [2] derivamos as equagdes de movimento a
partir da forca de Lorentz e da formulacao lagrangiana,
e introduzimos as grandezas adimensionais utilizadas
na simulacdo. Na Secdo [3] apresentamos o método de
Stormer-Verlet, sua origem histérica e suas propriedades
como integrador simplético. Na Secdo [d] discutimos os
resultados numéricos para o caso equatorial, o caso
tridimensional e o caso vinculado & esfera. Na Segao [5
apresentamos as conclusoes.

2. Formulacao do Problema

2.1. Equacgoes de movimento

Consideremos uma particula nao relativistica de massa
m e carga g movendo-se sob a acdo de um campo
magnético B. A equacdo de movimento, dada pela forga
de Lorentz, é

mit = q(© x B). (1)
Modelamos o campo magnético terrestre como o
campo gerado por um dipolo magnético p, = pe,

posicionado no centro da Terra, com o eixo do dipolo
alinhado ao eixo de rotagao. O potencial vetor associado
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a esse dipolo é

Mo Mz X e

1
= A r2 = Mzﬁ (7yer =+ Iey) ) (2)

onde pg € a permeabilidade magnética do vacuo, M, =
top/(4m) é o momento de dipolo magnético efetivo e
r = +/x2 + 5% + 22. O campo magnético é entao obtido
por B=V x A.

Substituindo o campo resultante na equacdo ,
obtemos as equacdes de movimento em coordenadas
cartesianas:

.. z . . 21
= 304T—5 (9z — 2y) —ayg

Z 1
jj = =30 (2 = 22) + ad— (3)

= 3ar—5 (y — yz)

onde a constante o = ¢M, /m condensa as propriedades
da particula e do dipolo. Para o campo magnético
terrestre, o momento de dipolo efetivo vale M, ~ 8,2 x
10*® T-m3, e os valores de o para elétrons e prétons siao

(elétrons)

—1,44 x 102" m?/s
a= (4)

7,87 x 102 m?/s  (prétons)

2.2. Adimensionalizagcao

Para trabalhar com grandezas de ordem unitaria, reali-
zamos uma mudanga de escala usando o raio terrestre
ro = 6378136 m como unidade de comprimento. Defini-
mos as coordenadas adimensionais X = x/rg, Y = y/rg
e Z = z/rg, de modo que R = VX?+Y?2+272 é a
distancia do centro da Terra a particula, em unidades de
raios terrestres. As equagbes de movimento tornam-se

.. Z . . 1
X = 3a1R5 (YZ — ZY) — alYﬁ
B} 7 . . 1 .
.. 7 . .
7 = 3a1ﬁ (XY — YX)
com a constante adimensionalizada
a —5,57 x 10951 (elétrons) ©)
al = —_— =
o 3,04 x 103571 (prétons)

Observe que a diferenga de trés ordens de grandeza
entre aq para elétrons e prétons reflete a diferenca de
massa entre as duas particulas, e implica que os elétrons
realizam oscilagdes muito mais rapidas.

2.3. Formulagoes lagrangiana e hamiltoniana

As equacoes descrevem completamente o movimento
em coordenadas cartesianas, mas nao tornam explicitas
nem a simetria do problema nem as constantes de
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movimento associadas a ela. Por isso, passamos a uma
formulacdo lagrangiana em coordenadas adaptadas a
essa simetria. O problema possui simetria cilindrica em
torno do eixo do dipolo. E conveniente, portanto, utilizar
coordenadas cilindricas (p, ¢, Z), onde p = VX2 4+Y?2.
Nessas coordenadas, a lagrangiana do sistema é

m

L
2

2
(p2 ¥ 2+ Z'2) + mal%q’}, (7)
onde R = /p? + Z2. O dltimo termo é a contribuigdo do
potencial vetor, e acopla o grau de liberdade azimutal ao
campo magnético. A derivacdo completa da lagrangiana
a partir do formalismo de particula em campo eletro-
magnético pode ser encontrada em [I3] [14].

O sistema possui trés momentos canoénicos: p, = mp,
pz = mZ e py. Como a lagrangiana ndo depende
explicitamente de ¢, 0 momento canénico conjugado a ¢
é conservado:

oL 2] P’

Py = 8¢ =mp ¢+ma1R3

Essa quantidade ndo é o momento angular mecanico
usual, pois inclui uma contribuicao do potencial vetor.
A constante c¢o depende das condigdes iniciais (por meio
de pg, Zy e qi}g) e permanece fixa ao longo de toda a
trajetoria.

A hamiltoniana correspondente é

2
pi—i—p%-ﬁ-(ijﬁ—ma p)

=y (constante). (8)

1
H=——
2m

1 3 ) (9)

que coincide com a energia cinética da particula (a forga
magnética ndo realiza trabalho). Como H nao depende
explicitamente do tempo, a energia total é a segunda
constante de movimento do sistema.

As equagoes de Hamilton fornecem as equacbes de
movimento em coordenadas cilindricas:

2
. G o P 5 P x1C2 P
p_m2p3+3a1ﬁ_alﬁ_3 m R° (10)

2
.. p°Z a1cs Z
Z =32 — —
RS T RS
enquanto a coordenada ¢ evolui de acordo com
. C2 (e73]
T 11
b= - ()

Essas equacdes constituem um sistema auténomo, ou
seja, nao dependem explicitamente do tempo nas varia-
veis (p, p, Z, Z); a coordenada ¢ pode ser recuperada a
posteriori pela integragdo da equagao .

2.4. Potencial efetivo e regices proibidas

Para evidenciar o mecanismo de confinamento, separa-
mos as contribui¢des da hamiltoniana @D € Teescrevernos
a energia por unidade de massa na forma H =T + V.g.
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Os termos que contém os momentos pp € pz dao a
energia cinética do movimento no plano meridional,
T = 1(p*+ Z?), enquanto o termo restante, que envolve
Dy = c2 e depende apenas das coordenadas,

1 Co p 2
Vea(p, Z) = 9m2 <p - male> (12)

é o potencial efetivo, manifestamente nao negativo por
ser um quadrado perfeito, qualquer que seja o sinal de
1. Como Vg > 0, a condicao T' > 0 impoe que

Verr(p, 2) < E, (13)

onde E ¢é a energia total (também por unidade de
massa). Os pontos do plano (p, Z) para os quais Veg = F
definem as curvas de energia zero (ou curvas de Hill),
que delimitam as regides acessiveis ao movimento da
particula.

O sistema tem trés graus de liberdade e apenas
duas constantes de movimento independentes (E e ¢3);
a integrabilidade no sentido de Liouville exigiria uma
terceira, que nao existe. De fato, Dilao e Alves-Pires [I1]
demonstraram que o problema de Stérmer é nao integra-
vel e exibe comportamento cadtico para determinadas
condigoes iniciais.

3. Método de Stormer-Verlet

3.1. Origem histérica

O método numérico utilizado neste trabalho foi redes-
coberto de forma independente ao menos trés vezes ao
longo de trés séculos. A ideia de usar diferengas finitas
de segunda ordem para integrar equacoes diferenciais do
tipo § = f(q) j& aparece, de forma implicita, nos Prin-
cipia de Newton (1687), na sua andlise do movimento
sob forgas centrais [I5]. Newton discretizava o tempo em
intervalos iguais e calculava a posicdo seguinte a partir
das duas posicoes anteriores e da aceleragdo no ponto
atual, obtendo a relagao

dn+1 = 2¢n — Gn-1 + At2 f(Qn)7 (14)

que é a forma mais elementar do que hoje chamamos de
método de Stérmer-Verlet [16], [17].

Na sua forma explicita, esse esquema foi redescoberto
e sistematizado por Carl Stérmer no inicio do século XX,
precisamente no contexto do problema que leva seu
nome. Stérmer necessitava de um método numérico para
integrar as equagbes de movimento de particulas carre-
gadas no campo dipolar, e os calculos eram realizados a
mao, linha por linha, em tabelas de diferencas finitas.
Stormer utilizou versées com multiplos passos desse
esquema e publicou seus resultados entre 1907 e os anos
1930 [2, [4]. A eficiéncia e a estabilidade do método
eram questoes praticas: erros acumulados significavam
semanas de calculos perdidos.
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A segunda redescoberta ocorreu em 1967, quando
o fisico francés Loup Verlet publicou um artigo so-
bre simulagoes de dindmica molecular com o potencial
de Lennard-Jones [I§]. Verlet utilizou exatamente o
esquema da equagdo (14 para propagar as posigoes
dos atomos ao longo do tempo, e o método passou a
ser amplamente adotado na comunidade de dindmica
molecular, onde ficou conhecido simplesmente como
“método de Verlet”. Verlet nao fez referéncia ao trabalho
de Stérmer, e a conexdo entre os dois s6 foi reconhecida
posteriormente, quando Hairer, Lubich e Wanner con-
solidaram a histéria do método em seu tratado sobre
integragdo geométrica [16]. Desde entdo, a denominagéo
Stormer-Verlet passou a ser utilizada para dar crédito a
ambas as tradigoes.

3.2. Formulacgao do método

A equagao ¢é conveniente quando se dispoe apenas
das posigoes, mas no contexto hamiltoniano é preferivel
trabalhar com posi¢oes e momentos. A forma equivalente
mais utilizada em mecanica classica é a chamada leap-
frog (ou welocity Verlet), que intercala atualizacdes de
posicao e momento. Dado um sistema hamiltoniano com
coordenadas generalizadas ¢ e momentos conjugados p,
o algoritmo avanca a solu¢do de um passo temporal At
segundo o esquema

_,, DuoH
Pnty1/2 = Pn 9 aq dn
OH
In+1 = qn + At Tp(pnﬂﬂ) (15)
At OH

Pn+1 = Pny1/2 — 787(](%“)

O esquema é simétrico: a atualizacdo do momento é
dividida em dois meios-passos, um antes e um depois da
atualizacao da posi¢do. O método é explicito, de segunda
ordem em At e reversivel no tempo [16].

3.3. Propriedades simpléticas e conservagao da
energia

Por que preferir o método de Stérmer-Verlet a outros
integradores de mesma ordem, como o Runge-Kutta de
segunda ordem? A razdo é que o Stormer-Verlet preserva
a estrutura simplética do espago de fase. Em termos
concretos, 0 mapa (Gn, pr) — (¢n+1,Pn+1) definido pelo
esquema é uma transformagdo candnica, ou seja,
preserva o volume no espaco de fase e as relagoes entre
coordenadas e momentos que caracterizam a mecéanica
hamiltoniana.

Uma consequéncia direta dessa propriedade é o que
se chama de andlise de erro retroativo (backward error
analysis) [16]17]: pode-se demonstrar que a sequéncia de
pontos (gqn, pn) gerada pelo método de Stérmer-Verlet é
a solucao exata de uma hamiltoniana modificada

H=H+At?Hy+ At* Hy + - -, (16)
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onde Hy, Hy,... sdo fungbes que dependem de H e
de suas derivadas. Em outras palavras, o método nao
resolve exatamente a hamiltoniana original, mas resolve
exatamente uma hamiltoniana que_difere da original
por termos de ordem At?. Como H é uma constante
de movimento da dindmica numérica, a energia H
oscila em torno do seu valor verdadeiro com amplitude
proporcional a At?, mas nio apresenta o desvio secular
(drift), o crescimento monotoénico e cumulativo do erro
de energia ao longo do tempo, que é caracteristico de
métodos nao simpléticos.

A diferenca fica evidente em simulagoes longas. Com o
método de Runge-Kutta de quarta ordem, por exemplo,
a energia total pode crescer ou decrescer monotonica-
mente ao longo do tempo, mesmo para passos temporais
pequenos. A taxa desse desvio é lenta, mas em inte-
gracdes de 10% ou mais passos, como as que realizamos
neste trabalho, o efeito acumulado pode ser significativo.
O método de Stérmer-Verlet, por outro lado, mantém a
energia confinada em uma faixa estreita, o que o torna
adequado para simulacdes de longa duragao em sistemas
conservativos [16].

Vale observar que ser simplético ndo implica conservar
a energia exatamente: a energia oscila, e a amplitude da
oscilacdo diminui com o passo temporal. Para sistemas
em que a conservagao exata da energia é mais importante
do que a preservagao da geometria do espago de fase,
existem integradores que conservam a energia por cons-
trucao, mas esses métodos sacrificam o cardter simplé-
tico e podem distorcer outras propriedades qualitativas
da dinamica [16].

3.4. Implementacao

Em nossa implementagdo, escrita em linguagem C,
as varidveis dindmicas sao (p,p,, Z,pz), com p, e pz
definidos na Segao 2.3. As derivadas parciais de H em
relacdo as coordenadas fornecem as forgas generalizadas
que aparecem nas equagoes ([10)):

OH & 2 P’ 2 P a1 p
Ty g O T 3 (D)
oOH 2p2Z aic Z
oz T (18)

e as derivadas em relacdo aos momentos dao as ve-
locidades, p = p,/m e Z = pz/m. A coordenada
¢ nao participa do esquema simplético e é atualizada
separadamente a cada passo temporal via equagao .
A transformacdo final de coordenadas cilindricas para
cartesianas (x,y, z) é feita a posteriori para a visualiza-
¢do das trajetérias. Todas as simulagbes apresentadas
neste trabalho foram realizadas com o integrador de
Stormer-Verlet; ndo empregamos outros integradores. A
comparacao qualitativa com métodos nao simpléticos, no
que se refere a conservacao de energia, estd discutida na

Segao 33

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2026-0166

€20260166-5

4. Resultados

4.1. Caso equatorial

Consideramos inicialmente o movimento restrito ao
plano equatorial, ou seja, Z(t) = 0 para todo t > 0. Essa
restrigdo elimina a equagdo em Z e simplifica o potencial
efetivo: com R = p, temos

2 2
620 . Qa1Co0 al

Vert(p) (19)

= om2 2 mpd | 2pt
onde coy denota o valor da constante ¢, no plano
equatorial. A equacdo de movimento para a coordenada
radial reduz-se a

2 2
.3 ey | Q7
p= -3 +2—, (20)
m2p? mp* PE
que corresponde a p = —9Veg/Op. A coordenada angular
é determinada pela relagao
; C20
=2 Y (21)
mp®  pP

Quando cog > 0, a derivada OVeg/0p = 0 possui duas
raizes positivas:
mao maon

p1 = y P2 =2——. (22)
C20 C20

A verificagdo da derivada segunda mostra que p; é um
ponto de minimo local e p2 é um ponto de maximo local
do potencial efetivo. O valor do potencial no méaximo,

3o
Samta? (23)

Vmax - eﬁ(p2) =
determina a energia limiar para o confinamento: parti-
culas com energia total ¥ < V.« ficam aprisionadas na
vizinhanca de p;, oscilando entre dois pontos de retorno.
Particulas com energia superior a Vi,.x podem escapar.

A Figura[l]ilustra o potencial efetivo no caso equato-
rial para cop > 0. A forma do pogo de potencial mostra
que o confinamento radial é assimétrico: a barreira é mais
ingreme para p < p; (em diregdo a Terra) do que para
p > p1 (em diregdo ao espago exterior).

Para verificar numericamente essas previsoes, simula-
mos o movimento de prétons no plano equatorial usando
o método de Stormer-Verlet com passo temporal At =
0.0001. A constante de movimento coy é determinada
pelas condigoes iniciais através da equagao , avaliada
em Z =0 (onde R = p):

Co0 = mp%(bo + mali. (24)
Po
Para o primeiro conjunto de condig¢bes iniciais, por
exemplo, obtém-se cyg = 1,844 x 1072* (em unidades
de kgraios terrestres?-s~!). Os trés conjuntos foram
escolhidos para ilustrar diferentes regimes dinamicos:
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Potencial efetivo — caso equatorial
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Figura 1: Potencial efetivo para o caso equatorial com c2p > 0.
Os pontos p1 e p2 (indicados pelas linhas tracejadas) correspon-
dem ao minimo e ao maximo locais, respectivamente. Particulas
com energia total inferior a Veg(p2) permanecem confinadas
entre os pontos de retorno.

e Préton 1: p(0) = 3.0, 5(0) = 10.0, ¢(0) = 0.0,

$(0) = 10.0.

o Préton 2: p(0) = 3.0, p(0) = 80.0, ¢(0) = 37/2,
$(0) = 10.0.

e Préton 3: p(0) = 3.0, p(0) = 100.0, ¢(0) = m,
$(0) = 10.0.

Os resultados estdo apresentados na Figura 2] Os
prétons 1 e 2, com energia total menor do que Viax,
permanecem confinados em érbitas oscilatérias ao redor

Prétons no plano equatorial

—— Préton 1
—— Préton 2
\\ —— Préton 3

AN

Figura 2: Trajetérias de trés prétons no plano equatorial, vistas
de cima (plano zy), com At = 0.0001 e a; = 3.04 x 10°s™".
Condicées iniciais: Préton 1 (po = 3.0, po = 10.0, o = 0, ¢po =
10.0); Préton 2 (po = 3.0, po = 80.0, ¢o = 37/2, do = 10.0);
Préton 3 (po = 3.0, po = 100.0, ¢o = m, ¢o = 10.0). Os
prétons 1 e 2, com energia abaixo de Viyax, ficam confinados
em Orbitas ao redor da Terra (disco cinza de raio R = 1).
O préton 3, com energia acima do limiar, escapa. Cada préton
é identificado por uma cor: Préton 1 (azul), Préton 2 (verde) e
Préton 3 (laranja).
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da Terra. A amplitude da oscilagdo radial é maior para
o préton 2, cuja velocidade radial inicial é mais alta. J&
o préton 3, com energia cinética inicial suficiente para
ultrapassar a barreira de potencial, é espalhado e escapa.

4.2. Caso tridimensional

No caso geral, as equagoes de movimento devem ser
resolvidas simultaneamente para p(t) e Z(t). A presenga
da coordenada Z modifica o potencial efetivo (12)), que
agora depende de duas varidveis. A estrutura de regioes
permitidas e proibidas torna-se mais complexa: as curvas
de Hill no plano (p,Z) definem faixas ao redor do
equador magnético onde a particula pode se mover.
Para a simulagdo tridimensional, utilizamos o método
de Stormer-Verlet com passo temporal At = 0.0002. A
constante co é calculada a partir das condic¢bes iniciais
pela equagao ; para o primeiro conjunto de condi¢oes
iniciais (Préton 1), obtém-se co = 1,776 x 10724, Trés
conjuntos de condigoes iniciais foram utilizados:

e Préton 1: p(0) = 3.0, p(0) = 10.0, ¢(0) = 0.0,
$(0) = 10.0, Z(0) = 0.5, Z(0) = 0.0. .

e Préton 2: p(0) = 3.0, 5(0) = 80.0, ¢(0) = 7, ¢(0) =
10.0, Z(0) = 0.5, Z(0) = 0.0.

« Préton 3: p(0) = 3.0, p(0) = 100.0, ¢(0) = 5.26,
$(0) = 10.0, Z(0) = 0.5, Z(0) = 0.0.

A Figura [3] mostra as trajetérias resultantes pro-
jetadas no plano meridional (p,Z) e vistas de cima
no plano zy. Ao contrario do caso equatorial, onde a
trajetéria confinada é oscilatoria, no caso tridimensional
a particula oscila simultaneamente na direcao radial e
na direcdo Z, percorrendo a regiao toroidal em torno
da Terra sem repetir a mesma trajetéria. A particula
permanece confinada pela barreira de potencial, mas sua
trajetéria no plano meridional preenche densamente a re-
gido acessivel. A depender das condi¢oes iniciais, a 6rbita
pode ser quase-periddica ou cadtica, uma consequéncia
direta da nao integrabilidade do sistema.

A regiao toroidal onde as particulas permanecem con-
finadas corresponde, em nosso modelo simplificado, ao
cinturdo de radiagdo de Van Allen. De fato, na natureza,
o cinturdo de Van Allen é formado por prétons e elétrons
de diferentes energias, e sua estrutura detalhada depende
de efeitos que nao foram incluidos neste modelo, como
variacoes temporais do campo geomagnético, interagoes
com o vento solar e efeitos relativisticos. Ainda assim,
o modelo dipolar reproduz corretamente o mecanismo
béasico de confinamento magnético.

Vale notar que, durante a oscilagdo latitudinal, a
trajetéria da particula confinada pode atingir a super-
ficie terrestre (representada pela esfera de raio R = 1
em nossas unidades). Particulas que chegam a altitu-
des suficientemente baixas interagem com a atmosfera,
depositam energia e produzem emissées luminosas: as
auroras polares. Esse fendmeno ocorre preferencialmente
em latitudes altas, onde as linhas do campo magnético
do dipolo convergem. Uma modelagem mais detalhada
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(b) vista de cima (x, y)

4 —— Préton 1
—— Préton 2
Préton 3

Figura 3: Trajetérias de trés prétons no caso tridimensional, com At = 0.0002 e a; = 3.04 x 10*s™'. Painel (a): projecio no
plano meridional (p, Z); painel (b): vista de cima no plano zy. As cores distinguem os prétons: Préton 1 (azul), Préton 2 (verde)
e Préton 3 (laranja); a Terra corresponde a regido R < 1, em cinza. Condi¢des iniciais: Préton 1 (po = 3.0, po = 10.0, ¢o = 0,
g0 = 10.0, Zo = 0.5, Zo = 0); Préton 2 (po = 3.0, o = 80.0, ¢o = 7, o = 10.0, Zo = 0.5, Zo = 0); Préton 3 (po = 3.0,

po = 100.0, ¢o = 5.26, ¢o = 10.0, Zo = 0.5, Zop = 0). O painel meridional mostra que as particulas confinadas oscilam tanto
radialmente quanto na direcdo Z, preenchendo a regido permitida. A estrutura toroidal resultante é uma representacdo aproximada

do cinturdo de radiacdo de Van Allen.

exigiria efeitos atmosféricos e, possivelmente, uma for-
mulacdo vinculada a superficie terrestre, como a que
apresentamos a seguir.

Do ponto de vista fisico, o cardter cadtico de parte das
trajetérias tem um papel concreto na estrutura do cin-
turdo. Orbitas regulares (quase-periédicas) permanecem
restritas a superficies bem definidas no espago de fase,
enquanto Orbitas calticas exploram de maneira mais
uniforme toda a regido permitida pelas curvas de Hill,
contribuindo para o preenchimento difuso da faixa toroi-
dal observado na Figura[3] Além disso, a sensibilidade as
condicoes iniciais estabelece uma fronteira efetiva entre
particulas duradouramente aprisionadas e particulas
que, ap6s muitas oscilagoes, alcangam baixas altitudes
e precipitam na atmosfera, ou seja, o mecanismo por
tras das auroras. Uma caracterizagdo quantitativa dessa
fronteira, por meio de se¢oes de Poincaré ou expoentes
de Lyapunov, foge ao escopo deste trabalho e fica como
proposta para investigagao futura.

4.3. Caso vinculado: movimento sobre uma
superficie esférica

O problema de Stormer na forma livre, discutido nas
secOes anteriores, é nao integravel. Existe, porém, uma
variante do problema que admite tratamento analitico:
0 caso em que a particula carregada € restrita a se mover
sobre uma superficie esférica de raio R, centrada no
dipolo magnético [19, 20]. Essa formulagao, proposta por
Cortés e Cortés Poza [19], modela de forma simplificada
a interacdo de particulas carregadas com a atmosfera
terrestre em altitudes fixas. O interesse tedrico dessa
formulagéo é que o vinculo holondémico (R = R;) torna
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integravel um sistema que, sem ele, ndao o é: ao eliminar
um grau de liberdade, o vinculo faz com que as duas
constantes de movimento passem a ser suficientes para
a integrabilidade.

4.3.1. Formulagao sobre a esfera

Com a particula restrita a esfera R = R, restam dois
graus de liberdade: o angulo polar 6 (medido a partir
do polo norte) e o dngulo azimutal . O potencial vetor
do dipolo magnético, restrito a superficie, tem apenas
componente azimutal:

Lopesin 0
A=—"gr oo (25)

onde p é o moédulo do momento de dipolo magnético, o
mesmo que aparece na definicdo de M, na equacao .
A lagrangiana do sistema é
1 .
L= 5MR§ (6% + ¢ sin®0) — kypsin® 0, (26)
onde M é a massa da particula e ks = quop/(47Rs) é
uma constante com dimensdao de momento angular que
condensa as propriedades do dipolo e da particula. O
iltimo termo acopla o campo magnético ao movimento
azimutal.
Como no caso livre, a coordenada ¢ é ciclica, e o
momento candnico conjugado
— 2.5 qin2 \in2
Py = MR;psin® 0 — kysin” 0 (27)
é uma constante de movimento. A hamiltoniana coincide
com a energia cinética (a forca magnética ndo realiza
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trabalho) e fornece a segunda constante de movimento.
Com dois graus de liberdade e duas constantes de
movimento independentes, o sistema ¢é integravel no
sentido de Liouville [12].

4.3.2. Potencial efetivo e regimes de movimento

A hamiltoniana pode ser escrita como

2
1 (p + kg sin® 0) P2
H= 24 = 5l +Ver (6
oMER2 (P sinZ 0 oz V)
(28)
onde o potencial efetivo é
2
1 Do + kg sin? 6
Vet (0) (. ) (29)

T 2MR? sin2 ¢

A estrutura desse potencial depende da relacao entre
Ipe| € ks. Quando |p,| < ks, o potencial exibe dois pogos
separados por uma barreira no equador (§ = 7/2), for-
mando um potencial biestavel. Nesse regime, a particula
pode ficar confinada em um dos hemisférios, oscilando
entre dois dngulos de retorno em 6 sem cruzar o equador.
Quando [p,| > ks, a barreira desaparece e a particula
oscila entre os dois hemisférios.

Os polos (§ = 0 e § = 7) sdo sempre repulsivos, pois
Vet — o0 quando 6 — 0 ou 7 (devido ao fator csc? ).
A particula jamais atinge os polos com energia finita.

4.3.3. Solucao analitica e validagcdo numérica

Com a mudanca de varidavel z = cos#, a equagio de
movimento para 6 se reduz a equacao de um oscilador
em um potencial quértico [20]:

52 = b (2% — A)(2* - B), (30)

onde A e B sao constantes que dependem dos parametros
adimensionais a = p, /¢ e b = ks/{, com { = \/2M R?2K
sendo o momento angular caracteristico e K a energia
cinética (constante). Pifia e Cortés [20] demonstraram
que a solucao dessa equacao se expressa em termos das
fungbes elipticas de Jacobi:

\/Edn(b\/g T, K)

\/Ecn(b\/B — AT, k) se A <0 (@ nemisterios)
(31)
onde 7 é o tempo adimensional, dn e cn sdo fungdes
elipticas de Jacobi, e k é o mdédulo eliptico, determinado
por A e B.

Essa solucao analitica permite validar diretamente
o integrador de Stormer-Verlet. Utilizando os mesmos
pardmetros do artigo original [20] (M = 2, R, = 10,
ks = 0.5, em unidades arbitrarias), simulamos nume-
ricamente o movimento da particula sobre a esfera e
comparamos as trajetérias com a solucgao eliptica exata.
As Figuras [@H6] mostram essa comparagdo para trés
casos representativos que cobrem os diferentes regimes

do potencial efetivo (29):

se A > 0 (1 hemisterio)
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Comparagao das trajetérias

—— Stdrmer-Verlet
—==- Analitico

10 -10
le-8 Erro de posicao (At=0.0002)
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Figura 4: Validac3o: caso banda no hemisfério norte (g = 7/3,
peo = 0, pp, = 0.394, t = 3000, 1,5 x 107 passos). Acima: traje-
torias sobre a esfera (azul: Stérmer-Verlet, vermelho: analitico).
Abaixo: erro de posicdo normalizado ||rsy — ran||/Rs.

o Banda no hemisfério norte (§y = 7/3, pgo = 0,
P, = 0.394): a particula oscila em 6 dentro de uma
faixa estreita no hemisfério norte, tracando uma
banda sobre a esfera. Regime A > 0, solugdo via
dn.

o Travessia do equador (§y = 0.6 rad, ppy =
0.2525, p, = 0.25): a particula possui energia
suficiente para cruzar a barreira equatorial do
potencial biestavel e percorre ambos os hemisférios.
Regime A < 0, solugao via cn.

o Lacos (6 = 7/4, pgo = 0.3, p, = —0.15): quando
—ks < p, < 0, a trajetéria exibe lagos que nao
envolvem nenhum dos polos [19]. Regime A > 0,
solugdo via dn.

Em cada figura, o painel superior sobrepoe as trajeté-
rias do integrador numérico (azul) e da solugdo analitica
(vermelho) sobre a esfera. O painel inferior mostra o erro
de posi¢ao normalizado ||rsy () —ran(t)||/Rs ao longo da
simulagao. Nos trés casos, esse erro oscila periodicamente
na faixa de 107® a 10~7, sem crescimento secular. O erro
relativo de energia, por sua vez, permanece no nivel da
precisdo aritmética de ponto flutuante (~ 1071). Esse
comportamento é esperado de um integrador simplético
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Comparagao das trajetérias

—— Stormer-Verlet
~==- Analitico
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Figura 5: Validacgo: caso travessia do equador (fp = 0.6 rad,
poo = 0.2525, p, = 0.25, t = 3000, 1,5 x 107 passos). A
particula cruza a barreira equatorial do potencial biestavel e
percorre ambos os hemisférios.

(Secdo [3.3)): conforme a andlise de erro retroativo [16,
17], o algoritmo de Stormer-Verlet resolve exatamente
uma hamiltoniana modificada H = H+O(At2). A érbita
numérica segue, portanto, uma trajetoria fisicamente
consistente, ligeiramente deslocada da original, mas sem
actumulo de erro.

A existéncia dessa solucao analitica revela ainda uma
conexao entre o problema de Stérmer e a dindmica de
corpos rigidos. Pifia e Cortés [20] mostraram que as
solugoes em termos de dn e cn tém a mesma estrutura
matemdtica das solugdes do pido de Euler (rotacio livre
de um corpo rigido assimétrico) e do pido de Lagrange
(corpo rigido simétrico com gravidade). Essa corres-
pondéncia nao é acidental: em ambos os problemas,
as equagoes de movimento se reduzem a uma equacio
diferencial com potencial quartico em z = cos#f, cuja
solugao é dada pelas mesmas classes de fungoes elipticas.
Partindo de um contexto eletromagnético, o problema
de Stormer sobre a esfera revela, assim, uma ponte
inesperada com a dindmica de corpos rigidos e pode
servir como porta de entrada para as funcdes elipticas
de Jacobi.
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Comparacao das trajetérias

—— Stérmer-Verlet
—==- Analitico
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Figura 6: Validacdo: caso lacos (6o = 7/4, peo = 0.3, p, =
—0.15, t = 10000, 5 x 107 passos). Quando —ks < p, < 0, a
trajetéria exibe lacos que n3o envolvem nenhum dos polos [19].

5. Conclusoes

O problema de Stoérmer reine, num mesmo sistema,
tépicos que os cursos de graduacao costumam tratar em
separado: as formulagbes lagrangiana e hamiltoniana,
constantes de movimento, potencial efetivo, integracao
numérica de sistemas dindmicos e, no caso vinculado
a esfera, fungoes especiais. Neste artigo, percorremos
essas etapas da derivacao analitica a simulacao com
o integrador simplético de Stormer-Verlet, incluindo a
validagao do método numérico contra uma solugdo exata.

A andlise do caso equatorial mostrou como o potencial
efetivo controla o confinamento radial: particulas com
energia abaixo do méximo do potencial ficam presas
em o6rbitas oscilatérias, enquanto particulas com energia
acima desse limiar escapam. As simulagdes confirmaram
esse critério e permitiram visualizar os dois regimes.

O caso tridimensional acrescentou a oscilagao latitudi-
nal, e as simulagoes mostraram a formacao de trajetorias
confinadas em uma regiao toroidal ao redor da Terra,
o que corresponde, em nosso modelo idealizado, ao
cinturdo de radiagdo de Van Allen. A sensibilidade
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as condigoes iniciais, caracteristica da ndo integrabili-
dade do sistema, abre espago para investigagoes sobre
o cardter cadtico das trajetorias, cuja caracterizacgdo
mais precisa, via segoes de Poincaré ou expoentes de
Lyapunov, fica como proposta para um trabalho futuro.

O caso vinculado a esfera mostrou como a imposigao
de um vinculo holonémico transforma o sistema nao in-
tegravel em um sistema integravel, com solucao analitica
em fungoes elipticas de Jacobi. A comparacgdo direta
entre a solugdo analitica e a integracdo numérica pelo
método de Stormer-Verlet validou o integrador: ao longo
de simulacdes com até 5 x 107 passos temporais, o erro
de posicdo permaneceu na faixa de 1072 a 10~7 do raio
da esfera, sem crescimento secular.

O codigo-fonte das simulagdes, tanto para o caso
livre quanto para o caso esférico, foi implementado em
linguagem C e esta disponivel em repositério pl’lblicoE|
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