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Buracos negros são regiões aprisionadas do espaço-tempo. A sua inexorável atração gravitacional determina que
nada – nem mesmo a luz – pode escapar desta região. Logo, um buraco negro não pode ser observado diretamente.
Tem de ser estudado pelo modo como influencia o movimento das partículas de matéria e os raios de luz ao
seu redor. Estas trajetórias são determinadas (em uma certa aproximação) pelas geodésicas da geometria do
buraco negro. Em particular, geodésicas nulas – aquelas que raios luminosos seguem – possuem considerável
interesse astrofísico: representam como a radiação emitida ao redor do buraco negro, ou proveniente de fontes
longínquas, é distorcida pelo buraco negro. Neste trabalho apresentamos as equações de movimento de raios de
luz na geometria de Kerr, que descreve um buraco negro com rotação, utilizando a teoria de Hamilton-Jacobi. Em
seguida, analisamos as condições de existência das órbitas esféricas de fótons ao redor do buraco negro. Estas
órbitas, representando fortes encurvamentos da luz, são a chave para determinar a aparência ótica do buraco
negro. Por fim, por meio de métodos computacionais, apresentamos graficamente algumas destas trajetórias.
Palavras-chave: Relatividade Geral, Buracos Negros, Órbitas de Fótons.

Black holes are trapped spacetime regions. Their inexorable gravitational attraction determines that nothing –
not even light – may escape from this region. Thus, a black hole cannot be directly observed. It must be studied
by the way it influences the motion of matter particles and light rays in its neighborhood. These trajectories are
determined (within a certain approximation) by the black hole geometry’s geodesics. In particular, null geodesics
– those followed by light rays – possess considerable astrophysical interest: they represent how the radiation
emitted around the black hole, or incoming from far away sources, is distorted by the black hole. In this work we
present the equations of motion of light rays in the Kerr geometry, that describes a rotating black hole, making
use of Hamilton-Jacobi theory. Subsequently, we analyze the conditions for the existence of spherical photon
orbits around the black hole. These orbits, representing strong light bending, are the key to determine the optical
appearance of the black hole. Finally, using computational methods, we exhibit plots illustrating some of these
trajectories.
Keywords: General Relativity, Black Holes, Photon Orbits.

1. Introdução

Em 1915, o físico suíço-germano-norte americano Al-
bert Einstein apresentou uma maneira geometrizada de
entender a interação gravitacional, conhecida como Teo-
ria da Relatividade Geral (TRG). Esta teoria descreve
a gravidade como uma manifestação na geometria do
espaço-tempo, causada pela presença de matéria e ener-
gia.

As equações que governam esta relação entre matéria
e geometria levaram a predições surpreendentes, como a
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possível existência de objetos suficientemente compactos,
tais que exerceriam uma atração gravitacional tão intensa
ao seu redor que possuam uma região de não-retorno
(chamada de horizonte de eventos), de onde nem mesmo a
luz seria capaz de escapar. Esses objetos são denominados
buracos negros (BNs) [1].

Um século após a obtenção da primeira solução teórica
que descreve um BN [2, 3], existem evidências observa-
cionais convincentes e variadas da sua realidade astro-
física [4]. Uma evidência indireta da existência de BNs
foi obtida em 2015, por meio da detecção de ondas gravi-
tacionais pelo Laser Interferometer Gravitational-Wave
Observatory (LIGO) [5]. Este evento foi interpretado
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como tendo sido gerado pela coalescência de dois BNs,
um com cerca de 36 massas solares e outro com 29 massas
solares aproximadamente. Desde então, a colaboração
LIGO-Virgo já reportou diversos eventos interpretados
como colisões de BNs, colisões de estrelas de nêutrons e,
possivelmente, colisões de estrelas de nêutrons com BNs.

Os BNs observados pela colaboração LIGO-Virgo têm
massas que variam de algumas unidades, a algumas deze-
nas de unidades da massa do Sol. Mas existe uma classe
diferente de BNs, que os astrônomos acreditam existir
no núcleo da maioria das galáxias: BNs supermassivos,
com massas variando de centenas de milhares a dezenas
de bilhões de massas do Sol. Em todos os casos, espera-
se que, genericamente, os BNs possuam rotação [6–9].
Nestes casos, a região externa destes objetos é descrita
pela solução de Kerr, de acordo com a TRG. Obtida pelo
matemático neozelandês Roy Patrick Kerr em 1963 [10],
esta solução descreve um espaço-tempo estacionário e
com simetria axial.

Contudo, nos deparamos com um impasse: se BNs pa-
recem ser objetos abundantes no Universo e, por outro
lado, nada escapa do interior do horizonte de eventos,
como podemos observá-los? Uma das maneiras é analisar
a influência do campo gravitacional no movimento de
corpos e da luz ao redor de um BN. Este tipo de análise é
tão importante que um dos primeiros testes da TRG foi
realizado medindo-se a deflexão sofrida por raios lumino-
sos ao atravessarem o campo gravitacional solar durante
um eclipse [11–13].

O estudo das trajetórias seguidas por partículas su-
jeitas apenas à interação gravitacional se prova uma
importante fonte de informações acerca da geometria
do espaço-tempo. Essas trajetórias no espaço-tempo são
denominadas de geodésicas. Em particular, o estudo de
geodésicas nulas1 ajuda a definir, por exemplo, a seção
de choque de absorção (a altas frequências), isto é, a
área associada ao conjunto de trajetórias assintóticas,
que define a região em que partículas são absorvidas pelo
BN2 [14–16].

A seção de choque de absorção está relacionada com
órbitas circulares de fótons, denominadas de anéis de
luz (AL). Este encurvamento intenso da luz possui ca-
racterísticas fenomenológicas únicas, e estudos indicam
que o sinal de ondas gravitacionais pós-colisão de BNs
depende desses AL [17,18]. Em particular, se existirem
mecanismos que proíbam a existência de estrelas ultra-
compactas [19], então observações de AL podem ser con-
sideradas evidências de detecção de BNs [20].

Neste sentido, órbitas de raio constante são importan-
tes também por auxiliarem na determinação da sombra3

1Como a assinatura da métrica usada neste trabalho é (+, −, −, −),
a convenção de sinal adotada é: partículas massivas seguem tra-
jetórias do tipo tempo, definidas por ds2 > 0; e partículas não
massivas seguem trajetórias nulas, definidas por ds2 = 0.
2Entende-se por ‘absorvidas pelo buraco negro’ o fato de partículas
ficarem aprisionadas no interior do horizonte de eventos.
3Imagine que entre o observador e uma fonte luminosa (por exemplo,
estrelas) existe um BN interposto. Caso o observador tentasse tirar

de BNs [21, 22]. Recentemente, a colaboração internacio-
nal denominada Event Horizon Telescope (EHT) revelou,
em uma série de seis artigos, ter obtido sucesso na observa-
ção da sombra do BN supermassivo localizado no núcleo
da galáxia Messier 87 [23–29]. Para isso, esse projeto
utilizou uma técnica chamada de Very-Long-Baseline
Interferometry (VLBI), que consiste em sincronizar os
dados de uma rede de radiotelescópios espalhados ao
longo de quatro continentes do planeta, para obter uma
resolução equivalente a de um telescópio do tamanho do
planeta Terra.

A sombra de um BN de Kerr está estritamente associ-
ada com uma classe de órbitas nulas chamadas de órbitas
esféricas de fótons (OEF). Podemos entender as OEF
como uma generalização fora do plano equatorial dos AL.
São as OEF que determinam o formato da sombra de um
BN. Em casos de modelos mais gerais de BNs as OEF são
generalizadas para as órbitas fundamentais de fótons [30],
que estão confinadas entre um raio máximo e um raio
mínimo, mas que não são necessariamente esféricas4 em
nenhum sistema de coordenadas.

A detecção de ondas gravitacionais e a captura da pri-
meira imagem de um buraco negro inauguram o período
de testes da gravitação em campo forte, nos levando mais
perto da formulação de uma teoria quântica da gravita-
ção. Neste contexto, a análise de OEF em espaços-tempos
de BNs com rotação mostra-se uma importante ferra-
menta para estudar a física destes objetos. Deste modo,
realizamos neste trabalho uma análise dos principais as-
pectos dessas trajetórias. Com isto, esperamos contribuir
com uma referência pedagógica para aqueles interessados
em entender a formação da sombra de buracos negros,
além de servir como um possível material de apoio para
cursos como RG ou Mecânica Clássica.

O restante deste artigo está dividido como se segue:
Na seção II revisitamos brevemente as principais carac-
terísticas do espaço-tempo de um BN em rotação. Na
seção III, revisamos a teoria de Hamilton-Jacobi, impor-
tante ferramenta necessária para encontrar as equações
de movimento de partículas teste. Na seção IV, aplicamos
esta teoria no contexto da TRG para obtermos as geodé-
sicas do espaço-tempo de Kerr. Uma vez obtidas estas
trajetórias, realizamos uma discussão, na seção V, sobre
as equações que devem ser satisfeitas para que existam
órbitas esféricas nesta geometria, bem como plotamos
alguns exemplos de OEF. Por fim, nossas conclusões são
apresentadas na seção VI.

Assume-se que o leitor tenha conhecimentos prévios
de TRG. Caso contrário, recomendamos consultar as
referências [31–33].

uma foto deste cenário, a região escura no retrato identificaria a
região em seu céu local que não recebe luz, pois esta teria sido
absorvida pelo BN. Essa região escura na foto seria a sombra do
BN.
4Ver comentário ao final da seção V.
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2. Buraco Negro de Kerr

O BN de Kerr é descrito por dois parâmetros [34]: sua
massa M e seu momento angular J . Utilizamos como
parâmetro de rotação o momento angular por unidade
de massa, a ≡ J/cM . 5 Em coordenadas de Boyer-
Lindquist [35] o elemento de linha de Kerr tem a forma:

ds2 = c2
(

1 − 2mr

ρ2

)
dt2 + 4macr sin2 θ

ρ2 dtdφ − ρ2

∆ dr2

− ρ2dθ2 −
(

r2 + a2 + 2mra2 sin2 θ

ρ2

)
sin2 θdφ2 ,

(1)

com ∆ ≡ r2 − 2mr + a2 e ρ2 ≡ r2 + a2 cos2 θ. Além disso,
definimos como parâmetro de massa m ≡ GM/c2, onde
G é a constante newtoniana da gravitação. Apesar de m
não ter unidade de massa, m deve ser interpretada como
a massa do BN medida em unidades de distância [36].

Trabalharemos com o caso em que a condição a2 < m2

é satisfeita. Este vínculo corresponde a um BN para o
qual o horizonte de eventos está localizado em r+ =
m +

√
m2 − a2. O caso a2 > m2 representa um objeto

chamado singularidade nua. Neste contexto, singulari-
dade refere-se a um ponto, ou conjunto de pontos, no
espaço-tempo onde a curvatura é infinita e, como tal, a
TRG deixa de ser válida. Uma singularidade nua significa
que a singularidade é visível para observadores, o que
coloca sérias dificuldades à formulação do problema de
valor inicial [37]6. A existência de singularidades nuas
é tão inconveniente que o físico Roger Penrose propôs
em 1969 a Censura Cósmica, que afirma que qualquer
singularidade deve estar escondida no interior de um
horizonte de eventos [36]. O caso a2 = m2 corresponde a
um BN com rotação máxima, também chamado de BN
de Kerr extremo.

A métrica de Kerr apresenta uma região de não es-
taticidade, denominada ergoregião. Nesta região não é
possível a existência de observadores parados em rela-
ção a referenciais estáticos no infinito. A ergoregião se
localiza na vizinhança do horizonte de eventos e é con-
sequência da rotação desse horizonte. Qualquer observa-
dor nesta região é obrigado a se mover no mesmo sentido
de rotação do BN [7]. Uma maneira de encontrá-la, por
exemplo, é estudando as condições que a trajetória de
um observador estático deve satisfazer. Este observador
estático não possui variação nas coordenadas espaciais
(i.e. dr = dθ = dφ = 0). Além disso, a exigência que esta
5Definimos aqui que o sentido positivo de rotação é o sentido
anti-horário.
6Para que uma teoria física tenha a capacidade de fazer previsões,
ela deve possuir uma formulação do problema de valor inicial bem
posta. Isto significa que a partir de um conjunto de dados iniciais
de um sistema, é possível descrever a evolução temporal deste
sistema em todo o espaço-tempo. Porém, quando singularidades
nuas estão presentes, os dados iniciais não são suficientes para
descrever o que ocorre quando o sistema alcança a singularidade
(ou sua vizinhança), isto é, a habilidade de prever o futuro deste
sistema é perdida nesta região do espaço-tempo.

trajetória represente uma partícula causal (isto é, uma
partícula de matéria ou um fóton) é traduzida exigindo
que

ds2|estático = c2
(

1 − 2mr

ρ2

)
dt2 ≥ 0. (2)

É possível mostrar que essa condição não é satisfeita no
intervalo definido por

r+ < r < rE ≡ m +
√

m2 − a2 cos2 θ , (3)

que determina a ergoregião, onde rE localiza o seu limite
exterior.

A ergoregião é uma manifestação do efeito de arrasto
de referenciais inerciais, que surge como um novo aspecto
da gravitação relativística, ausente na gravitação Newto-
niana. Na gravitação relativística, o momento linear e o
momento angular também gravitam, originando novos
efeitos, ao contrário da gravitação Newtoniana, onde ape-
nas a posição das massas interessa, e não o seu estado
de movimento em um certo instante. Neste sentido, o
estudo de geodésicas no contexto de um BN de Kerr é
mais complicado do que no BN de Schwarzschild ou de
Reissner-Nordström [38], que não têm rotação.

Ao considerar o movimento de partículas somente sob
a ação da gravidade na métrica de Kerr, as quantidades
conservadas no movimento geodésico desempenham um
papel fundamental. A energia da partícula, bem como
o seu momento angular relativo ao eixo de simetria são
quantidades conservadas, como consequência das sime-
trias da métrica de Kerr e do teorema de Noether [39].
Logo, as geodésicas em um espaço-tempo estacionário
e com simetria axial permitem duas integrais de movi-
mento. Além disso, o módulo do quadrimomento dessa
partícula também é uma quantidade conservada, sendo
determinado pela massa de repouso da partícula. Con-
tudo, tais grandezas conservadas não são suficientes para
tornar o problema integrável, no sentido de Liouville [39].
Para isso, é necessário ter tantas quantidades conservadas
como graus de liberdade. No movimento no espaço-tempo
há quatro graus de liberdade e identificamos apenas três
constantes de movimento.

Surge então uma característica peculiar da métrica de
Kerr. Existe uma quarta constante de movimento, desco-
berta em 1968 pelo físico australiano Brandon Carter [40].
A existência dessa quarta constante de movimento está
vinculada ao fato de o espaço-tempo de Kerr ter caracte-
rísticas geométricas especiais: É uma métrica do tipo D
de acordo com a classificação de Petrov7. Para espaços-
tempos do tipo D existem alguns teoremas que regem
o movimento geodésico [41]. No seu trabalho original,
Carter demonstrou que existe separação de variáveis para
7Para o caso de vácuo, a classificação de Petrov é uma maneira
algébrica de caracterizar um campo gravitacional a partir do tensor
de curvatura de Riemann. Ela se baseia na definição de uma
equação de autovalor para o tensor de curvatura. Dependendo
da degenerescência dos seus autovalores, o espaço-tempo pode
ser classificado como um dos quatro tipos de Petrov. Para mais
detalhes, sugerimos consultar a referência [41].
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a equação de Hamilton-Jacobi na métrica de Kerr [40].
Esta separação permite a identificação da quarta cons-
tante do movimento, chamada de constante de Carter.
A sua existência resulta de uma simetria escondida, por
oposição às simetrias manifestas que originam a conser-
vação da energia e do momento angular das geodésicas.
Neste trabalho, seguiremos o método de Carter para
analisar geodésicas no espaço-tempo de Kerr.

3. Teoria de Hamilton-Jacobi

Nesta seção realizamos uma breve revisão acerca da te-
oria de Hamilton-Jacobi. Esta teoria é um método que
consiste em encontrar uma transformação canônica tal
que a nova hamiltoniana seja identicamente nula. Esta
transformação corresponde a encontrar um referencial co-
móvel com a partícula no espaço de fase. Isto simplifica
o processo de obtenção das equações de movimento [39].

Conhecendo a transformação canônica que leve das
coordenadas (qi, pi) para novas coordenadas (Qi, Pi)8, e
assumindo que K(Qi, Pi) seja a hamiltoniana transfor-
mada, as equações de Hamilton são:

Q̇i = ∂K

∂Pi
= 0 ⇒ Qi = βi, (4)

Ṗi = − ∂K

∂Qi
= 0 ⇒ Pi = αi, (5)

onde (βi, αi) são constantes e i = 1, 2, · · · , n. O ponto
sobre as variáveis representa uma derivada em relação
ao parâmetro afim.

Escrevendo as coordenadas originais em termos das
coordenadas transformadas, isto é, considerando a trans-
formação canônica inversa, obtemos:

qi = qi(Qi, Pi, t) ⇒ qi(t) = qi(βi, αi, t), (6)
pi = pi(Qi, Pi, t) ⇒ pi(t) = pi(βi, αi, t). (7)

Estas equações fornecem as coordenadas e os momentos
generalizados em função do tempo e de 2n constantes
arbitrárias que podem ser definidas a partir das condições
iniciais. Uma transformação canônica desse tipo torna
triviais as equações de Hamilton para K(Q, P, t), isto
é, com soluções triviais, permitindo obter as soluções
das equações de Hamilton para as variáveis originais por
meio de uma transformada inversa.

Para obtermos uma transformação canônica deve exis-
tir uma quantidade que relacione as coordenadas antigas
(qi, pi) com as coordenadas novas (Qi, Pi). O objeto ma-
temático que cumpre esta função é a função geradora [39].
A partir da escolha da função geradora obtemos automa-
ticamente uma transformação canônica. Neste contexto,
podemos nos perguntar: que condição a função que gera

8 q é uma coordenada generalizada e p o momento canonicamente
conjugado a esta coordenada. Q e P possuem, respectivamente, o
mesmo significado que (q, p), porém no novo sistema de coordena-
das.

essa transformação deve satisfazer para que a hamil-
toniana transformada seja nula? Para responder esta
pergunta, consideremos uma função geradora do tipo
S(qi, Pi, t), em que as equações de transformação são
dadas por

pi = ∂S

∂qi
, Qi = ∂S

∂Pi
. (8)

Deste modo, a hamiltoniana transformada é [39]

K(Qi, Pi, t) = H(qi, pi, t) + ∂S

∂t
. (9)

Para que se tenha K = 0, S deve satisfazer a seguinte
equação

H(qi, pi, t) + ∂S

∂t
= 0, (10)

onde, usando as relações (8), obtemos:

H

(
qi,

∂S

∂qi
, t

)
+ ∂S

∂t
= 0. (11)

A condição (11) recebe o nome de equação de Hamilton-
Jacobi. A função geradora S deve satisfazer a equação
de Hamilton-Jacobi para que K = 0. Resolvendo esta
equação para a função geradora, obtemos automatica-
mente uma transformação canônica com a propriedade
de anular a nova hamiltoniana, e podemos encontrar as
equações de movimento.

4. Equação de Hamilton-Jacobi no
espaço-tempo de Kerr

Na TRG, a hamiltoniana é dada por [41]

H(xµ, pµ, λ) = 1
2gµνpµpν , (12)

onde λ é um parâmetro afim, assumindo valores diferentes
dependendo se a partícula estudada possui massa ou não.
Neste contexto, a equação de Hamilton-Jacobi pode ser
escrita como [42]:

1
2gµν ∂S

∂xµ

∂S

∂xν
= −∂S

∂λ
. (13)

No espaço-tempo de Kerr, a hamiltoniana não possui
dependência explícita em t, φ e λ. Portanto, a função S
pode ser expressa como [40]

S(xµ; αµ; λ) = ptt + pφφ + γλ + Sr(r) + Sθ(θ), (14)

onde pt ≡ E e pφ ≡ −L são os momentos canonicamente
conjugados às coordenadas t e φ, respectivamente. Além
disso,

∂S

∂λ
= γ = −H = −ε2

2 , (15)

onde, para partículas massivas, ε = 1 e E e L representam
a energia e o momento angular azimutal por unidade de
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massa, e, para partículas não massivas, ε = 0 e E e L
representam a energia e o momento angular azimutal.

Substituindo as quantidades conservadas ao longo do
movimento geodésico, podemos reescrever a equação (14)
como

S (xµ; αµ; λ) = −ε2

2 λ + Et − Lφ + Sr(r) + Sθ(θ). (16)

Substituindo a equação (16) na equação de Hamilton-
Jacobi, após algumas manipulações algébricas, encontra-
mos o seguinte resultado:

B2/c2 − ∆2p2
r − ε2r2∆

∆ = p2
θ + D2 + ε2a2 cos2 θ, (17)

onde

pr = ∂S

∂r
, pθ = ∂S

∂θ
, (18)

B2 ≡
[
E(r2 + a2) − aLc

]2
, (19)

D2 ≡
(

aE sin θ

c
− L

sin θ

)2
. (20)

Note que o lado esquerdo da equação (17) é função
apenas da coordenada r, enquanto que o lado direito
depende exclusivamente da coordenada angular θ. Esta
igualdade só é válida se ambos os lados forem iguais a
uma constante

fr(r) = fθ(θ) = K. (21)

Define-se, no espaço-tempo de Kerr, a constante de Carter
[40] Q como:

Q ≡ K −
(

L − aE

c

)2
. (22)

Trabalhando separadamente com cada lado da equação
(17), encontramos as equações de movimento para as
coordenadas r e θ. As equações para t e φ são encontradas
usando o fato de que pµ = ∂µS.

Deste modo, no espaço-tempo de Kerr, as equações de
movimento na forma diferencial são:

ρ2ṙ = ±
√

R, (23)

ρ2θ̇ = ±
√

Θ, (24)

ρ2ṫ = E

c2∆
[
(r2 + a2)2 − a2∆ sin2 θ

]
− 2mar

c∆ L, (25)

ρ2φ̇ = 2marE

c∆ + L
(∆ − a2 sin2 θ)

∆ sin2 θ
, (26)

com

R ≡ B2

c2 − ∆
[
Q + (L − aE/c)2 + ε2r2]

, (27)

Θ ≡ Q − cos2 θ

[
a2

(
ε2 − E2

c2

)
+ L2

sin2 θ

]
. (28)

Da equação (24) podemos perceber que a nulidade da
constante de Carter está relacionada com trajetórias no
plano equatorial (θ = π/2).

5. Órbitas esféricas de fótons

Como definido anteriormente, para fótons teremos ε2 =
0. Ademais, podemos reduzir o número de parâmetros
(E, L, Q) definindo os parâmetros de impacto:

Φ ≡ L

E
c, (29)

η ≡ Q

E2 c2. (30)

5.1. Movimento latitudinal

A equação (24), após a divisão por E2 e a utilização das
Eqs. (29) e (30), torna-se:(

ρ2c

E

)2

θ̇2 = η+(Φ − a)2−(a sin θ − Φcossecθ)2 = Θ(θ).

(31)
Note que para Θ ≥ 0 devemos ter

η + (Φ − a)2
> 0, (32)

η + (Φ − a)2 ≥ (a sin θ − Φcossecθ)2
. (33)

Podemos escrever a equação (31) de uma maneira mais
conveniente fazendo a transformação:

u = cos θ. (34)

Assim, obtemos:(
ρ2c

E

)2

u̇2 = η −
(
Φ2 + η − a2)

u2 − a2u4 = Θu(u).

(35)
Os valores extremos da função u equivalem aos seguintes
resultados correspondentes para a função Θu:

u = −1 ⇔ (θ = π) ⇒ Θu = −Φ2, (36)

u = 0 ⇔
(

θ = π

2

)
⇒ Θu = η, (37)

u = 1 ⇔ (θ = 0) ⇒ Θu = −Φ2. (38)

Assim, o intervalo permitido do movimento latitudinal
pode ser restringido. Para Φ 6= 0, os fótons não podem
alcançar os polos (θ = 0, π), uma vez que neste local a
função Θu assume valores negativos, o que é incompatível
com a equação (35). Apenas quando Φ = 0 teremos
Θu = 0 nos polos, o que é permitido, haja vista que
Θu ≥ 0. Então, a única maneira de fótons alcançarem
os polos é quando o momento angular azimutal destes
fótons for nulo [ver equação (29)].

Podemos analisar o movimento latitudinal das órbi-
tas de acordo com os possíveis valores assumidos pelo
parâmetro η, i.e.:

(i) Para η > 0, as raízes de Θu são

u2
± = a2 − Φ2 − η ±

√
D

2a2 , (39)
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sendo D ≡
(
a2 − Φ2 − η

)2 + 4a2η. Como η > 0, temos
que a seguinte relação deve ser satisfeita

√
D > |a2 − Φ2 − η|. (40)

Isto implica que u2
+ > 0 e u2

− < 0. Como u2 ≥ 0, a solução
u2

− deve ser descartada. Assim, para η > 0, a variável u2

está restrita ao intervalo |u| ∈ [0, |u+|], indicando que o
movimento intercepta o plano equatorial repetidamente.
Os pontos em que a trajetória cruza o plano equatorial
recebem o nome de nodos.

(ii) Para η = 0, as raízes de Θu são

u2
0 = a2 − Φ2 ± |a2 − Φ2|

2a2 , (41)

que podem ser

u2
0 = 0, (42)

u2
0 = 1 − Φ2

a2 . (43)

Contudo, é possível provar que para órbitas esféricas de
fótons devemos ter Φ2 > a2 quando η = 0. Assim, a
única solução aceitável fisicamente é u2

0 = 0, pois para
Φ2 > a2 teríamos 1 − Φ2

a2 < 0.
(iii) Para η < 0, notamos, a partir da equação (35),

que uma condição necessária para que Θ ≥ 0 é que a
seguinte relação seja verdadeira:

Φ2 + η − a2 < 0. (44)

Veremos mais adiante que esta exigência não pode ser
cumprida para órbitas esféricas de fótons.

5.2. Movimento radial

A equação (23) pode ser reescrita em termos dos parâ-
metros η e Φ como:(

ρ2c

E

)2

ṙ2 = R(r) = r4 +
(
a2 − Φ2 − η

)
r2

+ 2m
[
η + (Φ − a)2]

r − a2η.
(45)

Para determinarmos as órbitas de raio constante nessa
geometria devemos exigir que r não varie com o parâ-
metro afim λ ao longo do movimento geodésico, isto é,
ṙ = 0. Além disto, r̈ = 0. Essas condições são traduzidas
para a função R(r) da seguinte forma:

R(r) = dR(r)
dr

= 0. (46)

Isto equivale a

r4 + Ar2 + 2mCr − a2η = 0, (47)
4r3 + 2Ar + 2mC = 0, (48)

onde

A ≡
(
a2 − Φ2 − η

)
, (49)

C ≡
[
η + (Φ − a)2]

. (50)

Estas relações nos levam ao seguinte conjunto de soluções:

(i) Φ = r2 + a2

a
, η = − r4

a2 ; (51)

(ii) Φ = m(r2 − a2) − r∆
a(r − m) , (52)

η =
r3 [

4a2m − r(r − 3m)2]
a2(r − m)2 . (53)

Note que a classe (i) não satisfaz a equação (44) para
η < 0. Além disso, esta classe de soluções obedece à
relação

η + (Φ − a)2 = 0. (54)

Para esses valores de η e Φ notamos que a única forma
de a equação (31) continuar sendo compatível com a
condição Θ ≥ 0, é se Φ = a sin2 θ. Contudo, se isso
acontece, vemos que Θ = 0 ⇒ θ̇ = 0, o que implica
θ = θ0 = constante. Como isso é inconsistente com a
análise feita na subseção A, a classe (i) de soluções não
pode ser usada na descrição das trajetórias de órbitas de
raio constante.

É possível provar que as Eqs. (52) e (53) também não
são compatíveis com a condição (44), o que significa que
os valores físicos permitidos para η são tais que η ≥ 0.
Os valores de r que permitem órbitas com η ≥ 0 estão
restritos ao intervalo dado pelas raízes de

4a2m − r(r − 3m)2 = 0, (55)

a saber,

r1 ≡ 2m

{
1 + cos

[
2
3 arccos

(
− a

m

)]}
, (56)

r2 ≡ 2m

{
1 + cos

[
2
3 arccos

( a

m

)]}
. (57)

Estes são os valores das órbitas circulares diretas e retró-
gradas9, respectivamente, de fótons no plano equatorial
do espaço-tempo de Kerr.

Tendo em mente a definição clássica de momento angu-
lar, ~L = ~r × ~p, podemos entender de maneira heurística
como o arrasto de referenciais explica o fato de a órbita
direta ser mais próxima do BN do que a órbita retrógrada.
Uma vez que um fóton em movimento co-girante tem sua
velocidade aumentada devido ao maior arrasto sofrido,
para que o momento angular deste fóton em torno do
eixo de simetria mantenha-se com o mesmo valor, sua
trajetória deve estar mais próxima do horizonte de even-
tos, justamente para contrabalancear o maior momento
9Chamamos de órbitas diretas aquelas em que a partícula executa
um movimento co-girante com o BN, enquanto órbitas retrógradas
são aquelas em que o sentido de rotação da partícula é contrário
ao sentido de rotação do BN.
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linear. Seguindo este raciocínio, a órbita retrógrada é
mais afastada do BN devido ao menor momento linear
da partícula no movimento contra-girante.

Além disso, podemos computar as raízes de Φ = 0, o
que nos conduz a uma única solução fisicamente aceitá-
vel10:

r3 ≡ m

{
1 + 2

√
m2 − 1

3a2 cos
(

1
3 arccos U

)}
, (58)

onde
U ≡ m(m2 − a2)

(m2 − 1
3 a2)3/2 . (59)

Esta é a única órbita de raio constante que alcança os
pólos.

A variação dos parâmetros Φ e η calculados a partir
das Eqs. (52) e (53), em função da mudança de r, está
ilustrada na Figura 1. Para órbitas circulares diretas,
r1 ≤ r < r3, os parâmetros Φ e η podem assumir o
mesmo valor. Por sua vez, isso nunca é possível para
órbitas circulares retrógradas, r3 < r ≤ r2,

O ponto em que a função Φ assume valores negativos,
r > r3, representa a mudança de uma órbita co-girante
com o BN para uma órbita contra-girante. Os valores
para os quais η = 0 correspondem às trajetórias (56) e
(57) no plano equatorial. Salientamos que a órbita circular
retrógrada de raio constante possui valores negativos de
Φ, e que, para órbitas diretas, temos Φ > 0. Isto resulta
de que Φ está associado com o momento angular da
partícula em relação ao eixo de simetria.

Outra maneira de se perceber a presença do arrasto
de referenciais é encontrando uma relação para a vari-
ação azimutal ao longo do movimento latitudinal. Isso
foi obtido para o caso de órbitas do tipo tempo na re-
ferência [43] e para geodésicas nulas na referência [44].

Figura 1: Comportamento dos parâmetros Φ/m e η/m em
função de r/m. Adotamos a = 0.8m como valor do parâmetro de
rotação do BN. r1 e r2 são os valores do raio das órbitas luminais
direta e retrógrada, respectivamente, no plano equatorial. r3 é
o raio da órbita luminal que cruza os pólos.

10As outras duas raízes da equação cúbica para Φ = 0 não são
relevantes para o estudo de geodésicas, pois uma se encontra no
interior do horizonte de eventos e a outra permite valores negativos
de r.

Utilizando a equação (34) e definindo z ≡ u2, obtemos,
da equação (26) que:

dφ

dz
= 2mra − a2Φ

2∆Y (z) + Φ
2Y (z)(1 − z) , (60)

onde Φ é dado pela equação (52) e

Y 2(z) ≡ −z3a2 − (η + Φ2 − a2)z2 + ηz. (61)

Podemos reescrever Y (z)2 como a2z(z+ − z)(z − z−),
onde z± são as raízes de Y 2(z). A variação do ângulo
azimutal φ, ∆φ, após uma oscilação completa na latitude
é dada por [43]

∆φ = 4mra − 2a2Φ
∆

∫ z+

0

dz

Y (z) + 2Φ
∫ z+

0

dz

Y (z)(1 − z) .

(62)
A equação (62) pode ser reescrita na forma [44]

∆φ = 4√
z+ − z−

[
(2mr − acΦ)K(k)

c∆ + ΦΠ(n, k)
a(1 − z+)

]
,

(63)
onde

n ≡ z+

z+ − 1 e k2 ≡ z+

z+ − z−
, (64)

com K(n) e Π(n, k) sendo as integrais elípticas de Jacobi
do primeiro e terceiro tipo, respectivamente [45]. O fato
de haver uma variação no ângulo azimutal no decorrer do
movimento latitudinal exemplifica o arrasto dos nodos
das órbitas. Isso ocorre devido ao arrasto de referenci-
ais, efeito presente em espaços-tempos estacionários e
axissimétricos, como já comentado anteriormente.

Devido a este fenômeno de arrasto dos nodos, as ór-
bitas de raio constante com incidência fora do plano
equatorial são esféricas, e não circulares. Assim, esta
geometria caracteriza-se pela presença de uma fotosfera
ao redor do BN de Kerr. Esclarecemos, no entanto, que a
denominação esféricas resulta de as órbitas terem coorde-
nada radial de Boyer-Lindquist constante. As superfícies
r = constante, nestas coordenadas, são topologicamente
esféricas, mas, geometricamente, são esferoides (e não
esferas).

6. Resultados

Nesta seção ilustramos o comportamento de algumas
órbitas esféricas de partículas não massivas (OEF), exi-
bidas nas Figuras. 2–6. Em todas estas figuras a posição
inicial escolhida foi θ = π/2 e φ = 0. Nestas imagens,
exibimos também as órbitas circulares de fótons, direta
(r1) e retrógrada (r2), no plano equatorial.

Como podemos perceber, a órbita direta ilustrada pela
Figura 2 não alcança os polos durante seu movimento
latitudinal. Além disso, é possível notar (na visão fron-
tal) que o fóton cruza o plano equatorial com φ̇ 6= 0, o
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Figura 2: Visão a partir do plano equatorial (em cima), inclinada
(no centro) e polar (em baixo) da órbita esférica direta de uma
partícula não massiva para um BN com parâmetro de rotação
a = 0.8m. Escolhemos o raio da órbita r = 1.1r1. As linhas verde
e vermelha representam as órbitas circulares retrógrada (r2) e
direta (r1) de fótons, respectivamente, no plano equatorial.

que é justificável pela presença do efeito de arrasto de
referenciais.

Na órbita direta representada na Figura 3, que está
mais próxima de r1 [cf. equação (56)], percebemos que
o plano limite das trajetórias tende ao plano equatorial,
como esperado. Ademais, o arrasto de nodos pode ser
claramente notado na visão frontal, com o deslocamento

Figura 3: Visão a partir do plano equatorial (em cima), inclinada
(no centro) e polar (em baixo) da órbita esférica direta de uma
partícula não massiva para um BN com parâmetro de rotação
a = 0.8m. Raio da órbita r = 1.01r1. Assim como na Figura 2,
as linhas verde e vermelha representam as órbitas circulares
retrógrada (r2) e direta (r1) de fótons, respectivamente, no
plano equatorial.

azimutal da trajetória ao interceptar o plano equato-
rial. Observamos ainda que a órbita descreve uma esfera
menor do que no caso da Figura 2.

A Figura 4 ilustra o comportamento da órbita esférica
de raio r = r3 [cf. Eq (58)], que representa a única órbita
esférica a alcançar os polos do BN de Kerr. O momento
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Figura 4: Visão a partir do plano equatorial (em cima), inclinada
(no centro) e polar (em baixo) da órbita esférica de uma partícula
não massiva para um BN com parâmetro de rotação a = 0.8m.
Para esta órbita temos r = r3, o que corresponde a uma órbita
com momento angular azimutal nulo. Representamos também
as órbitas circulares retrógrada (r2) e direta (r1) de fótons no
plano equatorial, a exemplo das Figuras 2 e 3.

angular em torno do eixo de simetria é nulo para esta
órbita (Φ = 0).

A Figura 5 representa a órbita esférica direta do fóton
para um valor de raio tal que os parâmetros Φ e η sejam

Figura 5: Visão a partir do plano equatorial (em cima), inclinada
(no centro) e polar (em baixo) da órbita esférica direta de uma
partícula não massiva para um BN com parâmetro de rotação
a = 0.8m. Para esta órbita escolhemos Φ = η. Assim como nas
Figuras2, 3 e 4, as órbitas circulares fotônicas no plano equatorial
estão representadas pelas linhas verde e vermelha.

iguais. Note-se que Φ = η apenas para órbitas diretas
(Φ > 0, ver Figura 1).

A Figura 6 retrata uma órbita retrógrada de raio r =
3.75m. Note que, neste caso, o momento angular do fóton
é grande o suficiente para superar o efeito de arrasto de
referenciais, realizando o movimento contra-girante.
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Figura 6: Visão a partir do plano equatorial (em cima), inclinada
(no centro) e polar (em baixo) da órbita esférica retrógrada (com
raio r = 3.75m) de uma partícula não massiva para um BN
com parâmetro de rotação a = 0.8m. Exibimos também as
órbitas circulares retrógrada (em verde) e direta (em vermelho)
de fótons no plano equatorial, como nas Figuras 2, 3, 4 e 5.

Todos as imagens desta seção ilustram OEF para um
BN de Kerr com momento angular a = 0.8m. O aumento
do valor do parâmetro de rotação do BN resulta em órbi-
tas circulares diretas de fótons no plano equatorial mais
próximas do horizonte de eventos, enquanto que as órbi-
tas circulares retrógradas de fótons no plano equatorial

ocorrem em um valor de r mais distante do horizonte
de eventos. Exemplos de OEF para o caso de um BN de
Kerr extremo podem ser encontradas na Ref. [44].

7. Conclusão

Após uma breve revisão sobre o espaço-tempo de um
BN de Kerr, obtivemos as equações que descrevem as
geodésicas – tanto de partículas massivas quanto não
massivas – nessa geometria. Para isso, utilizamos a sepa-
rabilidade da equação de Hamilton-Jacobi e a definição
da constante de Carter. Em seguida, fizemos uma análise
dessas equações para as órbitas esféricas de fótons (OEF)
e mostramos exemplos de algumas dessas órbitas. O es-
tudo dessas órbitas é de grande importância, pois ajuda
a entender a fenomenologia do campo gravitacional de
um BN com rotação.

As órbitas fundamentais de fótons delimitam a região
em que radiação próxima ao BN pode chegar até um
observador no infinito, determinando assim a forma da
sombra do BN. Além disso, um fóton que passe pró-
ximo de um órbita fundamental pode ser espalhado com
grandes ângulos. Isto faz com que, à medida que nos
aproximamos das extremidades da sombra do buraco
negro, apareçam cópias da esfera celeste [21]. Contudo,
essas séries de imagens são altamente desmagnificadas, o
que torna difícil distinguir umas das outras [46].

Uma possível extensão deste trabalho seria calcular
a sombra do BN de Kerr, uma vez conhecidas as OEF
desse sistema. Isto ajudaria a visualizar o cenário que se
espera encontrar nas observações astronômicas de BNs.
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