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Apesar da situagdo de desvio minimo de um raio de luz que sofre refracdo em faces adjacentes de um
prisma triangular ser amplamente utilizada em situagoes experimentais e estar presente na literatura académica
e nas obras didéaticas, a demonstracdo matematica das condi¢bes de ocorréncia desse desvio minimo néo é facil-
mente encontrada, sendo comumente atribuida apenas a dados experimentais. Nesse trabalho, é conduzida uma
demonstragao matematica acessivel a estudantes de graduagdo das matérias introdutodrias de fisica e calculo,
contribuindo para cobrir essa lacuna na literatura.
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The minimum deviation of a ray of light refracted by adjacent faces of a triangular prism is widely used in
experimental situations, and is commonly present in the academic literature and in the textbooks. Although, the
mathematical proof of the conditions of occurrence of minimum deviation is not easily founded in textbooks, and
this deviation is therefore attributed to experimental data. In this work, a mathematical proof of the necessary
condition for the minimal deviation is presented. We believe this proof is accessible to undergraduate students
of introductory physics and calculus courses, therefore helping to fill this literature gap.
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1. Introducao

Ao sofrer refracao nas faces adjacentes de um prisma de
base triangular, a luz sofre um desvio na sua trajetéria.
As obras didéticas, tanto de Ensino Médio [1-4] quanto
de ensino de fisica na graduagao [5-6], apGs apresenta-
rem as equagoes que descrevem esse desvio, costumam
citar a situacao de desvio minimo como um caso parti-
cular. O desvio minimo é particularmente importante
para o entendimento da dispersao luminosa em prismas,
a qual ocorre justamente quando o angulo de desvio é o
menor possivel. Tal desvio ocorre quando o angulo de
incidéncia i e o angulo de refracao na segunda face ¢’
sdo iguais (Fig. 1).

Qualitativamente, podemos conceber um gréfico de
dados empiricos representando a variacao do desvio
com o angulo de incidéncia. Na Fig. 2, o comporta-
mento qualitativo do desvio D é mostrado em funcao do
angulo de incidéncia i(os valores numéricos dependem
do angulo de abertura A de cada prisma). A andlise
do ponto de inflexdo do grafico permite estabelecer as
conclusoes sobre o dngulo de desvio minimo.
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Figura 1 - Representagdo esquemdtica do desvio angular (D) em
um prisma.

Durante uma apresentacao desse tema em uma sala
de Ensino Médio, fomos questionados por um estudante
sobre uma prova matemética dessa igualdade, e nao fo-
mos capazes de fornecer uma resposta imediatamente.
Assim, rumamos para o trabalho de pesquisa para for-
necermos a resposta ao aluno. Percebemos, entretanto,
que o tratamento matematicamente formal dessa si-
tuagao é raramente fornecido — particularmente, nas
obras didaticas voltadas para o Ensino Médio consul-
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tadas para esse trabalho, ele é inexistente. A Ref. [1],
por exemplo, afirma que “experimentalmente, verifica-
se que o desvio de um raio de luz, ao atravessar um
prisma, tem um valor minimo quando o angulo de in-
cidéncia é igual ao angulo de emergéncia, isto é,7 =1"".
Alegacao semelhante a essa é apresentada na Ref. [2],
com os termos: “verifica-se que o desvio da luz, ao
atravessar o prisma, tem valor minimo (d) quando o
angulo de incidéncia é igual ao dngulo de emergéncia”.
As obras [3-4], também revisadas, nem mesmo chegam
a citar a situacao de desvio minimo em seus textos.

D
A

— > 1

Figura 2 - Gréfico do desvio minimo (D) em fungdo do 4ngulo de
incidéncia (z).

J4 a Ref. [5], tradicionalmente utilizada nos cursos
introdutorios de fisica na graduagao, cita a situacao do
desvio minimo apenas em um dos problemas sugeridos
(cdlculo do indice de refragdo do prisma a partir do
angulo minimo). Contudo, ndo é requerida no exercicio
a demonstracao da igualdade dos angulos de incidéncia
e emergéncia do prisma, pois ela ja é apresentada como
necessaria e suficiente para que o desvio minimo ocorra.
Um exemplo didético (exercicio resolvido) que também
adota a situacao do desvio minimo como conhecida de
antemao estd na Ref. [6], igualmente um livro didético
para o ensino superior, o qual afirma (tradugdo nossa):
“embora nao seja provado aqui, o dngulo minimo de
desvio para um prisma ocorre quando o angulo de in-
cidéncia em uma face é igual ao raio refratado na outra
face (...) os detalhes dessa prova podem ser encontrados
em livros-texto de 6ptica”.

Pois até mesmo nas obras dedicadas exclusivamente
a Optica essa prova é dificil de ser encontrada. Um
tradicional livro [7] da drea afirma a necessidade de
proximidade com o desvio minimo para que fenémenos
como o arco-iris ou os halos atmosféricos ocorram, mas
também nao apresenta uma demonstragao rigorosa para
o fenémeno. Encontramos uma dedugdao matemética
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apenas em uma publicacao dedicada estritamente a for-
malizagao matematica da éptica [8], mas o alto grau de
complexidade nos pareceu inadequado a uma aborda-
gem do tema até mesmo para estudantes de graduacao
em fisica, tornando-a absolutamente invidvel para um
aluno de Ensino Médio.

Tentamos entao a literatura académica dedicada ao
ensino de fisica, em um novo esforgo de revisao, e nova-
mente nos deparamos com a situagao do desvio minimo
sendo apresentada como um resultado ja estabelecido.
Entretanto, esse desvio é apresentado nesses artigos
como fundamental para o estudo de diversas situacoes
praticas, como a construgao de espectrometros simples
[9], da dispersdo da luz em cristais de neve [10] ou do
estudo de halos atmosféricos [11].

Pelo exposto, acreditamos que um tratamento ma-
tematico rigoroso pode vir a contribuir no estudo do
tema, pois a lacuna na literatura didatica ou académica
recente é comprovada. Ademais, a nosso ver, alguns
dos textos [1-2] apresentam razoes inadequadas para
a ocorréncia do desvio minimo (no caso, o fato dele
ser detectavel apenas através de um tratamento ex-
perimental, sendo perfeitamente possivel a sua deter-
minagao através de tratamento geométrico e algébrico).
A principio, a dedugao das condigoes de ocorréncia do
desvio minimo nao pode ser feita sem a utilizacao do
célculo diferencial, o que tornaria a resposta ao nosso
estudante de Ensino Médio invidvel, mas acreditamos
que a deducao apresentada a seguir se adequard ao
contetido estudado nos cursos introdutérios de fisica e
calculo na graduagao. Oferecemos depois uma deducao
simplificada, fazendo a consideragao apontada pela Ref.
[7] de que pequenas variagoes de dngulos de incidéncia
na situagao préxima a de ocorréncia do desvio minimo
nao produzem alteracoes nesse angulo. Com base nessa
hipotese, fizemos a aproximacao de angulos pequenos
para essas variagoes e deduzimos as mesmas condigoes
de forma simplificada, com nivel matematico mais ade-
quado ao Ensino Médio.

2. Argumentacao tedérica e demons-
tracao algébrica

Geralmente apresentado nas aulas introdutoérias de
Optica como uma curiosidade, o principio da reversi-
bilidade dos raios de luz nos fornece a base conceitual
para entendermos a necessidade da igualdade entre os
angulos 7 e ¢’ para a ocorréncia do desvio minimo. Esse
principio estabelece que “se a trajetéria dos fétons (e
portanto, da luz) for percorrida num certo sentido, o
sentido oposto é também possivel” [12]. No fundo, essa
afirmacao é um corolario do principio de Fermat, fun-
damental na éptica geométrica, o qual “estabelece que
a luz se propaga entre dois pontos no menor tempo
possivel, no caso em que ela nao sofre reflexdes” [13].
Se um raio de luz obedeceu ao principio de Fermat ao
percorrer uma trajetoria entre dois pontos A e B, o ca-
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minho de retorno deverd ser o mesmo para que o tempo
minimo continue sendo observado.

A Ref. [14] nos oferece a explicagdo completa do
porqué da existéncia dessa obrigacao de igualdade en-
tre os angulos de incidéncia e emergéncia, baseada no
principio da reversibilidade. Reproduzimos a argu-
mentagao do autor a seguir, em tradugao nossa:

Estamos interessados aqui na variagao do
desvio D quando o angulo de incidéncia i
variar, no intervalo em que existe um raio
emergente. Inicialmente, podemos notar
que, devido a reversibilidade do percurso de
um raio de luz, se um raio com um angulo
de incidéncia i emerge com um angulo i’,
um raio com angulo de incidéncia ¢" produ-
zird um raio emergindo do prisma com um
angulo i. Se i # i/, significa que existem
dois diferentes angulos de incidéncia que ge-
ram o mesmo valor para o desvio D. En-
tre estes dois valores para o angulo de in-
cidéncia, a variacao de D ¢é continua, de
modo que esse desvio vai passar necessari-
amente um por extremo minimo (...), que
apenas pode ocorrer quando os angulos in-
cidente e emergente sao idénticos. [14]

A consideracao l6gica apresentada, entretanto, pode
nao ser suficiente para um tratamento mais rigoroso.
Logo, a deducao algébrica continua relevante, e é apre-
sentada a seguir.

Na Fig. 1, estao representados os angulos envolvi-
dos, a seguir: ¢ (angulo de incidéncia na face de en-
trada), r (dngulo de refracdo na face de entrada, r’
(angulo de incidéncia na face de saida), ¢’ (dngulo de
refracdo na face de saida), A (dngulo de abertura do
prisma) e D (angulo de desvio entre os prolongamentos
do raio incidente na primeira face e do raio refratado
na segunda). Por geometria simples, demonstra-se que

r+r = A, (1)
D=i+i— A 2)

Considerando que o indice de refracao relativo do
prisma em relagdo ao meio crcundante seja igual a n
(onde n > 1), a lei de Snell fornece

seni=mnsenr = i=sen '(nsenr), (3)

sen i’ =n.senr = i’ =sen ~!(n.senr’)

= ' =sen ~![n.sen (A —7)]. (4)

Substituindo as Eqgs. (3) e (4) na Eq. (2), temos

D =sen ! (n.sen r) +sen ~![n.sen (A—r)]—A. (5)
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Nesse ponto, é necessario um pouco de célculo dife-
rencial: derivando-se a fun¢do D(r) acima e igualando
seu valor a zero, podemos determinar o valor do angulo
r para o qual o desvio D é minimo. A derivagao en-
volve a regra da cadeia, elaborada por Leibniz, uma
das ferramentas mais tteis no calculo diferencial. Apds
a derivagao, teremos como resultado

n.CcosT n.cos (A —r)

\/1 — (n.sen 1) B \/1 — (n.sen (A —7)?

Reescrevendo a funcao acima, temos

dr

dD
= =0.

n.CcosT n.cos (A —r)

\/W B \/1— [n.sen (A—r)]g.

E evidente que a igualdade na Eq. (5) s6 serd ob-
servada se

(7)

A
r:A—r:>7°:§. (8)
Logo, comparando-se esse resultado com a Eq. (1),
temos obrigatoriamente:

= i=14 =sen ! <n.sen 1;) )]

Percebe-se da Eq. (9) que a condigao de desvio
minimo é realmente a igualdade dos angulos de in-
cidéncia e emergéncia do prisma, como demonstrado
experimentalmente.

3. Demonstracao simplificada

Embora a argumentacao desenvolvida no item 2 seja
suficiente para demonstrar as condigbes geométricas
para o desvio minimo, sua apresentagao é impraticavel
no Ensino Médio. Assim, apresentamos a seguir uma
demonstracao simplificada, que embora envolva trans-
formagoes trigonométricas, é possivel de ser oferecida
nesse nivel de ensino.

A Ref. [7] nos informa que, experimentalmente,
percebe-se que pequenas variagoes do angulo ¢ pratica-
mente ndo alteram o desvio D. Assim, podemos afirmar
que um incremento x no angulo ¢ deve produzir uma al-
teragao de valor —z no angulo ¢/, para que a condicao
de desvio minimo seja mantida. O mesmo ocorre para
os angulos 7 e r’, cuja variacao deve ser y e —y, respec-
tivamente, a fim de que o angulo de abertura do prisma
continue o mesmo.

Como essas alteragoes nos angulos provocam incre-
mentos de mesma ordem (aproximadamente) em seus
senos, podemos considerar que o seno do angulo z tende
para o valor x, enquanto o seu cosseno tende para o va-
lor 1. Assim, podemos escrever
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sen (i + x) = sen i.cosx + sen x.cosi =
sen ¢ + x.cost, (10)
sen (i’ — ) =sen ¢’.cosz —sen x.cosi’ =
sen i — x.cos i/, (11)
sen (r +y) =sen r.cosy + sen y.cosr =
sen r + y.cosr, (12)
sen (r' —y) =sen r’.cosy — sen y.cosr’ =

sen r’ — y.cosr’. (13)
Aplicando a lei de Snell, encontramos

sen (i +x) =n.sen (r +z) =
Sen ¢ + .cosi = n.sen T + ny. cosr, (14)
sen (i’ —z) = n.sen (r' —y) =

sen i’ —x.cosi’ =n.sen v’ —ny.cosr’.  (15)

Comparando os termos presentes nas Egs. (14) e
(15) com aqueles existentes nas Eqgs. (3) e (4), escreve-
mos

2.C0S8% = MY.COST, (16)

x.cosi’ = ny.cosr’. (17)

A simetria das Eqgs. (16) e (17) permite verificar que
a condicao de desvio minimo, conjecturada no inicio da
demonstracao, serd garantida quando i = ¢’ e r = r’.

4. Conclusoes

Como apresentado no presente trabalho, a demons-
tragao matematica das condigOes necessarias para que
0 desvio minimo de um prisma se verifique pode ser
formulada como um problema de célculo relativamente
simples, perfeitamente acessivel aos estudantes de gra-
duacao, por envolver ferramentas matemdticas geral-
mente apresentadas nas matérias introdutérias nos cur-
sos de graduagao em ciéncias exatas. Fazendo-se al-
gumas consideragoes, em especial aquela baseada em
dados experimentais, onde se considera que peque-
nas variagoes de angulos de incidéncia nao produzem
alteracoes no desvio minimo, deduzimos as mesmas
condigoes. E evidente, entretanto, que para alunos
de Ensino Médio mesmo esse tratamento simplificado
possa ser inadequado, e portanto acreditamos ser pre-
ferivel que nesse nivel de ensino a abordagem seja mera-
mente fenomenoldgica, talvez com uma demonstracao
experimental do mesmo, ou mesmo a argumentagao
légica, apresentada.

Entretanto, no caso da formacao de professores de
fisica, acreditamos que o tratamento matematico de

Ribeiro

uma situacao concreta e facilmente demonstravel ex-
perimentalmente (basta o uso de uma fonte de luz
e um prisma para tal) pode contribuir para o aper-
feicoamento do arcabougo tedérico dos futuros professo-
res, mesmo que esse arsenal tenha que passar por uma
transposicao didatica adequada ao nivel matematico do
Ensino Médio. Essa transposi¢ao nao foi apresentada
nesse trabalho, fato que pode servir como fundamento
para desenvolvimentos posteriores por parte dos leito-
res desse artigo.
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