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A influéncia da resisténcia do ar sobre um corpo deslocando-se sobre um cabo inclinado foi estudada
por uma abordagem integrada englobando modelagem, solucdo analitica de equagdes diferenciais ordindrias,
experimentacdo e estimativa de erros para os dados experimentais. O sistema utilizado permite realizar o
experimento com trés configuragbes diferentes para o corpo que se desloca, uma sem revestimento, com baixa
area de segdo transversal em relacdo a direcdo de deslocamento, e duas com revestimento, com elevada area de
secdo transversal, permitindo evidenciar experimentalmente ndo apenas a dependéncia da forca resistiva com esta
area, mas também com o formato do corpo. Como resultado dos procedimentos adotados, foi possivel determinar
propriedades como coeficiente de atrito, coeficiente de resisténcia do ar por unidade de massa e velocidade limite.
O experimento proposto envolve materiais de baixo custo e pode servir, com as devidas adaptagdes, como uma
atividade de ensino médio.

Palavras chave: Resisténcia do ar, modelos néo lineares, abordagem integrada entre modelagem e experimen-
tacdo, técnicas estatisticas e numéricas.

The influence of the air resistance over a body moving over a slant cable was studied using an integrated
approach, including modelling, analytical solutions to ordinary differential equations, experimental practice
and the estimation of error margins for the experimental data. The proposed setup allows for three different
configurations for the moving body, one without coating, with a small transverse section area, and two with
coating, with higher transverse section area, and this allows us to experimentally demonstrate not only the
dependence of air resistance with the transverse area, but also with the format of the moving body. As a result of
our methods, we were able to determine properties such as friction coefficient, air resistance coefficient per mass
unit and limiting speed. The proposed experiment involves only low cost materials and can be adapted to be used
as an activity in college education.

Keywords: Air resistance, non-linear models, integrated modelling and experimentation approach, statistical

and numerical techniques.

1. Introducao

1.1. Motivacao e histérico

A literatura tem apontado que o uso de abordagens
baseadas na integracdo entre teoria e experimento no
ensino em Fisica [IH3] e que incentivem uma pos-
tura ativa dos estudantes ao longo da construcao de
seu conhecimento [2H5] favorecem o desenvolvimento
de capacidades de generalizagdo [I], reflexdo [II, B] e
autonomia [I], 2]. Em tais abordagens, procura-se fazer
com que conceitos, fendmenos, formalismo matematico e
pratica (laboratorial e computacional) sejam estudados
conjuntamente [I].

Nesse trabalho, apresentamos um experimento, bem
como sua modelagem e andlise experimental, realizado
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na disciplina Fendémenos Mecanicos da Universidade
Federal do ABC (UFABC), durante o primeiro quadri-
mestre letivo do ano de 2021. Devido a pandemia da
COVID-19, a universidade operava desde 2020 em for-
mato de ensino remoto, o que trouxe o desafio de adaptar
a pratica laboratorial das disciplinas de fisica bésica
a esse formato. A disciplina de Fendmenos Mecéanicos
(conhecida abreviadamente como FEMEC) faz parte do
curso interdisciplinar Bacharelado em Ciéncia e Tecnolo-
gia (BCT) [6], e corresponde essencialmente & disciplina
de Fisica I na maioria das universidades publicas, ou
seja, mecénica classica estudada em profundidade simi-
lar & de livros de cole¢des como as de Halliday, D. e Res-
nick, R. [7], Serway, R. D. e Jewett Jr., J. W. [§], Tipler,
P. A. e Mosca, G. [9], entre outros. O curso de FEMEC
inclui atividades praticas que tipicamente consistem na
realizacdo de quatro experimentos em laboratério ao


www.scielo.br/rbef
https://orcid.org/0000-0002-0242-9658
https://orcid.org/0000-0002-2327-5782
emailto:abreu.leandro@aluno.ufabc.edu.br

€20220112-2

longo do quadrimestre. Durante o regime de ensino
remoto, essas atividades foram substituidas por expe-
rimentos simples realizados na casa dos estudantes. A
ultima atividade de laboratério consistiu na proposta,
pelos alunos, de um experimento envolvendo conceitos
da mecanica, com materiais simples. Este artigo relata
um dos experimentos realizados nesse contexto.

Trata-se de um experimento que pode ser realizado
com materiais de facil acesso, integrando aspectos teéri-
cos, experimentais e técnicos, e permitindo a discussao
de conceitos da Mecanica e da Aerodindmica. Mais
especificamente, o experimento engloba a modelagem,
a solucao tedrica e a experimentacdo de um problema
envolvendo a resisténcia do ar [I0]. O problema da
resisténcia do ar é de grande importancia tecnoldgica
em diversas dreas, como a produgdo de energia [I1], o
transporte [I2HI4], a estabilidade de estruturas [I5] e os
efeitos de turbuléncia sobre asas [16]. Uma compreenséo
mais profunda sobre esse problema pelo leitor pode
ser alcangada através de trabalhos teéricos [I7H23] e
experimentais [24H26] disponiveis na literatura.

Um aspecto do problema de resisténcia do ar que
pode ser explorado dentro da nossa proposta, e que é
pouco destacado em artigos sobre o assunto encontrados
na literatura [I7H20], é a dependéncia da forga resistiva
com o formato do objeto (relacionada ao seu coeficiente
de arrasto). Esta dependéncia é explicitada pelo fato
de que, em nosso experimento, observa-se claramente a
diferenca na forga resistiva para dois objetos de mesma
area de secdo transversal, mas com formatos diferentes.

Destacamos que o experimento apresentado pode ser
adaptado, simplificando-se as etapas de modelagem e
solucdo numérica, e concentrando-se nos aspectos expe-
rimentais, por exemplo. Desta forma, o presente trabalho
pode também ser utilizado por docentes de Ensino Médio
para introduzir o assunto a seus alunos, permitindo
a discussdo de conceitos como aplicacbes de leis de
Newton, atrito estatico e dindmico, e resisténcia do ar.

1.2. O problema da resisténcia do ar

O ar, como qualquer fluido, interage, em diferentes
intensidades, com tudo o que se move imerso nele. Isso
provoca uma forga resistiva ao movimento de qualquer
objeto no ar. Essa forga resistiva (Fg) é dependente
da velocidade () com a qual o objeto se desloca
em relacio & atmosfera (ou a qualquer outro fluido
homogéneo) e possui a mesma direc¢do e o sentido oposto
ao do movimento. Empiricamente, a intensidade da forga
resistiva (Fr) pode ser considerada como uma fungao
definida em série de poténcias de v, isto é,

Fr=pBv+ >+, (1)

com os coeficientes (3, A, -+ ) determinados experimen-
talmente. A baixas velocidades, o termo linear é sufici-
ente para representar o fenémeno, e § serd chamado de
coeficiente de resisténcia do ar. Quando termos quadrati-
cos ou de ordem superior sdo necessarios para modelar o

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 44, €20220112, 2022

Estudo introdutdrio sobre resisténcia do ar

problema, a equacao de movimento se torna nao linear e
sdo nessas situacoes em que o efeito de turbuléncia [10]
pode ocorrer. Os coeficientes que determinam Fg sdo
especificos para cada objeto, dependem do seu formato
e determinam a sua eficiéncia aerodindmica.

1.3. Modelagem

O experimento proposto teve por objetivo a determina-
¢ao do coeficiente de resisténcia do ar por unidade de
massa (o = /m) de um conjunto, que serd chamado
de “carro”, formado por uma polia presa a um suporte,
através do estudo de seu movimento sobre um cabo
inclinado (Figura . O suporte possuia areas vazadas
que podiam ser revestidas com papel, permitindo que o
carro assumisse trés configuracoes diferentes: uma sem
revestimento (caso em que a resisténcia do ar pode ser
desprezada), uma com um revestimento plano e outra
com um revestimento em forma angulada (ambas com
elevada drea superficial). Como a atmosfera em que
se trabalhou apresentava um comportamento inercial
(atmosfera de um cémodo fechado, sem vento), o carro
era relativamente rigido e simétrico em relacao a direcao
do movimento relativo, e sua velocidade era suficiente-
mente pequena, o modelo linear para Fr apresentou-se
satisfatério para o estudo.

Aplicando-se a 2* lei de Newton [I0] aos sistemas
propostos, obtém-se as equac¢des de movimento

d Psinf — F,
d—:=2p:g(sin9—u0059):%, (2)
para a configuracdo sem revestimento, e
dv Psind — F, — Fgr
=92 —ov = , 3
2w - 3)

para a configuracdo com revestimento. Aqui e no que se
segue, m é a massa do carro, ¢t o tempo de deslocamento,
f o angulo de inclinacdo do cabo em relagdo ao chao,
P = mg o mdédulo forca peso atuante sobre o carro
(com g sendo o mddulo da aceleragdo da gravidade),
F, = pmgcos® o mbédulo da forga de atrito resultante
(que inclui o atrito interno da polia e o atrito entre o
rolamento da polia e o cabo), e u o coeficiente de atrito
associado a F,. Finalmente, p é definido como

p= %g(sin@—,ucosG). (4)

Ressalta-se que o empuxo exercido pelo ar sobre o
carro foi desconsiderado, pois o seu efeito era desprezivel
para os sistemas estudados, ja que a densidade do carro
era muito maior que a densidade do ar.

1.4. Solugao das equagoes de movimento

As equacgoes e sao Equagbes Diferenciais
Ordindrias (EDO’s) de primeira ordem e podem ser
solucionadas por integragdo direta [27]. Considerando-
se o repouso como condi¢ao inicial, obtém-se as solugoes

v(t) = 2pt, (5)
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o(t) = % (1—e ), (6)

para os casos sem e com revestimento, respectivamente.
Finalmente, por integragdo de v(t), obtém-se as fungoes
hordarias x(t) para a posi¢do do carro sobre o cabo,

x(t) = o + pt?, (7)

2
2(t) = zo + 072 (e™ -1+ 1), (8)

novamente, nas configuragoes sem e com revestimento,
sendo g a posicao inicial do carro sobre o cabo. O deslo-
camento do carro é representado por Az(t) = z(t) — xo.

1.5. Tratamento estatistico e numérico dos dados
experimentais

Os pardametros zp, p e a podem ser determina-
dos utilizando-se o Método dos Minimos Quadrados
(MMQ) [28, 29] aplicado aos conjuntos formados por
N medidas de posicio (X = {z|ke{l,2,...,N}}) e
de tempo (T = {tx | ke{1,2,..., N}}) obtidas para cada
configuracdo do carro estudada, e dos modelos dados
pelas equagoes @ e . O parametro p é comum as
trés configuracoes, o pardmetro xgy apresenta um valor
especifico para cada par de conjuntos X e T medidos
(ou seja, para cada configuragdo do carro, conforme
serd descrito na secao , e o pardmetro « apresenta
um valor especifico para cada formato de revestimento
aplicado ao suporte do carro.

Assim, a determinacao dos parametros deve ser ini-
ciada pela configuracdo sem revestimento, através dos
conjuntos X e T2 = {7 | ke{1,2,..., N}} medidos, que
permitem a linearizagdo do modelo dado pela equacao
@ e a determinagdo analitica dos parametros p e zg e
suas incertezas (Ap e Axg respectivamente), através de
expressoes matematicas determinadas pelo MMQ para
modelos lineares com dois parametros [28] 29].

Em seguida, deve ser feita a determinagao dos para-
metros para as configuragoes revestidas, determinando-
se independentemente os pares de pardmetros zg e «
referentes a cada configuracdo, observando que o valor
de p ja foi determinado. Porém, o modelo dado pela
equacao ¢ nao linear e nao linearizavel em relagao
ao parametro a, ndo podendo, por isso, ser determinado
analiticamente. Esta situagdo é muito comum em pro-
blemas fisicos reais e pode ser contornada através do
uso de métodos numéricos de célculo. Para o problema
em questdo, o método Newton-Raphson [30] é uma
alternativa eficaz para a determinacao de «. Por fim,
o parametro xy pode ser determinado analiticamente
(dada a linearidade do modelo em relagdo a ele) e
em fungdo de a. O método MMQ minimiza o erro
quadrético médio [28,29] do modelo (¢2) em relagio aos

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2022-0112

€20220112-3

conjuntos de dados experimentais. Para os casos em que
a configuragdo do carro contém revestimento, €2 é dado
por

er = lon —a(ty)’

k=1
N 9 2

:Z [xk — g — a—'z (e_u‘t’“ -1+ atk) , (9)
k=1

em que t; é o tempo de deslocamento do carro entre a
posicao de langamento (x¢) e a k-ésima posigao final (ou
de parada) (xy) do carro, com k = 1,2,..., N e N sendo
o numero de diferentes posi¢des de langamento do carro
utilizadas no experimento.

2
67‘

Tomando-se %a = 0, obtém-se

8572" al 2p —at
6a:2z mk—xo(a)—g(e k—1+atk)

k=1

{Zﬁ [(2+ aty) e ™ — 2+ aty] } =0,
(10)

através da qual o valor 6timo do pardmetro o pode ser
obtido pela aplicagdo do método Newton-Raphson [30].

De forma simplificada, o método Newton-Raphson [30]
calcula uma solugao aproximada (y,) para uma equacio
da forma f(y) = 0, através de um processo iterativo,
e com um erro relativo a solugdo exata (e¢ng) menor
que a exatidao desejada (), sendo necessaria uma apro-
ximacao inicial da solugdo (yp). Vale ressaltar que, em
geral, o valor de yq precisa ser suficientemente proximo
do valor exato da solugdo para que seja garantida a
convergéncia da solu¢do numérica. Uma maneira eficaz
para se escolher um valor adequado de yo é através
da observagdo do grafico de f(y) em torno da solugéo.
A iteracdo utilizada para aproximar as solucoes de
f(y) =0 ¢é dada por [30]

f(Yn—1)
I (Yn-1) .

Para aplicar o MMQ [28] 29] em relacdo ao pardmetro

(11)

Yn = Yn—1 +

9e2
xg, toma-se 5—= = 0, obtendo-se
Oxo
2 N
— —aty
zo = (x) — o? 2 (e — 1+ oty) , (12)

que é analitica para o pardmetro «, sendo (z) o valor
médio do conjunto X.

As incertezas Aa e Axg podem ser estimadas a partir
de uma aproximacao linear do modelo e assintética para
a distribuicdo estatistica dos valores experimentais [31]
do conjunto de posi¢gdes X, determinadas por

Aa = (o3er)” (13)

N [((3)) - (3]
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(o2 ((52)")
Axg = 5 270 (14)
N R
sendo
(ﬁ“f—N12i?m—an, (15)
ox N oz k
<a>211v,; a(;)’ (16)

() )-rn (). w
D ()

com —# calculada no valor de « obtido pela solugao
numérica da equagao . As equacoes e
sdo andlogas as utilizadas no calculo das incertezas
Ap e Axg, respectivamente, para a configuragdo sem
revestimento (modelo linear com 2 pardmetros |28, 29]).
As expressoes referentes a Ap e Axg sdo obtidas a partir

das substitui¢ées dos termos (02%")%, (5%) e ((22)2) por

N N
(039 E)? = s S o — (8], (%) = £ 0, 12
e <t4> = %21?;1 ti, respectivamente, nas equagoes

(13) e (T4).

2. Metodologia e Coleta de Dados

O experimento proposto consistiu no deslocamento de
um carro apoiado sobre um cabo inclinado de um angulo
0 e tensionado entre duas paredes, cujos pontos de
fixagdo encontravam-se um a uma altura superior hg e
outro a uma altura inferior h; em relacdo ao solo. A
projegdo do comprimento do cabo em relagéo ao solo (d)
foi considerada como sendo a distancia entre as paredes,
descontados os comprimentos dos ganchos de fixagao. O
carro foi langado, a partir do repouso, de um conjunto
de diferentes posicoes localizadas ao longo do cabo,
tendo como ponto final de deslocamento uma posicao
comum delimitada por um né (que chamaremos “né
de parada”). Foram medidos os deslocamentos espaciais
(com uma trena) e o tempo de deslocamento (com um
cronoémetro digital) para cada langamento do carro. Trés
configuracoes do carro foram utilizadas para que o efeito
da resisténcia do ar sobre o movimento pudesse ser
avaliado, uma com baixa area superficial transversal
ao movimento (sem revestimento) e outras duas com
elevada drea superficial transversal ao movimento (com
revestimentos plano e angulado). A Figura [1] traz uma
representacao esquematica para a montagem experimen-
tal referente ao langamento do carro sobre o cabo.
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Gancho de fixagao
«

Carro

N6 de parada
(posicéo final)

l

d Gancho de fixagdo /

gao de langamento
posigao inicial)

hs

h|

Figura 1: Montagem experimental com o carro sobre o cabo
e as representacdes das grandezas ¢, h; e hs e d, do sis-
tema de coordenadas adotado e das forcas atuantes sobre
o carro (fora de escala). As alturas e distancias mensuradas
foram h;y = (1,20040,002)m, hs = (2,463 £0,002)m
e d = (3,6763£0,0009)m, e o angulo calculado foi 6 =
(18,96 +0,02) °. As incertezas referentes as grandezas h; e
hs foram calculadas pela equacdo e as incertas para
as grandezas d e 0 foram determinadas por propagacdo de
erros [28].

2.1. Construgao do carro

O carro foi construido utilizando-se apenas materiais
caseiros e de baixo custo: palitos para churrasco, linha
para croché, uma polia para varal, um cadeado pequeno,
cola adesiva instantanea e fita adesiva. Os palitos para
churrasco foram unidos por amarragoes feitas com li-
nha para croché, reforgadas com gotas da cola adesiva
instantanea, formando assim o suporte, que possuia
areas vazadas e que podiam ser revestidas por papel
sulfite em duas configuracoes diferentes: planas (um
par de folhas, sendo que cada folha serd representada
por Ap na Figura , com uma area retangular com
dimensoes aproximadas de (0,297 m) x (0,210 m) cada;
e anguladas (dois pares de folhas, sendo que cada folha
serd representada por A4 na Figura , com uma area
retangular com dimensoes aproximadas de (0,210 m) x
(0,210 m) cada, sendo que entre as dreas formadoras
de um par havia um angulo de aproximadamente 90°. O
suporte foi amarrado & polia com a linha para croché, de
forma que, quando o carro fosse colocado sobre a corda
para varal (que funcionou como o cabo pelo qual o carro
se movimentou), suas faces vazadas planas ficassem em
posicao aproximadamente perpendicular ao movimento
do carro. O cadeado pequeno foi amarrado ao suporte em
sua parte inferior, para que o centro de massa do carro se
localizasse a uma altura abaixo do seu ponto de contato
com o cabo, estabilizando o seu movimento. As Figuras
e [B] mostram imagens esquemadticas e fotografias do
suporte e do carro.

Foi utilizado um par de pedagos de papel sulfite como
revestimento das areas vazadas do suporte em cada
configuracao revestida estudada. Cada pedaco era apro-
ximadamente retangular e os comprimentos dos lados
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(c)
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f [
| = Rolamento / =
da polia || /-/
11

1)
» = ]Onﬁao para\ S
assagem do ¢ bo Ny

(b)

Revestimento angulado
(partes superiores)

Revestimento angulado
(partes inferiores)

(d)

Figura 2: Diagramas esquematicos do carro utilizado no experimento. Em (a), o carro é representado sem revestimento, destacando-

se a estrutura do suporte, e a fixacdo da polia e do cadeado ao suporte. Em (b) o carro é
a regido através da qual ele se apoiava sobre o cabo. Em (c) e (d), o carro é

é representado de frente, destacando-se
é representado destacando-se o tipo de revestimento

utilizado, plano e angulado, respectivamente. Em (d), também ressalta-se a angulacdo de aproximadamente 90° entre as regides

revestidas e anguladas entre si.

foram medidos utilizando-se uma trena. A partir deles,
a drea do revestimento (S) pdde ser estimada para cada
configuracdo, com a incerteza calculada por propagagao
de erros [28]. Os valores obtidos foram Sp = (0,1252 +
0,0004)m? (revestimento plano) e S, = (0,1715 &
0,0004)m? (revestimento angulado). Vale relembrar que,
pela construcao do carro, a area Sp mantinha-se sempre
perpendicular ao cabo, correspondendo assim & area de
secao transversal do carro.

No restante do texto, sempre que os subscritos P e
A forem utilizados, estarao referindo-se as configuracoes
do carro com revestimento plano e angulado, respectiva-
mente, e o subscrito S representard a configuragdo sem
revestimento.

2.2. Montagem experimental do sistema
carro-cabo

O sistema utilizado no experimento estd esquematizado
na Figura[I] O cabo, preso por ganchos de sustentagio a
duas paredes, foi estendido com a maior tensao possivel
para evitar que cedesse e para minimizar o efeito de
vibragdo durante o movimento do carro. Préximo a
extremidade de fixacao inferior do cabo, foi feito um no,
que serviu como ponto de parada para o carro (comum
a todos os langamentos realizados), cuja posicao foi
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marcada com uma caneta, para que a reprodutibilidade
da posicao de parada fosse garantida para todos os lan-
¢amentos e para auxiliar na medi¢ao dos deslocamentos
do carro.

O angulo de inclinagdo 6, entre o cabo e o chao,
foi determinado por trigonometria, a partir das alturas
entre os pontos de fixagdo do cabo e o chéo (altura menor
hr e altura maior hg), e da projecio do comprimento
do cabo em relacdo ao chdo (d). Essas medidas de
comprimento foram tomadas com uma trena cuja menor
graduacao era de 0,001 m. Para levar em conta as
dimensoes finitas dos ganchos de fixacao, as medidas
de h; e hg foram consideradas, individualmente, como
sendo a média das medidas do chao até a parte inferior
do respectivo gancho, e do chao até a parte superior do
respectivo gancho. Para medir d, foi tomada a medida
da distancia entre as paredes (a partir do chdo) e foram
descontados os comprimentos dos ganchos de fixagdo. Os
valores obtidos constam na legenda da Figura [T}

2.3. Lancamentos do carro e medicao dos
deslocamentos (AX) e de seus tempos (T)

Para garantir que nao houve deslizamento da polia sobre
o cabo nos langamentos realizados e que o movimento do
carro deu-se exclusivamente através do giro do rolamento
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(c)

(d)

Figura 3: Fotografias do carro. Em (a), (b) e (c), sdo reproduzidos sobre o cabo o carro sem revestimento, com revestimento plano
e com revestimento angulado, respectivamente. Em (d), é reproduzido o suporte, em uma viso lateral.

da polia, foi feito um teste preliminar soltando-se o
carro sobre o cabo com o rolamento da polia travado.
Verificou-se que o carro ndo se movimentou sobre o cabo
inclinado nesta situacdo, indicando que o dngulo 6 era
menor que o angulo limite para o qual a intensidade da
componente da forca peso na direcdo do cabo superaria
a intensidade da forca de atrito estatico maxima que
poderia existir entre o rolamento da polia e o cabo.
Para a realizacdo da tomada das medidas, o carro foi
lancado a partir de um conjunto de nove posicoes iniciais
diferentes ao longo do cabo (X° = {2¥ | ke {1,2,...,9}})
e que foram consideradas como a origem do referencial
adotado para cada lancamento, i.e. x% = 0. Previa-
mente a realizacdo dos langamentos, as posi¢oes iniciais
foram marcadas no cabo com uma caneta, permitindo
reproduzir com precisdo a posicdo inicial de todos os
langamentos realizados a partir de uma mesma marca e
auxiliando na medig¢ao dos deslocamentos do carro. Essas
marcas foram distribuidas de forma aproximadamente
uniforme ao longo do cabo, entre 0,15 m e 3,40 m de
distancia (na dire¢do do cabo) em relagdo ao né de
parada. Em contrapartida, a posicdo do n6 de parada
representou as posicoes finais para todos os langamentos,
que podem ser representadas pelo conjunto de nove
posicoes X = {x | ke{l,2,...,9}}, cada uma associada
a uma posi¢do de lancamento x). O conjunto dos
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deslocamentos do carro sobre o cabo foi definido como
sendo AX = {Azy =z, — 20 = 2y |ke{l,2,...,9}},
sendo cada medida Azj tomada como a distancia entre
a marca da k-ésima posicao de langamento e a marca do
no de parada, e relacionando-se o deslocamento do carro
com o valor de sua posigao final.

Como cada marca feita no cabo (posi¢oes de langa-
mento e posi¢do do né de parada) possuia uma largura
mensuravel, as medidas Az foram tomadas como sendo
a média das medidas AmkH e Aacﬁ, que representam
a distancia entre as extremidades mais afastadas das
marcas da k-ésima posicdo de lancamento e do né de
parada (Azf), e as mais préximas (AzE). Todas essas
medidas foram tomadas com uma trena, estendendo-se
o cabo em linha reta sobre o chao plano. As grandezas
Azfl e Azl sdo representadas graficamente na Figura
para k = 6.

Para cada posicao de langamento k e configuragdo do
carro, foram realizados quatro langamentos a partir do
repouso, obtendo-se um conjunto de valores de tempo
de deslocamento t; = {t] | je{1,2,3,4}}. Os tempos de
deslocamento foram registrados utilizando-se o crondéme-
tro digital de um relégio, com mecanismo de disparo e
registro manual, e precisdo estimada de 0,01 s. O disparo
do cronémetro e o registro do tempo de deslocamento
foram realizados da maneira mais sincronizada possivel
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— Marcas das posigoes S
de langamento t=0
y Distancias determinantes do

‘ﬂ\ deslocamento do carro
8 (NS
7 \ ¢
6 \

langado da posigéo 6

Figura 4: Representacdo esquematica de um lancamento do
carro exemplificando o mensuramento das grandezas Azi!, Azf
e t para a posicdo de lancamento £ = 6. Em t = 0, é
representada a configuragdo de langamento do carro (posicdo
inicial). Em ¢t = ts, é representada a configuracdo de parada
do carro (posicdo final). As posicdes de lancamento adotadas
(marcas pretas numeradas sobre o cabo) e do né de parada (com
sua respectiva marca) também est3o representadas.

N6 de parada
€ sua marca

com o lancamento do carro e sua colisao com o né de
parada, respectivamente, para minimizar a influéncia
de erros operacionais de medida [32]. Calcularam-se os
tempos de deslocamento médios para cada posicao de
lancamento e cada configuracdo do carro que, daqui
em diante, serdo chamados apenas como tempos de
deslocamento e serdo objeto de discussdo na secao , a
partir do respectivo conjunto ¢;. O conjunto de tempos
de deslocamento obtido para uma configuragao especifica
do carro serd representado por T' = {t;, | ke{1,2,...,9}}.

A incerteza o, de uma grandeza 1 medida em replicata
foi calculada a por

PFE DPM
oy =\ (67 P)2 + (cPPMy2, (18)

(PE)

sendo oy, a contribuicao para a incerteza proveniente

da propagacao de erros da média e UT(IDPM) o desvio pa-

dréo da média [28] das medidas. As incertezas para x, tx
e t7 foram denominadas o, , ot, € 042, respectivamente,
e foram calculadas a partir da equagao (18).

Para fins de exemplificagdo da mensuracao de todas
as grandezas envolvidas em um lancamento do carro,
a Tabela [1| apresenta os valores de AmkH, Axé7 Axy,
t; e t, medidos para a posicdo de lancamento k =
6, considerando-se as trés configuragdes do carro (sem
revestimento, com revestimento plano e angulado).

A Tabela [2] apresenta os valores obtidos para os con-
juntos de dados AX e T referentes as trés configuracoes
estudadas.

3. Resultados e Discussao
Nesta secao, os gréificos apresentados (Figuras |§| e

contém analises estatisticas que vao além do contetido
adequado a ser trabalhado com alunos de ensino médio,
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Tabela 1: Valores mensurados para as grandezas Az, Azl e
Az, (em metros), comum para todas as configuracdes de carro,
para o conjunto t; e para ¢, (em segundos), considerando-se as
trés configuragées de carro e a posicdo de lancamento k = 6

Sem Revestimento  Revestimento
Grandeza  Revestimento Plano Angulado
té 1,84+0,01 2,61+0,01 2,4240,01
té 1,8240,01 2,58+0,01 2,35+0,01
tg 1,8140,01 2,59+0,01 2,42+40,01
té 1,8540,01 2,62+0,01 2,37£0,01
te 1,8340,01 2,60+0,01 2,39+0,01
Grandeza Comum as Configuragoes
Azl 2,2340+0,0005
Azl 2,2280+0,0005
Axg 2,23140,003

Tabela 2: Valores de deslocamento do carro (Azy, em metros),
comum a todas as configuracdes do carro, e tempos de desloca-
mento (tx, em segundos) para cada posicdo de lancamento (k)
e para as trés configuracGes estudadas

123

Sem Revestimento Revestimento
k Az Revestimento Plano Angulado
1 0,190 & 0,002 0,56 + 0,01 0,66 £ 0,01 0,68 & 0,01
2 0,592 £ 0,002 0,92 + 0,01 1,148 +£ 0,007 1,14 £+ 0,02
3 0,992 £ 0,002 1,21 + 0,01 1,55 £ 0,01 1,482 £+ 0,009
4 1,398 £0,002 1,42+ 0,01 1,92 4+ 0,01 1,84 £+ 0,01
5 1,830 £ 0,002 1,658 + 0,009 2,27 £ 0,02 2,14 £ 0,02
6 2,231 4+ 0,003 1,83 £+ 0,01 2,60 4+ 0,01 2,39 £+ 0,02
7 2,635+ 0,002 2,012 £+ 0,007 2,89 + 0,01 2,70 + 0,02
8 3,057 £ 0,002 2,16 + 0,01 3,16 + 0,01 2,91 + 0,01
9 3,392 £ 0,002 2,27 + 0,01 3,430 £ 0,009 3,13 £ 0,02

como as curvas ajustadas aos dados experimentais pelo
MMQ [28, 29] e as bandas de confianga [29, BT, B3],
mas que sao técnicas importantes de serem conhecidas
e trabalhadas por alunos de graduacao. O formalismo
necessario para obtenc¢ao das curvas pelo MMQ foi apre-
sentado na subse¢ao[1.5] e um tratamento simplificado e
que pode ser trabalhado com alunos do ensino médio sera
proposto ao final desta se¢éo. A técnica de determinacio
das bandas de confianga pode ser inteiramente omitida
quando o experimento for direcionado a alunos de
ensino médio; porém, uma apresentacio simplificada da
técnica, inclusive a respeito de como interpreta-la, serd
apresentada no disponivel como material
suplementar, para que possa ser trabalhada por alunos
de graduagao.

3.1. Carro sem revestimento

A Figura [f] apresenta o grifico de posigdo z versus
tempo ao quadrado t? obtido a partir das medidas
realizadas com o carro sem revestimento, acompanhado
da curva ajustada pelo modelo linear da equagao ,
e a estimativa de uma banda de confianca [29, 311 [33]
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o Posicao X Tempo?
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Figura 5: Gréfico de posicio  versus tempo ao quadrado t2
para o carro sem revestimento[34]. Os circulos azuis repre-
sentam os pontos experimentais, acompanhados das incerte-
zas experimentais em t? (o,2) (linhas pretas). As incertezas
experimentais em x foram omitidas, pois s3o despreziveis na
escala utilizada. A linha azul sélida representa a curva ajustada
ao modelo da equacdo , cujos parametros obtidos foram
zos = (0,03 £0,02) m e p = (0,652 % 0,007) ms™>. As linhas
azuis tracejadas indicam a banda de confianca para intervalo de
confianca de 99,9999999999%.

para 7 graus de liberdade e intervalo de confianga de
99,9999999999%.

Verifica-se que o comportamento do carro sem reves-
timento obedece ao modelo linear, equacao (7)), tanto
visualmente, como através do valor do coeficiente de
determinagéo [28] [29] calculado para o ajuste realizado
(Rs = 0,999638). Isto significa que a atuagdo da
resisténcia do ar sobre o deslocamento do carro foi
desprezivel para essa configuragéo, como esperado. Além
disso, obteve-se xgs = (0,03 £ 0,02)m, valor bastante
préximo de zero, o que demonstra que a tensao aplicada
sobre o cabo e a suavidade da soltura do carro nos
langamentos foram adequadas para minimizar efeitos
de vibracao que pudessem fazer com que os dados
experimentais desviassem do modelo proposto.

O coeficiente de atrito (p) foi determinado a partir
do parametro p = (0,652 & 0,007)ms~2. Tomando-se
g = 9,80665ms~2 [35], obteve-se p = 0,203 %+ 0,001.
Dado que F, é uma forga resultante, u é formado pela
contribuicdo das componentes do atrito interno da polia
(atrito din&mico), que realiza trabalho e dissipa energia,
e de atrito estdtico (responsével pelo movimento rota-
cional do rolamento da polia), que ndo realiza trabalho
e ndo dissipa energia [I0]. No entanto, o experimento
realizado nao permite decompor p em suas componentes,
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Figura 6: Graficos da posicio = em funcio do tempo ¢
para as trés configuracdes de carro|34]. Os circulos azuis,
quadrados vermelhos e hexagonos verdes representam os pontos
experimentais para os casos sem revestimento, com revesti-
mento plano e angulado, respectivamente, acompanhados das
incertezas experimentais em ¢ (0¢) (linhas pretas). As incertezas
experimentais em = foram omitidas, pois sdo despreziveis na es-
cala utilizada. As linhas sélidas representam as curvas ajustadas
aos modelos das equacées e (). cujos parametros obtidos
foram z0s = (0,03 & 0,02)m e p = (0,652 & 0,007)ms"2;
zop = (—0,05 £ 0,01)m e ap = (0,896 + 0,009)s *; e
204 = (—=0,07 £0,02)m e aa = (0,71 £ 0,01)s™*. As
linhas tracejadas indicam as bandas de confianca para intervalo
de confianca de 99,9999999999%. As linhas referentes a cada
configuracdo sdo apresentadas nas mesmas cores que os pontos
experimentais.

pois seria necessario conhecer a relagdo entre a massa
total do carro (m) e a massa do rolamento da polia (mg).

3.2. Carro com revestimento

A Figura[6] apresenta os graficos da posigao = em fungio
do tempo t obtidos a partir das medidas realizadas com
o carro nas trés configuragoes estudadas, acompanhados
das curvas ajustadas pelos modelos das equagoes e
(8), e as estimativas de bandas de confianca [29, 311 [33]
para 7 graus de liberdade e intervalo de confianca de
99,9999999999%. Para o ajuste numérico das curvas
modeladas pela equacao , foram utilizados o valor
inicial g = 0,9872 para o pardmetro a e ¢ = 1078,
Observa-se que o comportamento do carro com reves-
timento (plano e angulado) obedece ao modelo nao linear
dado pela equagao , tanto visualmente, como através
dos valores dos coeficientes de determinacao [28] [29)
Rp = 0,999827 e R4 = 0,999654. Isto significa que
a atuacao da resisténcia do ar sobre o deslocamento do
carro nao foi desprezivel para essas configuracoes, como
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esperado. Além disso, a suposicao de que Fr x v levou
a uma descricdo satisfatéria do fendémeno estudado.
Por fim, a Figura [] também evidencia que a forca de
resisténcia do ar atuou de forma mais intensa sobre o
carro com revestimento plano, como se vé pelos valores
de a obtidos em cada caso,

ap = (0,896 & 0,009)s ™, (19)

aq = (0,7140,01)s % (20)

Este resultado concorda com a percepcao intuitiva de
que o revestimento angulado é mais “aerodinamico” que
o plano, ja que no primeiro caso o carro atua de forma
mais similar a uma flecha “cortando” o ar do que a
uma parede se movendo contra ele, situagdo a qual o
movimento do carro com revestimento plano pode ser
comparado. De forma mais técnica, esse resultado pode
ser explicado pelo fato de que, no caso do revestimento
plano, o fluxo laminar do ar se choca frontalmente com
o papel do revestimento do carro em movimento, sendo
necessario um desvio do fluxo de ar préximo a 90° em
relagdo & direcao do movimento do carro, ao passo que,
quando o revestimento é angulado, o fluxo laminar de ar
choca-se obliquamente com o papel, sendo necessario um
desvio do fluxo muito menor, de aproximadamente 45°.

Assim, destacamos que nosso experimento permite
evidenciar de forma bastante clara a diferenca da re-
sisténcia do ar atuante entre dois corpos de mesma
area de segdo transversal, mas com formatos (e portanto
coeficientes de arrasto) diferentes.

3.3. Velocidade de deslocamento

A Figura [7] apresenta os graficos da velocidade v em
funcéo do deslocamento Ax construidos para as trés con-
figuragoes de carro estudadas, acompanhados das curvas
obtidas a partir dos parametros p e a determinados nas
subsecoes anteriores e dos modelos dados pelas equagdes
e @, além das respectivas estimativas das bandas
de confianga [29] BT [33] para 8 graus de liberdade e
intervalo de confianca de 99%.

Constata-se que o padrao de evolugao de v em fungao
de Az é distinto para as configuragdes sem e com revesti-
mento. No primeiro caso, o movimento é acelerado, com
velocidade sempre crescente, pois a forca gravitacional
é dominante no movimento e, segundo as equagoes
e 7 % = 2p = cte. Isto implica na existéncia de uma
relagdo do tipo v (Ax)%, em concordancia com o que
se observa na Figura [7] Para os casos em que o carro
possuia revestimento, o movimento também é acelerado,
mas verifica-se a existéncia de uma velocidade limite
(v''™) com o crescimento de Az. Estimou-se v'"™ para
cada tipo de revestimento utilizado, a partir da equagéo
(6), considerando-se que

. 2 2
™ = lim v(z) = lim = (1—e ) = —p, (21)

Az—o00 t—oo (v [e%
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Figura 7: Graficos da velocidade v em funcdo do desloca-
mento Az para as trés configuracdes do carro[34]. Os circulos
azuis, quadrados vermelhos e hexagonos verdes representam
0s pontos experimentais para os casos sem revestimento, com
revestimento plano e angulado, respectivamente, acompanhados
de suas incertezas em v (o,) (linhas pretas). As incertezas
experimentais em Az foram omitidas, pois s3o despreziveis
na escala utilizada. As linhas sélidas representam as curvas
ajustadas aos modelos das equacSes e @ As linhas
tracejadas indicam as bandas de confianca para intervalo de
confianca de 99%. As linhas referentes a cada configuragdo sdo
apresentadas nas mesmas cores que os pontos experimentais.

e obteve-se v} = (1,46 +0,02)ms~! e vli™ = (1,84 +
0,04)ms~1. Justamente porque as < ap, segue que
vliim > olim e y(t) se aproxima mais lentamente de v!i™
para configuragdo com revestimento angulado.

3.4. Determinacao dos pardmetros p, g € a —
uma técnica alternativa para nivel médio

Como a aplicagao do MMQ [28],[29] e do método Newton-
Raphson [30] na obtencao dos pardmetros p, xg e a exige
o conhecimento de conceitos do calculo diferencial, que
nao sao exigidos de um aluno do ensino médio, propoe-se
uma abordagem alternativa para que esse experimento
possa ser direcionado também a esses alunos.

Para o caso em que o carro ndo possui revestimento
e o modelo dado pela equacao pode ser lineari-
zado, sugere-se que a estimativa dos parametros p e
xo (coeficientes angular e linear da equagdo de uma
reta, respectivamente) seja feita através da construcao
manual do grafico da posicio = em funcdo de t? (ver
subsegz"io, utilizando-se um papel milimetrado. Nesse
caso, apos a disposicao dos dados experimentais, a reta
que se ajustar melhor aos pontos poderd ser tracada
de maneira estimada com o uso de uma régua, e os
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parametros p e xy poderdao ser estimados através do
calculo da inclinacao dessa reta e de seu intercepto com
o eixo das abscissas, respectivamente.

Nos casos em que o carro possuir revestimento, o
método do pardgrafo anterior torna-se de dificil apli-
cacao, devido a nao linearidade do modelo dado pela
equagdo (8). Porém, uma abordagem alternativa pode
ser executada construido-se um grafico da posicdo x em
funcdo do tempo t (ver subsecgdo |3.2) através de um
software apropriado, contendo os dados experimentais,
adicionando-se curvas determinadas pela equagao
para diferentes valores do pardmetro «, e assumindo-se
que zo = 0 (consideragao bastante razodvel, dado que os
valores obtidos na subsecao [3.2] para o parametro zq sdo
préximos de zero). Visualmente, a curva que melhor se
ajustar aos dados experimentais podera ser identificada
e o valor de « correspondente fornecerd uma estimativa
para o coeficiente de resisténcia do ar por unidade de
massa referente & componente Fr da forga atuante sobre
o carro revestido.

Apoés os valores dos pardametros p, xg e « terem sido
estimados, o grafico da velocidade v em funcao do des-
locamento Az (ver subsecao podera ser construido
através do mesmo software utilizado na determinagio
de o, e v"™ poder4 ser estimada através da inclusdo da
assintota horizontal que visualmente melhor representar
o limite de v para Az (ou t) muito grande.

Os resultados apresentados para as trés configuracgoes
de carro experimentadas nesse trabalho podem ser apli-
cados a outras configuracées mais complexas, de forma
que se possa construir um estudo aerodindmico mais
completo, caso se tenha acesso a materiais e equipamen-
tos mais sofisticados, sendo que aqui pretendia-se apenas
introduzir o tema.

4. Conclusoes

Através desse trabalho, verifica-se que é possivel, a partir
de uma montagem experimental relativamente simples
e com materiais e equipamentos acessiveis, realizar um
estudo cientificamente rigoroso e que pode proporcionar
a graduandos ou alunos do ensino médio um contato
inicial com o problema da resisténcia do ar e com a Ae-
rodindmica, além de introduzir importantes técnicas de
analise estatistica (estimativa de incertezas associadas
a pardmetros de modelos néo lineares [31]) e de cal-
culo numérico (método Newton-Raphson [30]) de forma
integrada, de maneira que o aprendizado tedrico possa
ser construido juntamente com a experiéncia pratica da
realizagao do estudo.

O estudo permitiu a obtencao do coeficiente de atrito
referente a forga de atrito que atuou entre o cabo e a po-
lia durante o deslocamento do carro, u = 0,20340, 001, e
do coeficiente de resisténcia do ar por unidade de massa
para duas configuragées do carro com revestimento,
ap = (0,896 & 0,009)s~! para o revestimento plano, e
as = (0,71 +£0,01)s~! para o revestimento angulado,
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evidenciando a dependéncia da forga resistiva com o
formato do corpo considerado. Destaca-se que a nao
linearidade (em termos de velocidade e dissipagdo de
energia mecénica) do comportamento dindmico inerente
as configuragoes com revestimento (equagoes @ e )
faz com que o carro tenda a uma velocidade limite,
conforme estimado para os casos estudados, vp =
(1,46 4+ 0,02)ms™t e va = (1,84 4+ 0,04)ms™ !, e com
que a dissipacdo de energia mecanica seja muito mais
acentuada em relagdo a configuragdo sem revestimento,
ilustrando a importéncia dos formatos dos objetos para
que se extraia a maior eficiéncia possivel de um sistema
mecanico sob acao de fenémenos aerodindmicos.

Além disso, o trabalho fornece o embasamento minimo
para que um estudante interessado em Aerodindmica
ou em outras areas que exijam aplicagao de modelos
nao lineares possa compreender tépicos e solucionar
problemas mais complexos.

Por fim, julgamos que, simplificadas as etapas de mo-
delagem e tratamento de dados, o experimento proposto
pode ser perfeitamente adaptado ao ensino médio, por
envolver materiais de baixo custo e facilmente acessiveis.
Podem ser assim apresentados e discutidos conceitos
como aplicagoes de leis de Newton para a obtencgao das
equagdes de movimento e , coeficiente de atrito
estatico (relevante para determinar se existe desliza-
mento entre o cabo e a polia utilizada, como discutido
na subsecao e dindmico, bem como a resisténcia do
ar e sua dependéncia tanto em relacdo a area de secao
transversal, quanto ao formato do corpo.
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