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Equiparticdo e conservacdo de energia sdo conceitos dificeis de serem ilustrados em sala de aula. Com
essa finalidade, implementamos dois experimentos computacionais do problema Fermi-Pasta-Ulam-Tsigou. Nos
experimentos, hd uma situagdo na qual acontece a equiparticio de energia e outro em que ela ndo se realiza.
A segunda situacdo levou ao conhecido paradoxo de Fermi-Pasta-Ulam-Tsigou com grandes implicages para
o desenvolvimento da Fisica. Os experimentos sao realizados através de uma implementacio numérica “feita
em casa” e outra através de uma ferramenta computacional disponivel na internet e bastante utilizada pela
comunidade cientifica. As implementagdes sdo acompanhadas de uma anélise matemaética, utilizando-se modos
normais.

Palavras-chave: Equiparticdo de energia, paradoxo de Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou, simulacdo numérica, dina-
mica molecular.

Equipartion and conservation of energy are hard concepts to teach or exemplify. With this goal in mind, we
implemented two computational experiments of Fermi-Pasta-Ulam-Tsigou. There is an experiment in which the
equipartion happens and the other one not. The latter experiment leads to known Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou
Paradox with great implications to development of Physics. The experiments are carried out through a home-
made numerical implementation and a computational research tool available on internet and usually adopted
by scientific community. There is a mathematical analysis, using normal modes, to support the computational
experiments.

Keywords: Equipartition of energy, Fermi-Pasta-Ulam-Tsigou paradox, numerical simulation, molecular

dynamics.

1. Introducao

O paradoxo de FPU (Enrico Fermi, John R. Pasta, Sta-
nislaw M. Ulam) resulta de uma andlise computacional
de um problema hipotético, em que a suposi¢do nao foi
confirmada pelos resultados [I]. A andlise do problema
gerou um paradoxo que comegaria a ser respondido
somente 10 anos depois, o que ajudou no desenvolvi-
mento das teorias de sélitons e do caos [2]. O intuito
original era estudar como um sistema evolui para seu
equilibrio térmico. Para isso, decidiram simular uma
corrente de particulas que interagiam entre seus vizinhos
apenas, sendo os extremos ligados & paredes fixas. As
interagoes seriam forcas elasticas, ou seja, dependentes
do deslocamento relativo a seus centros de equilibrio. As
forgas teriam um termo linear como a Forca de Hooke
e mais um termo nao-linear, podendo ser quadratico ou
cubico.

Quando o caso foi estudado pela primeira vez em Los
Alamos, Estados Unidos, além dos trés participantes que
relataram o caso, dando origem ao nome do paradoxo,
em 1955, tivemos a participagdo de mais uma pessoa,
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Mary Tsigou, que ajudou no estudo numérico [3]. Ela im-
plementou o cédigo que seria utilizado. Seu nome nao
é mencionado no relatério da época, mas, nos padroes
atuais para coautoria, ela seria mencionada no artigo
que poderia ser escrito. Sendo assim, atualmente, o
paradoxo é denominado pela sigla FPUT (Fermi-Pasta-
Ulam-Tsigou). Os resultados do relatério nunca vieram a
ser publicados em um formato de artigo devido a morte
prematura de Fermi, que gerou duvidas de como ele,
sendo um dos autores, “assinaria” o artigo.

A premissa inicial do paradoxo de FPUT consiste
no Teorema da Equiparticio de Energia. Assim, era
esperado que a energia total do sistema fosse distribuida
igualmente entre suas varias particulas. No caso em
questao, a distribuicdo de energia entre as particulas
pode ser descrita através dos modos normais de vibra-
¢ado das mesmas. Pretendia-se observar a distribuicao
uniforme de energia entre os diversos modos normais
de vibragdo com o passar do tempo. Isso significaria
que o sistema alcangou um equilibrio térmico e seria
uma exemplificagdo computacional do Teorema de Equi-
particdo de Energia. Caso as forgas entre as particulas
fossem estritamente lineares, isSso nao ocorreria, pois a
energia alocada em cada modo ndo conseguiria acessar
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outros modos. Imaginava-se que uma componente nao-
linear na forga tornaria acessivel qualquer modo de
vibragao, porém nao foi o observado.

A principio, foi observada a tendéncia do sistema de
distribuir a energia. O primeiro modo de vibragdo antes
estimulado, perdeu energia ao longo do tempo, a qual
comecgou a se alocar nos modos de energia mais baixos.
Entretanto, por um descuido, deixaram a simulagdo
decorrer por um tempo maior do que era planejado.
Ao retornar ao laboratdrio para corrigir tal erro, se
depararam com um resultado inesperado. A energia,
que supostamente deveria estar igualmente partilhada
entre os modos de vibracao, estava quase completamente
alocada no primeiro modo de vibragao. De fato, somente
3% da energia ndo estava presente no primeiro modo.
Devido a esta observacao, deixaram a simulacao correr
por ainda mais tempo. Notaram, entao, que existia
um ciclo, no qual a energia saia do primeiro modo
de vibragao, comecava a se distribuir nos modos mais
baixos, para, por fim, voltar quase que inteiramente
para o primeiro modo de vibracdo. Contudo, em 2015,
relatou-se que o sistema FPUT poderia termalizar —
atingir equiparticao de energia — pelo menos entre modos
normais livres (interagéo entre trés fonons) [4].

O presente artigo ilustra, portanto, a equiparticio
e a conservacao de energia, tomando como ponto de
partida este paradoxo histérico para a area de fisica
computacional. Acreditamos que os conceitos envolvidos
podem ser ricamente explorados com este exemplo atra-
vés de simulagbes computacionais e andalises de dados
extraidos das mesmas, tanto em salas de aula do Ensino
Médio como Superior. Primeiramente, desenvolveremos
detalhadamente uma explicacao sobre o problema fisico
e sobre modos normais, de maneira a possibilitar a com-
preensdo dos aspectos gerais do problema. Em seguida,
exploraremos o Teorema da Equiparticdo de Energia, o
qual nos fornece a expectativa de como o sistema deve
se comportar. Por fim, resolveremos o problema através
da resolugao das equagoes de Newton, por meio de dois
métodos computacionais distintos.

No primeiro método, implementaremos um codigo
em Python, como seria abordado em uma disciplina
padrao de “Fisica Computacional”. Esse método sera
similar ao empregado por FPUT. O outro procedimento
envolvera a resolugdo do problema com a ajuda de
um pacote de simulagdo de Dindmica Molecular, que
estd disponivel abertamente na internet. Simulagdo por
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Dindmica Molecular, por sua vez, é um método muito
utilizado atualmente para se estudar desde sistemas de
fisica da matéria condensada, até sistemas complexos,
como proteinas em biofisica, por exemplo. A explicacéo
tedrica e as descri¢cbes das metodologias computacionais
permitem que professores tenham bom embasamento
para abordarem os conceitos e, além disso, demostrem
como recursos computacionais podem ser agregados a
analise cientifica. Toda a abordagem utilizada neste
trabalho pode ser realizada em computadores pessoais,
como os que sao disponibilizados em laboratoérios de
informatica escolares, e estd detalhadamente descrita
para que professores possam usa-la em sala de aula.

2. Descricao Formal do Problema

Temos, entdo, um sistema unidimensional com N
particulas com forcas entre seus vizinhos com termos
nao-lineares. Esses termos podem ser considerados ora
quadraticos, ora cubicos. Sendo z; o deslocamento da
i-ésima particula em relagdo a seu centro de equilibrio,
podemos representar o problema pela Figura [I] e, por
consequéncia, escrever a forca de interagao linear com-
binada com a interagdo quadratica como

Fi = mzz = kl{(mi_H — Ii) + (xi—l — SCZ)}
+ kof(zigr — i) + (w1 — 20)%}, (1)

onde z;4+1 — x; = Auwz; representa a distdncia entre
duas particulas consecutivas e #; é a aceleracdo da
i-ésima particula numa representacdo de Newton para
a derivada segunda da posicdo em relacdo ao tempo.
Neste problema, todas as particulas possuem a mesma
massa m. Analogamente, podemos escrever o caso de
interagdes lineares e ctibicas na forma

Fy = ma; = ky{(wip1 — 25) + (i1 — 24)}
+ko{ (i1 — 23)° + (21 — 2:)°) (2)

Para obtermos as aceleragoes de cada particula e con-
seguirmos a descri¢do cinética do movimento, podemos
considerar a razao da constante elastica do termo linear
pela massa como a unidade e definir coeficientes a e
[ para os termos quadraticos e cibicos. Esses novos
coeficientes definem o quanto esses termos afetam a
dindmica do sistema. Sendo assim, temos as seguintes

Figura 1: Esquema do problema FPUT para forcas de interaco linear. As particulas nos extremos est3o fixas as paredes.

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 43, €20200501, 2021

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2020-0501



Lucero and Moreira

equagoes:

F = (21 — 23) + (zim1 — 2) + o (zip1 — 25)?

+ (21— 2:)%} (3)
& = (Tig1 — i) + (@ic1 — 23) + B{(wig1 — 25)°
+ (21— 2:)%} (4)
Entao, considerando-se uma forga conservativa, pode-
mos escrevé-la como F; = E‘Z?, em que U ¢é a energia

potencial. Para o caso quadratico, a energia potencial
sera

e, para o caso cubico,
Al
U= zg S ip = 2i)® + (w1 — 13)%}
1=

B
+ @i - i)+ (i —23)") (6)
Supondo que zg e 41 sdo as paredes do sistema, a
Hamiltoniana, dependendo de cada caso, pode ser escrita
como

N2 a
_ i N2, a3
H—;:O 2m—|—§(x1+1 x;)° + 3(arz+1 x;) (7)
e
N 9
D; 1 o, B 4
H:E S(@ipr — (@i —x)", (8
i:02m+2($+1 $)+4(SU+1 ;) (8)

para os casos quadratico e ciibico, respectivamente.

Se possuimos um sistema que realiza pequenas oscila-
¢oes acopladas, podemos aproximar uma solugao parti-
cular em que todas as particulas realizam movimentos
harmonicos simples com a mesma frequéncia. A solucdo
mais geral possivel seria a soma dessas solugbes parti-
culares, chamadas de modos normais de vibragao. Por-
tanto, em principio, sabendo as frequéncias de vibracao e
o deslocamento dos modos normais obteriamos a solugéo
do problema.

3. Modos Normais

Desejando obter a solugao do problema, é preciso revisar
os conceitos de modos normais [5l [6]. Suponhamos um
sistema idéntico ao do paradoxo FPUT, exceto que,
agora, iremos considerar apenas termos lineares na forca.
A equacdo de movimento de cada particula entdao se
resume a

max; = k(l‘i+1 + X1 — 2.731'). (9)
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Vamos propor uma solug¢ao do tipo
l‘z(t) = Aiejwt, (10)
onde j é o niimero imaginério tal que j2 = —1. Inserindo-
0 na equagao anterior, temos que

k
- wQAi = E(Ai+1 + AZ‘,1 - 2Az) (11)

Estabeleceremos que w3 = % Vale notar que, como
a constante elastica de uma mola possui dimensoes, no

Sistema Internacional de Unidades, de [[IS(]Z} (massa por

tempo ao quadrado), a constante wy tem dimensdo de
[—i], a mesma dimensao de uma frequéncia. Desta forma,
podemos reescrever a equacio anterior como

2’(1)3 — ’LU2 - Ai+1 + Ai—l

(12)

Para uma dado valor w, temos que o lado esquerdo
da equacgado deve ser constante, pois wy € um valor
arbitrario. Portanto, para estar condizente com o lado
esquerdo da equacgdo, o lado direito também deve ser
constante. Vamos supor, agora, que 0 < w < 2wy.
Isto nos permite escrever a constante do lado esquerdo
da equagdo como 2cos(f), pois a fragdo ird variar, no
maximo, entre —2 e 2. Assim,

cos(f) = %, (13)
2 2 .02
2cos(f) = %. (14)
0

Suponhamos que qualquer A; possa ser escrito como
A; = Bcos(if) 4+ C'sin(if). Desejamos considerar desta
forma para provar, por inducao, que tal suposicio é
valida. Podemos determinar o valor de B através de
Ag = B. C, por sua vez, pode ser determinado a
partir de A; = B cos(f) + C'sin(f). Precisamos, por fim,

determinar A;, 1. Da equacio temos que
Aiy1 = 2A;cos() — A1, (15)
Aijr1 = 2cos(0){ B cos(if) + C'sin(if)}
—{Bcos((i —1)0) + C'sin((i — 1)0)}  (16)

Ait1 = B{2cos(0) cos(if) — cos((i — 1)0)}
+ C{2cos(#) sin(if) —sin((s — 1)0)},  (17)
cos((i — 1)8) = cos(i0 — 0) = cos(nb) cos(0)
+ sin(i6) sin(6), (18)

sin((i — 1)8) = sin(if — 0) = sin(i0) cos(6)
— sin(0) cos(ih), (19)
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entao,

Air1 = B{cos(0) cos(if) — sin(if) sin(0) }
+ C{cos(0) sin(if) + sin(0) cos(ih)}, (20)

0 que nos leva a
A1 = Bcos((i+1)0) + Csin((i + 1)0). (21)

Portanto, como A; é valido para Ag, A1, A;y1, prova-
mos, por indugao, que ele é valido para qualquer A; e
obtemos a solugao

x; = {Bcos(if) + C'sin(if) }e’*", (22)

desde que a suposi¢ao sobre a frequéncia seja respeitada.
Para o estudo em questao, possuimos duas condigoes
de contorno, relativas as paredes fixas do sistema.
De z((t) = 0, temos que B = 0. De zx41(t) = 0, temos
que 0 = Nm—fl, para uma solucao geral nao trivial, sendo
m um numero inteiro. Desta maneira, resta apenas o
termo senoidal para descrever o movimento da particula:
para cada modo normal, podemos associar uma curva
senoidal, que limitard os deslocamentos méaximos de
cada particula em relagdo ao seu centro de equilibrio,
assim como fixard a direcdo do deslocamento relativo
das mesmas. Isto é evidente na Figura[2] ao analisarmos
o movimento das particulas no seu terceiro modo de
vibracdo. Quando as particulas 5 e 6 estiverem na
sua distAncia maxima para a direita do seu centro de
equilibrio, as particulas 16 e 17 estarao deslocadas esta
mesma distdncia, para a esquerda, de seus respectivos
centros.

Encontrados os 6 possiveis, podemos descobrir as
frequéncias associadas a cada modo. Da equacao

100 1 oo e am—————— .

075 o

0.25 1 « . . . .
0.00 - é . . >
-0.25 . . .
-0.50 1 . .
-0.75 1 . o™

-1.00 1 oo rraee

Deslocamento Relativo do Centro de Equilibrio

Nimero da Particula

Figura 2: Representacdo de particulas e o seu deslocamento
relativo ao ponto de equilibrio para os trés primeiros modos
normais. As linhas tracejadas, pontilhadas e circulares espacadas
representam o primeiro, segundo e terceiro modo, respectiva-
mente.
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podemos escrever

w = 2w {Sin (2(]:[”11)) } (26)

O movimento da particula é dado como a soma de
todas as solugbes particulares (modos normais). Como
estamos levando em consideracdo um nimero discreto de
particulas, consequentemente teremos uma quantidade
discreta de modos. Logo, a solugao mais geral, em que
tomamos a parte real da exponencial, sera

mimm

2i(t) = mzji:l O, sin <N+1> cos(wmt),  (27)

W, = 2Wq Sin <

2(N + 1))' (28)

A energia de cada modo se divide entre potencial e
cinética. Portanto, a energia total, que é a soma da
energia alocada em cada modo (descartando termos de
ordem maior), serd dada por

N

w2A2 + A2
Etotal = Z % (29)
i=1

Notemos que A; se refere & amplitude da oscilagdo
de um dado modo normal e A; se refere & amplitude
da velocidade deste mesmo modo. A questao principal,
portanto, serd como obter estas amplitudes para todo
o tempo estabelecido. Se, para cada particula, sabe-
mos a sua posicao, podemos aplicar uma transformada
de Fourier no conjunto de posicbes das particulas e
obter, assim, a amplitude de oscilagdo de todos os
modos normais. De maneira analoga, se aplicarmos uma
transformada de Fourier no conjunto de velocidades de
todas as particulas, obteremos a amplitude de velocidade
de todos os modos normais. Entdo, se criarmos um
programa que solucione as equagbes de movimento e
retorne as posigoes e velocidades para qualquer tempo,
podemos obter as amplitudes de oscilacao da posigao
e da velocidade para cada frequéncia normal e, assim,
calcular tanto a energia cinética alocada em cada modo
normal, quanto a energia total.

4. Teorema da Equiparticao de Energia

Suponhamos que um sistema esteja isolado, ou seja,
que a energia interna dele seja constante ao longo
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do tempo. Para um determinado tempo, é esperado que
este sistema atinja equilibrio térmico, isto é, sozinho,
o sistema seja permitido assumir determinadas caracte-
risticas intrinsecas. Estas caracteristicas podem ser, no
caso de um géas, a pressao ou a temperatura proprias. Ja
para o sistema FPUT, uma caracteristica relevante é a
contribui¢ao média de cada termo do Hamiltoniano para
a energia do sistema.

A mecénica estatistica classica fornece um resultado
muito 1til quando avaliamos justamente essa contribui-
¢ao média para a energia interna do sistema, baseada
em duas premissas. A energia mencionada na equagao
[29 pode ser fungdo das coordenadas generalizadas e dos
momentos correspondentes

E:E(Qia"'7qN>pi7"'

Dependendo de cada situagdo, a energia pode ser
aditiva, a qual pode se separar em fun¢oes de uma
variavel apenas, como

E=¢;pi)+E'(q,...,pn), (31)

onde ¢; € parte da energia dependente apenas da varidvel
p;, podendo ser uma coordenada ou momento, e o res-
tante da energia total E’ nao depende desta varidvel. A
energia também pode se separar em fungdes quadraticas,
seguindo a forma

ei(pi) = a:ps, (32)

onde a; ¢ uma constante. Essas duas caracteristicas
sao utilizadas pela mecanica estatistica para derivar o
Teorema da Equiparticdo de Energia. Vale notar que o
sistema FPUT segue essas duas premissas: ele se divide
em 2N fungbes quadraticas de uma variavel apenas,
sendo passivel da aplicacdo do teorema.

Com o nosso sistema em equilibrio térmico, ele assume
uma temperatura bem definida, a qual se relaciona com
a energia pela constante de Boltzman, Kj. Esse sistema
também permite que seja utilizado o ensemble candnico
para calcular o valor médio esperado conforme

fix;o Ei(pi)e_’BEdql ...dpy
ffo ﬁEdqldpf ’

e~
o0

(ei(pi)) = (33)

em que f3 é relacionado & temperatura por 8 = (K,T) .
Ao utilizar as caracteristicas da energia, podemos conti-
nuar desenvolvendo a equacao [33| como

7% ei(pi)e PP dp; s e P dg, ... dpy
(ei(pi)) =

[Z e Peiwiddp, [* e FE'dgy ... dpy
(34)
[ e tap
{ei(pi)) = ai = e Burtap, (35)
e
1
<5i(pi)> = 7KbT. (36)

2
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Portanto, cada termo quadratico do Hamiltoniano
contribui com um valor médio de %KbT para a ener-
gia média do sistema, quando o mesmo se encontrar
em equilibrio térmico [7]. Vale notar que termos nao
quadraticos para osciladores nao-harmonicos, desde que
aditivos, estao sujeitos a valores médios similares aos cor-
respondentes aos termos quadraticos. A energia interna
média depende da poténcia que a posicado e o0 momento
conjugados sdo elevados na funcdo da energia. Alguns
casos nao quadraticos sao abordados pedagogicamente
por Prasanth e co-autores [§].

Como demonstrado, se o sistema esta em equilibrio
térmico, as coordenadas e momentos generalizados ¢; e p;
deveriam contribuir na mesma proporc¢ao para a energia
total do sistema (se ambos forem termos quadraticos).
Visando a solugdo com apenas termos lineares na forca,
da Segao 3| em equilibrio térmico, as amplitudes e suas
derivadas temporais, A; e A;, deveriam contribuir na
mesma quantidade para a energia total do sistema, por
ambos serem termos quadraticos. Em outras palavras:
a energia associada a cada modo normal de vibragao
deveria ser a mesma, em média.

Buscando esta expectativa da equiparticao de energia
de um sistema em equilibrio térmico, analisaremos o
problema FPUT, em sua totalidade, através de simu-
lagbes numéricas. Exemplificaremos situacbes em que
acontecem a equiparticdo de energia, como previsto
pelo teorema apresentado, e uma situagdo especifica
que levou ao conhecido paradoxo FPUT, em que a
equiparticao de energia nao acontece.

5. Implementacao em Python

Para o caso em estudo, consideremos a equagaolI] em que
as forcas tém uma componente quadrada e que tenhamos
N particulas. Podemos criar um vetor de tamanho 2N,
no qual os primeiros N termos representam o desloca-
mento relativo e os tltimos N termos representam as
velocidades. Assim, o sistema de N equagoes diferenciais
de segunda ordem se torna um sistema de 2N equagoes
diferencias de primeira ordem. Este sistema pode ser
descrito da seguinte maneira, com i variando de 2 a (N-1)

&1 = TNy, (37)
Ty = TN+i, (38)
TN = Tan, (39)
Nyl = 2o — 211 + of (29 — 1) + 23}, (40)

ENi = Tip1 + 2o — 22 + of (vig1 — 21)?

+ (w1 — 33)°} (41)

ToN = TN_1 —2$N+a{$?\,+(l’]\771—x]\/)2}. (42)

A solucao de tal sistema pode ser realizada em
qualquer linguagem computacional, mas neste trabalho
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adotaremos o Python. Os codigos serao fornecidos como
material suplementar acessiveis via repositério GitHub
[9 e os mesmos estdo detalhadamente comentados.
As integragbes numéricas sdo feitas pela fungdo odeint da
biblioteca scipy [10], adequados para resolver sistemas
na forma % = f(t,y) através do método de Adams
(predictor-corretor) [I1].

E esperado que, em condicdes de equilibrio térmico,
o Teorema de Equiparticio de Energia ocorra. No
programa implementado, se tivermos uma interacao
nao-linear forte ou uma quantidade inicial de energia
consideravelmente alta, observaremos que a equiparticao
de energia acontecera. Para ilustrar essa situacao, exe-
cutemos o c6digo ajustando a sua condigao inicial: todas
as particulas possuirdo velocidade inicial nula. Além
disso, seus deslocamentos estardo apenas no primeiro
modo normal, cuja amplitude méxima serd de 10. Estas
condic¢bes tém o efeito pratico de tornar a energia do
sistema relativamente alta. Com estes resultados, dois
gréficos foram gerados. Na Figura[3] temos a representa-
¢ao da quantidade de energia alocada nos primeiros cinco

modos de vibracdo pelo tempo de evolugdo. Ja a FiguraEl

mostra a energia média final de cada modo normal. E
importante notar que, para se obter a energia média
final, foram utilizados os 1ltimos dez valores obtidos de
cada modo normal. Desta forma, notamos que a energia
é distribuida ao longo do tempo entre os diversos modos
normais.

Este resultado nao foi o encontrado por Fermi e co-
autores, pois os mesmos estabeleceram uma energia
total inicial menor. Para realizarmos uma simulacao
similar a realizada, executaremos o c6digo anteriormente
mencionado alterando a amplitude maxima do primeiro
modo normal para 1, sendo os resultados demonstrados
graficamente nas Figuras [5] e 6}

Nota-se, na Figura [ que a energia estd, no comego,
totalmente no primeiro modo de vibragdo, devido as
condicOes iniciais das particulas. Ao acompanhar a

S

Energia

w

0 10 20 30 40
Tempo x 10°

Figura 3: Grafico das energias armazenadas nos cinco primeiros

modos normais: 1° modo — azul, 2° modo — laranja, 3° modo —
verde, 4° modo — vermelho e 5° modo — lilas.
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Figura 4: Grafico da energia média final associada a cada modo
normal.
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Figura 5: Grafico das energias armazenadas nos 5 primeiros
modos normais: 1° modo — azul; 2° modo - laranja; 3° modo —
verde; 4° modo — vermelho; e 5° modo — lilds (no primeiro ciclo).

- Ll

Figura 6: Gréafico das energias armazenadas nos dois primeiros
modos normais: 1° modo — azul e 2° modo — laranja.

energia desse modo, percebe-se que a mesma se distribui
ao longo do tempo para outros modos normais de
valor baixo. Contudo, antes que esta energia possa
ser alocada em modos mais altos, a mesma retorna
quase inteiramente para o primeiro modo normal. Esta
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Tabela 1: Tabela das frequéncias para a solucdo numérica, em
Hz.

1° modo normal 1? ordem 22 ordem
9,52 x 1072 9,62 x 107°> 4,18 x 1076
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Figura 7: Grafico dos picos do primeiro modo normal em
func3do do tempo, gerando uma funcdo “envelope”, representada
pela linha azul. A quantidade de energia alocada no primeiro
modo normal em relac3do a energia total é sinalizada pela linha
vermelha com pontos.

recorréncia é exibida na segunda coluna da Tabela[I]e ¢
denominada de Frequéncia de Recorréncia de Primeira
Ordem. A primeira coluna da tabela contém a frequéncia
natural do modo normal — no caso, para o primeiro
modo — e é calculada diretamente da equagao Aqui,
ela nos ajuda a fornecer uma dimensao das frequéncias
envolvidas no problema.

A Figura [6] representa apenas os modos 1 e 2, de
modo a facilitar a compreensdo dos dados. E notével,
portanto, o fluxo do ciclo de energia partindo do primeiro
modo normal e depois se distribuindo para os demais,
representados pelo segundo modo normal. Desejamos
enfatizar que a quantidade de energia retornada para o
modo 1 varia com o tempo. Ou seja, além da recorréncia
de primeira ordem, temos uma recorréncia de segunda
ordem com uma frequéncia menor, como mostrado na
Tabela [1

Na recorréncia de segunda ordem, podemos notar
que os picos do primeiro modo normal diminuem, per-
dendo até 40% da sua energia inicial. Depois, retornam
basicamente as condigdes iniciais, com apenas 3% de
perda. Para melhor visualizagdo dessa oscila¢ao, temos o
grafico (Figura 7)), com os valores dos picos do primeiro
modo normal em funcdo do tempo. Neste, esta oscilagéo
é evidenciada e podemos, inclusive, determinar sua
frequéncia. Na Figura [7] a linha vermelha com pontos
mostra o valor relativo do pico em relacdo ao valor
da energia total, de forma a facilitar a percepcao da
quantidade percentual da perda de energia para os
demais modos normais.

Ao longo dos anos, com o estudo do paradoxo de
FPUT, foi questionada a existéncia de recorréncias de
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niveis mais altos. Com este questionamento surge, no
entanto, a dificuldade de se notar numericamente as
alteracoes conforme aumenta-se a ordem de recorréncia.
Além disso, para as alteracoes serem notadas, a simu-
lacdo deve ocorrer por mais tempo, o que estd além da
capacidade de um computador pessoal. Apesar de ja ter
sido comprovada a existéncia de recorréncias de terceira
e quarta ordem [I2], ndo foi possivel demonstrar nesta
simulagao, demasiadamente curta.

Dois exemplos foram analisados: o primeiro, no qual
foi fornecido uma grande quantidade de energia para
o primeiro modo normal e outro, em que a energia
fornecida nao foi tdo alta quanto a utilizada neste
trabalho. No primeiro caso, vemos uma dispersao da
energia por todos os modos normais, enquanto que,
no segundo caso, a energia nao se equiparte. Podemos
explicar este comportamento através de um teorema
enunciado por Kolmogorov [13], o qual deu surgimento
a teoria KAM (Kolmogorov-Arnol’d-Moser). Esta teoria
diz respeito ao fato que, se possuimos um sistema
oscilatorio conservativo nao-linear, em que existe uma
interacao nao-linear fraca, essa interacao servira apenas
para mudar levemente as frequéncias de oscilacdo e
introduzir pequenos harmonicos nao-lineares. Porém, se
possuimos uma interacao nao-linear forte, ou um sistema
com energia alta, é esperado que ele atinja equilibrio
térmico, no caso abordado neste trabalho [14].

6. Pacote computacional

A solucdo numérica da secido anterior é relevante e
factivel apenas para um nimero pequeno de particulas
e passos de integracoes. Pesquisadores, atualmente, ne-
cessitam lidar com um nimero da ordem de milhares,
ocasionalmente bilhdes, e até cerca de 10'° passos
de integracoes. Desta forma, a aplicacdo de métodos
numéricos mais simples é o usual em ferramentas com-
putacionais utilizados pelos mesmos [I1]. Nesta se¢do,
utilizaremos um pacote computacional que é bastante
adotado na comunidade cientifica, fornecendo uma opor-
tunidade para o estudante utilizar uma ferramenta no
seu estado da arte.

Para se obter as posigoes e velocidades de cada
particula, podemos usar a abordagem de Dinamica
Molecular implementada no LAMMPS (Large-scale Ato-
mic/Molecular Massively Parallel Simulator) [15]. Esse
tipo de abordagem ¢é bastante utilizada atualmente nos
campos da Fisica, Quimica, Biologia e Engenharias, pois
permite uma fécil visualizagdo dos movimentos atémicos
e, computacionalmente, ha varios pacotes de Dinamica
Molecular disponiveis.

A Dinamica Molecular, por sua vez, se baseia na
possibilidade de descrever a trajetoria de um sistema
de particulas através da solucao das Leis de Newton por
meio de computadores [I6] (ou, de maneira equivalente,
um sistema Hamiltoniano para mecénica cldssica [I7]).
No caso do LAMMPS, as integrais sdo resolvidas por
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um algoritmo chamado wvelocity- Verlet [18]. Apesar da
solugdo por Dindmica Molecular se basear na solugdo
das leis de Newton, como feito na se¢ao anterior, nao sera
necessario reescrever o conjunto de equacgao diferenciais,
sendo necessario informar apenas o tipo de ligacdo entre
particulas. Para uma melhor compreensao dos conceitos
e fundamentos da Dindmica Molecular, recomenda-se os
livros de Mark Tuckerman [16] e Allen e Tildesley [19].
Visando a solucdo do sistema de equagbes, deve-se
conhecer as condic¢bes iniciais do mesmo e, para isso,
devemos informar a posicdo inicial de cada particula.
Além disso, é necessario determinar qual o tipo de liga-
¢ao que essas particulas possuem e com quais elementos
as mesmas estdo conectadas. No caso abordado neste
trabalho, o nimero de particulas deve ser uma poténcia
de dois (0 que permite uma transformacdo rapida de
Fourier no programa de andlise), adicionado de duas
particulas a mais (que neste caso atuam como paredes),
totalizando N particulas. Além disso, estamos conside-
rando molas de constante igual que unem as particulas,
portanto temos apenas uma espécie de ligacdo. Como
estas particulas estdo ligadas apenas a suas vizinhas,
temos (N-1) ligagdes. Em um outro tipo de situagéo,
com escala mais aprofundada e caracteristicas mais
complexas, essas ligagoes descreveriam, por exemplo,
ligagoes quimicas usando potenciais adequados, os quais
podemos encontrar publicados em revistas cientificas.

O LAMMPS é processado através de comandos forne-
cidos por um arquivo de entrada, chamado script. En-
tretanto, para facilitar a preparagao da simulacao, foram
elaborados dois arquivos editaveis: um arquivo contém
as condicbes iniciais para a simulacdo e o outro conta
com a descricao das forgas de interagao. O arquivo com
as condigOes iniciais possui duas se¢des: uma dedicada
aos chamados “atomos” e outra para as “ligagoes”.

Para a sessao “4tomos”, o que determina as informa-
¢oes necessarias é o tipo de particula a ser simulado,
sendo nesse caso imprescindivel a identificagdo das parti-
culas e suas coordenadas. Na segunda secao (“ligagdes”),
precisamos identificar os elementos conectados. Além
destas informagdes, na sintaxe do LAMMPS, existe
um cabegalho que contém os limites do nosso espago
de simulacdo. A necessidade da criagdo do arquivo
relacionado as forgas de interagao surgiu do fato de
nenhum modelo contido no LAMMPS assemelhar-se
as forcas de interacdo exigidas pelo nosso estudo de
caso. O imprescindivel deste arquivo é a descri¢io da
magnitude das forcas e a energia de ligacdo em funcéo
da distancia da ligagdo. Todos os arquivos mencionados
anteriormente estdo escritos a partir de codigos em
Python de forma a serem facilmente ajustaveis.

Para podermos iniciar a simulacao, foi elaborado um
script que condensa os comandos necessarios para se
obter os resultados. Neste, sdo especificadas as unidades
a serem usadas, o tipo de particula e a dimensao do
espaco. Uma descricdo detalhada de cada comando,
com seus argumentos possiveis, pode ser encontrada na
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documentacdo do LAMMPS, em inglés. H4 comandos
que determinam o tipo de integragao a ser adotado —
aqui velocity-Verlet. Para podermos obter resultados
comparaveis com a secdo anterior, precisamos esta-
belecer como condicdo de contorno um sistema fisico
com paredes fixas. Assim, apenas um sub-grupo de
particulas que nao contém os elementos das bordas tera
seu movimento integrado, excluindo as particulas das
extremidades do sistema. No final do script é solicitado
para o LAMMPS gerar um arquivo com a posi¢io e
velocidade de todos as particulas para cada iteragao do
simulador.

Na posse deste arquivo, foi escrito um cédigo em
Python para podermos analisar os resultados e compara-
los a solucdo numérica. Basicamente, o que realmente
é necessario na andlise é agrupar as informagoes de
cada particula e ajustar a posicdo de cada um para
o deslocamento relativo. Depois disso, como realizado
na solugdo numérica, executamos uma transformada de
Fourier e, por fim, conseguimos comparar os resultados
obtidos anteriormente na se¢ao, com a solu¢ao numeérica.

Podemos notar que os graficos das Figuras [§] e [J] sdo
muito similares aos apresentados na solugdo numérica.
Porém, ha uma distingdo entre eles, a saber, o nimero
de iteragoes que ¢é realizado. No caso de Dinamica
Molecular, este ntimero é fungdo do timestep (passo
de integracdo). Na natureza, o tempo é uma varidvel
continua, ja em computadores, a varidvel tempo é dis-
creta — passa em passos. Para haver conservagao da ener-
gia é necessario que haja uma continuidade temporal.
Em um computador, aproximamos da realidade através
da diminuigdo do timestep [16]. Por um lado, timesteps
menores nos levam a conservacao de energia melhores,
mas também um numero de iteragoes maiores, com
processamentos mais longos, o que implica no aumento
dos custos computacionais.

Quanto maior o passo de integracdo numa simulacéo
de Dindmica Molecular, mais impreciso se torna a con-
servacao de energia. Isso pode ser percebido pela maior
participacao dos modos normais, além do primeiro, na
alocagdo de energia, assim como nas frequéncias de re-
corréncia que foram calculadas. Tomando as frequéncias
obtidas pela solu¢do numérica como referéncia, os dados
para cada frequéncia, assim como suas concordéancias
associadas, sdo apresentados na Tabela 2] Em Dindmica
Molecular, a conservacao de energia depende do tama-
nho do timestep. Longos passos de integracao levam a
uma pior conservagio da energia [16].

A partir das Figuras [§] e [0] podemos mensurar as
frequéncias fpys de 1% e 2% ordem para os timesteps de
0,1 e 0,5. Os resultados dessas determinacdes sdo mostra-
dos na Tabela 2] junto com os valores de concordancia,
Af, entre a solugdo por Dindmica Molecular fpas e a
solugdo numérica fgy

AleOOX(l—fDM_fSN') (43)

fsn
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(b) Timestep de 0,5.

Figura 8: Representacio das simulacdes de Dindmica Molecular com dois timesteps diferentes, mostrando as energias armazenadas
nos cinco primeiros modos normais: 1° modo — azul; 2° modo — laranja; 3° modo — verde; 4° modo — vermelho; e 5° modo — lilds

(no primeiro ciclo).
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(b) Timestep de 0,5.

Figura 9: Representacio das simulacdes de Dindmica Molecular com dois timesteps diferentes, mostrando as energias armazenadas
nos dois primeiros modos normais: 1° modo — azul e 2° modo — laranja.

Tabela 2: Tabela de frequéncias, em Hz, para dois timesteps
diferentes e valores relativos percentuais A f; comparados aos
da solucdo numérica, sendo o subscrito ; indicativo de timestep
0,1 ou 0,5.

Timestep 1* ordem  Afy1 22 ordem  Afys
0.1 9.55 x 10~° 99 434 x107% 96
0.5 8.25 x 1075 86 3.75 x 1076 89

Notamos que hd uma redugao relativa das frequéncias
para a solucdo numérica e, quanto maior o timestep,
maijor ainda é a reducdo da frequéncia. Os valores
de 2% ordem sdao mais afetados pois necessitam de
processamentos mais longos para se obter precisdo si-
milar que os de 1% ordem. Assim, a conservagao de
energia para processamentos mais longos é diretamente
afetada pela grandeza do timestep, como discutido
anteriormente.
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7. Exercicios pedagégicos

Nossos programas e scripts estdo disponiveis atra-
vés de um repositério Github [9]. Para processar
programas em Python, serd necessario a instalacao
de um pacote Python. Indicamos o pacote gratuito
Anaconda disponivel em https://www.anaconda.com/\
O pacote LAMMPS esta disponivel gratuitamente em
\hitps:/ /lammps.sandia.gov/download.html. Os exerci-
cios propostos abaixo podem necessitar de adaptacoes
dos codigos de programagao em Python, as quais os
alunos sao aptos a realizar. Nossa intencao é que os
exercicios permitam desde uma simples repeticdo dos
resultados apresentados, até uma investigagdo inicial
mais profunda, e que possam gerar novas abordagens
para os professores de Ensino Médio e Superior.

1. Processe os programas e obtenha as frequéncias
observadas no artigo.
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2. Faga as alteragdes necessérias (como comentado no
script do LAMMPS) para realizar as simulagoes
para um caso cubico. Explique o porqué de certos
modos de energia nao serem excitados.

3. Estabeleca a relacdo entre a energia depositada
inicialmente no primeiro modo normal e a distri-
bui¢do nos modos normais com o passar do tempo
(observe que o valor praticamente se conserva).

4. Adotamos no artigo o Sistema Internacional de
Unidades. Para isso, tomamos como exemplo a
massa da particula como 1 kg e a unidade de
tempo como o segundo. Porém, utilizar unidades
reduzidas ndo acarretard em alteragdes. Sugere-
se explorar a transformagdo de unidades para
sistemas nao convencionais.

5. Se utilizar o LAMMPS, pode-se imprimir as po-
sicoes de forma a criar um filme das particu-
las em movimento. Para isso, pode-se usar um
visualizador de particulas e moléculas como o
Ovito, disponivel em https://www.ovito.org. Tente
relacionar a visualizacdo com o que é lido, por
exemplo, dos graficos

6. Para qual valor de a méaximo, no codigo em
Python para solu¢do numérica, ainda conseguimos
observar as recorréncias de FPUT?

7. Examine a diferenga entre posi¢oes de particulas
vizinhas x;11 — x; (é possivel detectar a presenca
de estruturas propagantes que sdao, na verdade,
sélitons de Zabusky-Kruskal [20]).
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