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Os conceitos de ondas estaciondrias e modos normais sdo dos mais fundamentais da fisica, tanto da mecanica
classica como da quantica e do eletromagnetismo. Demonstracoes usuais da existéncia de modos normais de
oscilagdo incluem quase que exclusivamente modelos mecénicos, como por exemplo, cordas vibrantes. Neste artigo
propomos um experimento simples para a geragao e observacdo de ondas eletromagnéticas estacionarias em um
cabo coaxial.
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The concepts of stationary waves and normal modes are among the most important concepts of physics, from
classical mechanics to quantum mechanics and electromagnetism. The usual demonstrations of the existence of the
normal modes of oscillation consider just mechanical models as, for example, vibrating strings. This communication
proposes a simple experiment for produzing and observing electromagnetic stationary waves in a coaxial cable.

Keywords: stationary electromagnetic wave, coaxial cable, impedance.

1. Introducao

Os conceitos de ondas estacionarias e modos normais
sao dos mais fundamentais da fisica, tanto da mecénica
classica como da quéntica e do eletromagnetismo. Eles
estao presentes em modelos fisicos relacionados, por e-
xemplo, aos modos normais de oscilagdo de uma rede
cristalina, as vibragdes moleculares, aos elétrons num
metal (elétrons de Bloch) e as oscilagdes dos campos
eletromagnéticos numa cavidade 6ptica que originam um
feixe laser. Assim, o estudo envolvendo a fundamentacio
tedrica e a experimentacao em relacdo aos modos normais
de oscilagdo de um sistema se torna fundamental para a
formagao de um estudante da area de exatas. Diversos
trabalhos publicados na literatura exploraram esse t6-
pico, implementando estratégias experimentais baseadas
na montagem de dispositivos mecanicos. Dentre esses
trabalhos podemos destacar a utilizagao de cordas [1],
instrumentos musicais 2], diapasoes [3], motores [4] e um
computador [5]. Porém, até o presente momento, houve
poucas tentativas de abordagem experimental aos modos
normais baseados na geracao de ondas eletromagnéticas
estaciondrias [6] e na medida da velocidade de propaga-
¢do de ondas eletromagnéticas em um cabo coaxial [7].
Ondas eletromagnéticas podem ser geradas por oscilagoes
de carga elétrica devido a aplicagdo de uma diferenca de
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potencial senoidal em uma linha de transmissao. Nesse
caso, tanto a corrente elétrica quanto a tensdo passam
a exibir o0 mesmo comportamento ondulatério. A propa-
gacao de ondas em guias de ondas, um tipo de linha de
transmissao, é geralmente abordada teoricamente num
curso de eletromagnetismo, mas raramente é visualizado
em um laboratério. A transmissao de sinais usando linhas
de transmissdo é um assunto extremamente importante
tanto do ponto de vista da fisica basica quanto do ponto
de vista tecnoldgico. O intuito desse trabalho é o de pro-
por um experimento simples para a formacao de ondas
eletromagnéticas estacionarias estabelecidas em um cabo
coaxial, mediante um gerador de sinais, e que podem
ser comprovadas com a ajuda de um osciloscépio pelo
comportamento ondulatorio correspondente da tensao
elétrica. Assim, pretendemos contribuir para a melhoria
do ensino nos cursos de graduacao destinado a formacéo
do quadro de profissionais da area de exatas.

2. Fundamentagao Teodrica

2.1. Rede infinita de impedéancias

Uma linha de transmissao, dos quais o cabo coaxial é
um exemplo, é qualquer estrutura que permita a transfe-
réncia entre dois pontos de sinais e energia na forma de
ondas eletromagnéticas. O cabo coaxial é composto de
um fio condutor interno e uma malha condutora externa
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Figura 1: Esquema da estrutura de um cabo coaxial: a) fio con-
dutor interno, b) dielétrico interno, c) malha condutora externa
e d) isolante externo.

Figura 2: Rede linear semi-infinita de impedancias, cujas unida-
des elementares incluem impedancias Z; e Zs.

separados por um meio dielétrico (Figura 1), o qual pode
ser idealizado como um conjunto de pardmetros distribui-
dos, sendo estes indutancia, capacitancia e resisténcia dos
dois condutores combinados e conduténcia associada ao
material dielétrico. Para as frequéncias utilizadas nesse
trabalho, consideraremos que a resisténcia e a condutan-
cia sdo despreziveis (linha de transmissdo sem perda).
Assim, o cabo coaxial pode ser considerado como uma
rede linear periddica de indutincias e capacitancias, ou
seja, uma justaposicdo de unidades como as constituidas
pelas regides entre linhas paralelas tracejadas na Figura
2 8]

Consideremos a rede linear semi-infinita da Figura
2 formada por impedéancias de valor Z; localizados ao
longo do condutor superior e impedéancias de valor Zs
interligando ambos condutores. Supondo que a direita
do ponto A a rede semi-infinita possui um valor de im-
pedancia Z.,, a parte da rede a direita de A poderia
ser substituida em sua totalidade por uma tunica impe-
dancia de valor Z.,, mas sendo semi-infinita, também
poderia ser substituida por uma impedancia de valor Z.,
com similar efeito somente a parte da rede semi-infinita
a direita da linha tracejada por A’ (Figura 3). Assim,
podemos estabelecer a seguinte relacao:

RN (1)
Zo+ Zey’

e portanto, o valor da impedéncia da rede semi-infinita
é dada por:

Zeq =21+

Z 72
Zeq:71+ T4z (2)

O resultado obtido nos mostra que a rede semi-infinita
de impedancias pode ser pensada como constituida da
forma mostrada na Figura 4. Ou seja, o segundo termo
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A A A

Figura 3: Uma rede semi-infinita de impedancia Z., pode ser
substituida total ou parcialmente por uma tnica impedancia de
valor Zeq.
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Figura 4: Forma alternativa de considerar a linha de transmissao
semi-infinita.

de Z.4 é a impedancia da rede além da linha de tracos
que passa por A” na Figura 4, a qual denominamos por
Zy ou impedancia caracteristica da linha de transmissao.
Supondo que Z; é uma reatancia puramente indutiva
dada por Z; = iwL e Z; é uma reatancia puramente
capacitiva dada por Zy = —i/wC, onde L e C sdo os
valores de indutancia e capacitancia dos elementos que
formam a rede semi-infinita, respectivamente, Z, é dado
por:

7 L L2w? 3
o=y 5 -2 )
Para 0 < w < wy, onde wy = 2/\/@ ¢ denominada
frequéncia de corte, Zj é real, ou seja é puramente re-
sistiva. Embora a rede seja composta por indutancias
e capacitancias, a energia é “dissipada” na rede semi-
infinita. Isso pode ser entendido pelo seguinte argumento:
a energia fornecida pela fonte vai sendo armazenada nos
suscessivos elementos indutivos e capacitivos na forma
de campos magnéticos e elétricos, respectivamente. Por-
tanto, a energia vai sendo transportada ao longo da rede
semi-infinita. Assim, se finalizarmos um cabo coaxial de
qualquer extensao com uma resisténcia no valor de Zy, o
cabo coaxial finito comportar-se-4 como sendo um cabo
semi-infinito.

2.2. Onda progressiva numa linha de
transmissao

Com relacao a rede semi-infinita de impedéancias vimos
que a energia se propaga para sinais elétricos cuja frequén-
cia é menor que a frequéncia de corte wy. Um cabo coaxial
pode ser idealizado como sendo uma justaposicao de se-
¢oes de comprimento Ax, cada uma com uma indutancia
Ly e uma capacitancia Cy, ambas por unidade de compri-
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mento, na qual ndo hé perdas. Assim podemos aplicar os
resultados da secao anterior para o caso de indutancias e
capacitancias de valor Lo Az e Cy Ax, respectivamente,
tomando posteriormente o limite Az — 0. Portanto para
um cabo coaxial ideal, wy — oo para Az — 0, podendo
transmitir sinais eletromagnéticos na forma de ondas
para virtualmente qualquer frequéncia, sendo que Zj é

dado por:
Lo
Zo =1/ —. 4
=17 ()

Para obtermos a equacao de onda satisfeita no cabo
coaxial, podemos considerar a diferenca de potencial
entre os pontos z e x + Az, onde z é dado em relacéo a
um extremo do cabo, ao longo do condutor interno do
cabo (Fig. [5)), é devida & induténcia de valor Lo Az e é
dada por [9):

dI

V(a:—|—AJ:)—V(m)=—LOAJ:E. (5)

Dividindo a expressao anterior por Az e tomando o limite
para Az — 0 obtemos:

LA (6)
x dt

Consideremos a corrente elétrica que circula pela se¢ao
no ponto x do cabo. Se a corrente que sai do elemento em
z, I (x + Ax), é diferente da que entra na mesma regiao,
I (), a diferenca por unidade de tempo I (z + Az)—1I (z)
tem que estar sendo acumulada na capacitancia da mesma
regido. Portanto podemos escrever:

dv
I(z—&—AI)—I(I):—COA:cE. (7)
Novamente dividindo ambos membros da equacao ante-
rior e tomando o limite para Ax — 0 obtemos:

dI dv
=G 8)

As Equacoes |§| e sao denominadas de Equagoes da linha
de transmissao ou Equacoes de telegrafia. Derivando a
Eq. [6] em relagdo a z e a Eq. [§] em relagio ao tempo e
combinando ambas expressoes finais obtemos:

d>v d>v
a2 = e )

Similarmente obtemos para I:

V(x) ( ) Vi(z + Azx)
x x4+ Ax

Figura 5: Correntes e voltagens observadas num cabo coaxial.
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dx dt
Assim, a voltagem e a corrente se propagam ao longo da
linha de transmissao como uma onda com velocidade de

fase dada por:
v = 1/\/ L()Co. (11)

2.3. Ondas estaciondrias

(10)

Vimos nas seg¢oes anteriores que um cabo coaxial sustenta
ondas progressivas de diferenca de potencial e corrente
elétrica praticamente para qualquer frequéncia, sendo pos-
sivel a propagagao em qualquer um dos sentidos. Também
foi visto que uma rede semi-infinita pode ser reduzida
na sua extensdo se finalizamos ela com uma impedancia
cujo valor satisfaca a Eq. 3. Caso a impedancia utili-
zada para finalizar a linha semi-infinita tenha um valor
diferente, originar-se-4 uma onda progressiva que se pro-
pagara no sentido contrario a qual interferird com a onda
propagando-se no sentido inicial. Este efeito é equiva-
lente ao observado numa corda na qual é gerada uma
onda num dos extremos. Quando a onda atingir o ou-
tro extremo, uma segunda onda é gerada nesse extremo,
propagando-se no sentido contréario e interferindo com a
onda incidente, com uma fase relativa a onda incidente
dependente das condi¢des no extremo final. Se este é fixo,
a onda refletida é originada com uma diferenca de fase
igual a m em relagdo a onda incidente, e se o extremo é
livre, a fase relativa é 2w. Assim, a fase relativa da onda
gerada no extremo do cabo coaxial dependerd da forma
como este seja finalizado. O fato de haver um espectro
continuo de frequéncias de sinais que geram ondas esta-
ciondrias no cabo coaxial, nas condigoes de casamento
de impedéancia entre o cabo e o gerador de frequéncias
e para qualquer comprimento do cabo coaxial utilizado,
permite fazer a analogia mecanica deste com a de uma
corda de extensao infinita ou semi-infinita.

Considerando uma solugdo complexa das Equacoes 8
e 9, podemos escrever para a voltagem [10]:

1% Vt4+V- (12)

_ %Jr ei(fka;ert) + %f ei(lerwt)’ (13)

onde o primeiro termo representa uma onda progressiva
propagando-se no sentido positivo de x e o segundo termo
uma onda se propagando no sentido negativo de z. Na
onda progressiva v = Af = w/k. Expressao similar pode
ser escrita para I:

T =T efthoren 4 I eilhrsen (1)

lembrando que a tensdo e a corrente efetivamente
medidas sdo a parte real das expressdes complexas

(V =R (17) I =R (f)) A relacao entre a voltagem e

a corrente ao longo da linha de transmissao é:
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Figura 6: Esquema das voltagens presentes nos extremos da
linha coaxial.

= Z. (15)

Consideremos £ = 0 no ponto da conexao do cabo
coaxial com a carga. Assim, na conexao do cabo com o
gerador teremos x = —[ (Figura 6).

Em z = 0 verifica-se também que:

Zr, = M (16)
I(z=0)
AT (1)
IS + 1y

Por outro lado, substituindo a_expressdo para V da
Eq. [13|na Eq. @ resolvendo para I e comparando com a
Eq.[14] obtemos que:

. )
Iy Iy

Assim, a Eq. pode ser escrita como:

Vit + vy
Zy = 2—=Z, (19)
o' =%
ou resolvendo para XZ)_:
~ L= Ty~
Vo = —Vi". 20
0 ZL + Z(J 0 ( )
O coeficiente I' definido por:
VARSI
s ——— 21
7.+ 7, (21)

é chamado “coeficiente de reflexdo” e em geral é complexo.
No nosso caso, pelas condigées impostas a impedancia
de carga Zj, o coeficiente de reflexao é real. Da Eq.
vemos que —1 <T' <1, sendo —1 para uma impedéncia
de carga nula, ou seja para um curto-circuito no extremo
final da linha, 0 para uma impedéancia de carga igual a
impedéncia caracteristica (casamento de impedéncia) e
em cujo caso nao temos onda refletida, e 1 no caso de
uma linha aberta no extremo final. Em termos de T, as
ondas podem ser escritas como:
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‘7— _ %Jr [ei(—kw+wt) 47 ei(kw-‘,—wt)} ) (22)

Em relacao a analogia mecanica, a condicao Z; =0
(I' = —1) corresponde ao extremo final da corda sendo
fixo, e 0 caso Z, — oo (I'=1) ao extremo da corda
sendo completamente livre. A superposicdo de ondas
contrapropagantes de mesmo comprimento de onda e
frequéncia leva a formagao de ondas estacionarias na
linha de transmissao. Lembrando que o sinal medido é a
parte real da Eq. obtemos:

vt = v

~ |12 . )
— “/OJF‘ [1 + I\Q + Fe—’b?kﬂ,’ + 1’\612143;8}

“70+ ‘2 [1+ T2+ 2T cos (2kz)], (23)

onde usamos a identidade e!® + e~** = 2cos (o). A Eq.
23 mostra que a amplitude da voltagem medida V) =

“7‘ ao longo da linha de transmissao, quando nela se

propagam ondas de numero de onda k e comprimento
de onda A\ = 27”, apresenta uma modulagao espacial
com nimero de onda k' = 2k e periodicidade espacial
A = )\/2, tomando valores méximo e minimo dados por

’V()Jr’ (1+]T)) e ‘VOJr’ (1 —|T|), respectivamente. Assim,
a diferenca entre os valores maximos e minimos da onda
estacionaria é dada por:

AVp =2 ‘ffoﬂ B (24)

A Figura 7 mostra trés padroes espaciais para a am-
plitude da onda estacionaria. Na Figura 7a é mostrada
a amplitude da onda progressiva no sentido positivo de
z, quando nao ha onda refletida devido ao casamento
das impedancias entre a linha e a carga em « = 0. Nas
Figura 7b e 7c sao mostrados os padroes espaciais da
amplitude no caso de um curto-circuito ou da conexao
estar aberta em x = 0, respectivamente. Das Figs. 7b e
7c é possivel observar que as curvas estao deslocadas em
A/4 entre si.

Dado um cabo coaxial de comprimento [ com um

curto-circuito em . = 0 (Z;, = 0Q,T = —1), haverd um
minimo em x = —[ se 2kl = 27n paran = 1,2,--- e
um méaximo se 2kl = (2n — 1) 7 paran =1,2,---. Isso

implica que as frequéncias das ondas progressivas em
cada caso sao:

i n=1,2,-- (min.)
fn= (25)
7@2n—1) n=12-- (mix.)
Caso em x = 0 0 extremo esteja aberto (Z, — 0o, ' = 1),
em ¢ = —! haverd um minimo se 2kl = (2n—1)7
para n = 1,2,---, e um maximo se 2kl = 27w n para
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n =1,2,---. Nesse caso as frequéncias das ondas pro-
gressivas correspondentes a cada caso sdo:

L n=12-- (mix.)

Jn= (26)
7@2n—1) n=12,-- (min.)

Das Equagoes e@podemos observar que as posi¢oes
dos méximos e dos minimos encontram-se trocadas entre
si para as condicbes do extremo final em curto-circuito e
aberto, e que as frequéncias correspondentes encontram-
se espagadas entre si no valor de:

Af =~ (27)

3. Montagem e Procedimento
Experimental

O arranjo experimental utilizado para a visualizacao das
ondas estaciondrias em um cabo coaxial compreende um
gerador de sinais (Juntec, JDS6600), o qual entrega ondas
com frequéncias de até 20 MHz, um osciloscopio de dois
canais (Tektronix, TBS 1052B) e um cabo coaxial de
15,69 m cuja impedancia caracteristica é 50 Q2 (RG-58).
Um esquema do arranjo experimental é mostrado na
Figura 8. Sendo as impedancias de saida do gerador de
tensdo de 502 e de entrada do osciloscépio de 1 M€, o
uso do cabo coaxial de 50 {2 permite que nao exista uma

a) =0 Vo
%
> T
0
b) =-1 Vo
________________________ -1 2|
>
P 0
A/2
c) =1 ho
2|Vt
> T
0

Figura 7: Amplitude V, da onda estacionaria em funcdo da
posicdo x ao longo do cabo coaxial para: a) casamento de
impedancia, b) curto-circuito, c) extremo aberto em z = 0,
sendo \' = \/2 a periodicidade espacial.

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2020-0178

€20200178-5

Osciloscopio

/ Gerador de Funcao

Figura 8: Esquema do arranjo experimental: gerador de sinais,
osciloscépio e cabo coaxial.

reflexdo no ponto de entrada da onda, a qual geraria
outra onda que iria se superpor com a onda inicial e a
onda refletida no outro extremo do cabo.

Com este arranjo foram determinadas a velocidade de
fase das ondas progressivas e foi verificada a existéncia
de ondas estacionarias no cabo. Para a determinacao
da velocidade de fase, um dos extremos do cabo coaxial
finalizado com um conector BNC e denominado de A,
foi conectado por meio de um conector BNC tipo T ao
gerador de sinais e ao canal 1 do osciloscopio. O outro
extremo do cabo coaxial, também finalizado com um
conector BNC e denominado B, foi conectado por meio
de um conector BNC tipo T a um terminal BNC de 50 e
ao canal 2 do osciloscépio. Para a medida da velocidade de
fase, é necesséario o casamento de impedéancia no extremo
B. Dessa forma, a onda injetada no ponto A nao geraréa
uma onda refletida no ponto B, e assim o cabo comportar-
se-4 como um cabo semi-infinito. A velocidade de fase
¢é dada pela relagao v = ﬁ, onde [ é o comprimento do
cabo e At é o atraso do sinal no ponto B em relagao ao
sinal medido em A. No nosso arranjo foi utilizado 0,2 m
de um cabo coaxial de 50 (2, ligando o gerador de funcao
com o osciloscopio o qual teve que ser levado em conta
na determinagdo da velocidade de fase na forma de uma
diminuigdo no comprimento efetivo do cabo coaxial para
15,49 m.

Para a verificacdo das ondas estaciondrias o extremo
A foi ligado ao osciloscépio e ao gerador como no caso
da medida da velocidade de fase, e o extremo B estava
em uma das trés situacgoes seguintes: aberto, em curto-
circuito (unindo o condutor interno com a malha externa),
ou ter um terminal BNC de 50 (2.

E importante resaltar um ponto chave sobre o arranjo
experimental: a diferenga de fase entre as ondas nos
pontos A e B é dada por Ap = wAt = 27 fl/v e sendo
a velocidade de fase da ordem de 108m/s, para que seja
observada uma diferenca de fase mensuravel, é necessario
levar em conta a frequéncia utilizada e o comprimento
do cabo coaxial: um comprimento muito curto do cabo
pode exigir grandes frequéncias, enquanto que um cabo
longo permitiria utilizar frequéncias baixas.

Revista Brasileira de Ensino de Fisica, vol. 42, e20200178, 2020



€20200178-6

Para a medida da velocidade de fase, foi capturada
a forma de onda senoidal, produzida pelo gerador, nos
pontos de inje¢do do sinal (4) e no extremo oposto (B),
observando o atraso da ultima em relagdo a primeira. O
procedimento adotado para a obtencao das ondas estaci-
onarias foi o seguinte: foi configurado o gerador de sinais
para fornecer uma onda senoidal mudando a frequéncia
em passos de 2 x 102 kHz e para cada frequéncia do gera-
dor, foi medida a amplitude V4 do sinal senoidal no ponto
A. A leitura das informagoes pode ser feita manualmente
ou automatizada [11].

4. Resultados e Discussoes

4.1. Velocidade de fase

A Figura 9 mostra o resultado da medida simultdnea dos
sinais nos pontos A e B para a frequéncia de 5 MHz. A
partir destes dados podemos determinar a velocidade de
fase da onda que se propaga ao longo do cabo coaxial.
Os valores obtidos da velocidade de fase para frequéncias
de até 20 MHz sdao mostradas na Figura 10.

A velocidade de fase nessa escala de frequéncias é
aproximadamente constante para frequéncias acima de
2,5 MHz, com valor médio ¥ = 2,03 x 10% m/s, resultado
este que esta de acordo com o valor obtido anteriormente
[7]. Do valor médio da velocidade de fase, o valor previsto
de Af (Eq. é aproximadamente 6,5 MHz.

4.2. Ondas estacionarias

A Figura 11 mostra a amplitude do sinal medido no ponto
A para 3 configuragoes do extremo B: aberto, em curto-
circuito e com um terminal BNC de 50 2. Como pode
ser observado, a amplitude da tensao medida apresenta
uma variacdo com a frequéncia do gerador, e os valores
das frequéncias correspondentes aos maximos e minimos

Ponto A

----- Ponto B

Voltagem (V)

T T T T
0 100 200 300 400 500
t (ns)

Figura 9: Sinais medidos em A (linha continua vermelha) e
em B (linha de tracos preta) para a frequéncias de 5 MHz do
gerador.
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das amplitudes correspondentes as impedancias de carga
de 02 e oo estdo trocadas entre si.

Os valores das frequéncias para a existéncia de um
minimo ou um maximo no ponto A obtidos nesse trabalho
para o cabo coaxial de 15,69 m sdo mostrados na Tabela
1.

E importante salientar que as frequéncias para a obten-
¢do dos maximos e minimos dependem estritamente do
comprimento do cabo, ou seja um comprimento diferente

0,75

0,70 4

0,65 4

0,60 -

v/c

0,55 4
L]

L)
0,50 4

J(MHz)

Figura 10: Velocidade de fase no cabo coaxial das ondas eletro-
magnéticas, em termos da velocidade de propagacao no vacuo,
para frequéncias de até 20 MHz.

VoV

0 5 10 15 20
f(MHz)

Figura 11: Gréfico da voltagem medida no ponto de injecdo do
sinal (ponto A) em funcdo da frequéncia do gerador de sinais.

Tabela 1: Frequéncias, em unidades de MHz, para a obtencdo
de um minimo ou um maximo no ponto A, para o cabo RG-58
de 15,69 m de comprimento e impedancias de carga de 02 e
0.

n Max. Min.

I'=-1 T'=1 I'=-1 T'=1
1 3,0+0,2 6,2+0,2 6,5+0,2 3,2+0,2
2 9,5+0,2 12,5+0,2 13,1£0,2 9,7+0,2
3 16,0+0,2 19,0+0,2 19,6+0,2 16,44+0,2
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leva a frequéncias diferentes para os mesmos maximos
e minimos. A diferenca de frequéncia entre maximos
consecutivos e minimos consecutivos tém uma excelente
concordancia com o valor previsto. No caso do uso do
terminal BNC de 502, a curva de V também apresenta
um comportamento periédico com relagao a frequéncia e
de igual periodicidade. O motivo de ndo termos obtido
uma linha reta no caso da impedéancia de carga de 50 (2,
assim como a variagao com a frequéncia dos valores ma-
ximos e minimos de Vy pode ser devido ao fato de termos
utilizado um modelo idealizado de uma linha coaxial de
uso comercial, o qual ndo levou em conta uma possivel
componente resistiva no cabo coaxial.

5. Conclusao

Nesta comunicagdo apresentamos uma demonstragao sim-
ples e didatica da existéncia de ondas estacionérias de
tensdo em um cabo coaxial. Esta demonstragao pode
ser implementada facilmente num laboratério de fisica
experimental béasica em cursos da area de ciéncias exatas
e engenharia, possibilitando a integracdo de conceitos
béasicos da mecanica e do eletromagnetismo. Assim, espe-
ramos ter contribuido para a formacao béasica de nossos
alunos de ciéncias exatas e engenharia.
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