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Um Experimento de Oscilador For�cado Amortecido
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Este trabalho apresenta um experimento apropriado para as aulas de laborat�orio que s~ao normal-
mente oferecidas em cursos de gradua�c~ao. Este experimento est�a baseado em oscila�c~oes for�cadas
amortecidas de uma agulha magn�etica e permite a observa�c~ao do fenômeno de ressonância, que
ocorre quando a freq�uência do campo magn�etico dependente do tempo coincide com a freq�uência
de oscila�c~oes livres da agulha de uma b�ussola, que por sua vez depende da magnetiza�c~ao e do mo-
mento de in�ercia da agulha. As oscila�c~oes da agulha foram monitoradas com uma sonda Hall e um
microcomputador, e os resultados experimentais foram comparados com a teoria atrav�es da an�alise
de Fourier dos dados. Estes resultados apresentaram boa concordância com as previs~oes te�oricas.

This work presents an experiment suitable for intermediate laboratory instruction, which is based
on the forced damped oscillations of a magnetic needle. This allows the observance of a resonance
phenomenon, which occurs when the frequency of the time dependent magnetic �eld matches the
frequency of free oscillations of the compass needle that depends on the magnetization and moment
of inertia of the needle. The compass needle oscillations were monitored using a Hall sensor and a
PC. Theory and experiment were compared using a Fourier analysis of the data. The results are in
good agreement with the theoretical expectations.

I Introdu�c~ao

O movimento de um oscilador harmônico simples tem
sido amplamente estudado em cursos de f��sica experi-
mental devido �a possibilidade de se utilizar dois ins-
trumentos simples: o pêndulo e o sistema massa-mola.
Estes estudos experimentais geralmente s~ao baseados
na medi�c~ao do per��odo, a partir do qual s~ao derivados
os parâmetros dinâmicos.

Nos �ultimos anos v�arios experimentos foram pro-
postos para estudar o movimento de um oscilador
harmônico simples for�cado amortecido [1-5]. Por exem-
plo, os coe�cientes de viscosidade do ar e do �oleo podem
ser determinados a partir de oscila�c~oes livres de uma
bola sustentada por uma mola [1, 3].

Recentemente, devido ao aumento de capacidade
dos computadores pessoais (PC), a aquisi�c~ao e an�alise
dos dados foram inclu��dos dentro do arranjo experimen-
tal, tornando poss��vel fazer compara�c~oes mais precisas
entre os dados experimentais e as previs~oes te�oricas
[4,5].

Neste trabalho apresentamos um experimento para
estudar as oscila�c~oes for�cadas amortecidas da agulha de
uma b�ussola. A aquisi�c~ao de dados �e feita atrav�es de
um microcomputador e a an�alise de Fourier �e utilizada

para estudar o movimento oscilat�orio.
As duas se�c~oes a seguir contêm a teoria das os-

cila�c~oes for�cadas amortecidas de uma agulha imantada
e os detalhes do experimento proposto.

II Teoria

A seguir vamos considerar uma agulha imantada
em uma regi~ao do espa�co onde existem dois cam-
pos magn�eticos perpendiculares, um campo magn�etico
est�atico, B0 = B0 î, e um campo magn�etico harmônico,
B1 = B1 cos!t ĵ, como ilustrado na Fig. 1, onde !
�e a freq�uência angular do campo harmônico. O vetor
campo magn�etico total B �e dado pela superposi�c~ao dos
dois campos e pode ser escrito como

B = (B0; B1 cos!t; 0): (1)

O torque, ��B, devido a intera�c~ao magn�etica entre
os campos e o momento magn�etico da agulha, �, �e res-
pons�avel pela mudan�ca do momento angular da agulha,
L, na seguinte forma [6]

dL

dt
= ��B: (2)
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Como L = I �� [7], esta equa�c~ao diferencial pode ser ex-
pressa como uma equa�c~ao diferencial de segunda ordem

I �� = �B1 cos � cos!t� �B0sen� (3)

onde �� representa a derivada de segunda ordem do
ângulo polar � entre a agulha e B0, sendo I o mo-
mento de in�ercia da agulha. Como �e usual, considera-
mos apenas pequenos desvios na posi�c~ao de equilibrio
da agulha, o qual s~ao de�nidos por sin � � �. Neste
caso a Eq. (3) se transforma em uma equa�c~ao linear de
segunda ordem

�� +
�B0

I
� =

�B1

I
cos!t; (4)

que de�ne um oscilador harmônico for�cado de
freq�uência natural

!0 =
p
�B0=I: (5)

Como tamb�em �e usual, consideramos o processo de re-
laxa�c~ao, induzido pelo atrito da agulha, que �e depen-
dente da velocidade, incluindo termos de primeira or-
dem na equa�c~ao linear (4)

�� +
2

T
_� +

�B0

I
� =

�B1

I
cos!t; (6)

onde o tempo de relaxa�c~ao, T , no termo de primeira
ordem , �e uma constante temporal do decaimento ex-
ponencial da solu�c~ao homogênea da Eq.(6), que �e dada
por

c

�H(t) = exp

�
�
t

T

�
[A exp (i!�t) +B exp (�i!�t)] : (7)

Aqui !� =
q
!2

0
� 1

T 2 �e a freq�uência natural das oscila�c~oes amortecidas e A e B s~ao coe�cientes constantes, que

est~ao associados �as condi�c~oes iniciais �(t = 0) e _�(t = 0). A solu�c~ao geral da Eq. (6) �e a soma das solu�c~oes
homogênea, (7), e particular, que �e dada por

�p(t) =
!2

1
T 2

[(!2

0
� !2)2T 2 + 4!2]

�
(!2

0
� !2) cos!t+

2!

T
sin!t

�
: (8)

d

Figura 1. Orienta�c~ao da b�ussola e os campos magn�eticos.

Entretanto devido ao decaimento exponêncial de �H(t),
para t � T a solu�c~ao geral �e dominada pela solu�c~ao
particular (8), cuja amplitude apresenta um comporta-
mento resonante em !0 = ! caracterizado pela fun�c~ao
de Lorentz

1

[(!2

0
� !2)2 + (2!=T )2]

; (9)

a qual atinge seu valor m�aximo para !0 = !, e tem uma
largura de 4!=T .

III Experimento

O objetivo desta se�c~ao �e testar a teoria acima usando
um arranjo experimental simples, cujos resultados s~ao
apropriados para introduzir o fenômeno de ressonância
magn�etica a estudantes de gradua�c~ao.

O arranjo experimental est�a mostrado na Fig. 2.
O campo magn�etico est�atico, B0, �e produzido por uma
corrente cont��nua I em um par de Helmholtz, que con-
siste de duas bobinas circulares constitu��das de 100 es-
piras de cobre cada uma, com 24 cm de diâmetro e
separadas por uma distância de 12 cm. Estas bobi-
nas foram conectadas em s�erie para produzir um campo
magn�etico uniforme em seu isocentro, dado por

B0(0; 0; 0) =
8�0N I

53=2R
; (10)

onde R �e o raio das N espiras e �0 �e a permeabilidade
magn�etica do v�acuo. Estas bobinas est~ao orientadas
para produzir um campo magn�etico paralelo ao campo
magn�etico da Terra.
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Figura 2. O arranjo experimental descrito no texto.

O campo harmônico B1, foi produzido por uma cor-
rente alternada (AC) tipo seno conduzida em um par de
Helmholtz, similar �aquele descrito acima, feito com 200
espiras de cobre de 10 cm de diâmetro. Este par foi co-
locado perpendicularmente ao par que produz o campo
B0. A corrente AC nestas bobinas foram ajustadas para
minimizar a amplitude das oscila�c~oes for�cadas para sa-
tisfazer a express~ao sen� � �. A agulha magn�etica foi
colocada no isocentro do sistema e suas oscila�c~oes foram
monitoradas usando um sensor de campo magn�etico ba-
seado no efeito Hall, o qual foi posicionado para medir a
componente x do campo magn�etico, como mostra a Fig.
2. O sinal da sonda Hall foi ampli�cado, digitalizado e
adquirido usando o programa MPLI para Windows 1 e
um microcomputador.

Como podemos observar a partir da Fig. 3b, a com-
ponente x do campo magn�etico oscila quando a corrente
de (1; 10� 0; 01) A �e aplicada ao par de Helmholtz que
produz o campo B0, o qual usando a equa�c~ao (10) cor-
responde ao valor de (8; 26�0; 08) Gauss. Neste caso a
freq�uência angular do campo B1 foi colocada em 25.46
rad/s. Este dado foi adquirido um minuto depois que
o campo B1 foi ligado, para evitar o comportamento
transiente de freq�uência natural !� caracter��stico das
solu�c~oes homogêneas dadas pela Eq. (7). Para valores
mais altos ou mais baixos de B0 o movimento oscilat�orio
da agulha �e reduzido enfatizando o comportamento res-
sonante da agulha, que �e sustentado pela teoria acima.
A densidade espectral A(�), gra�cada como fun�c~ao da
freq�uência � na Fig. 3a, �e o sinal na freq�uência domi-
nante e foi obtida usando a transformada de Fourier
r�apida dos dados da Fig. 3b. A seta observada nesta �-
gura, em � = (4; 05�0; 02) Hz, corresponde �a freq�uência
de oscila�c~oes for�cadas da agulha magn�etica.

Figura 3. Oscila�c~oes for�cadas de uma agulha magn�etica. [a]
Sinal lido pela sonda Hall no dom��nio de freq�uências. [b] O
mesmo no dom��nio temporal.

Figura 4. Amplitude das oscila�c~oes for�cadas como fun�c~ao da
intensidade de B0. O c��rculo cheio representa o valor do pico
do sinal lido pela sonda Hall no dom��nio das freq�uências. A
linha representa um ajuste de Lorentz dos dados.

A Fig. 4 mostra o valor m�aximo da densidade es-
pectral como fun�c~ao de B0, quando �e usada baixa am-
plitude do campo B1, de freq�uência � = (3; 63� 0; 01)
Hz, para for�car o oscilador magn�etico. A ressonância
da agulha torna-se evidente, nesta �gura, pelo pico ob-
servado em B0 = 6; 3 Gauss. Esta �gura tamb�em mos-
tra uma curva de Lorentz para este conjunto de dados
comparando a teoria com os resultados experimentais
[veja Eq. (9)]. A largura do pico ressonante encontrado
nesta curva �e de (0; 15� 0; 04) Gauss.

1O program MPLI para Windows �e uma marca registrada do software do Vernier.
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A partir da Eq. (9) vemos que, quando B0 satis-
faz a condi�c~ao de ressonância, !0 = !, a amplitude
das oscila�c~oes for�cadas �e m�axima, tornando poss��vel a
transferência de energia do campo harmônico B1 para
a agulha magn�etica. Nesta condi�c~ao de ressonância a
freq�uência natural de oscila�c~oes est�a relacionada com a
intensidade do campo magn�etico est�atico B0 pela Eq.
(5).

Para explorar mais detalhadamente a validade da
Eq.(5), repetimos o procedimento acima para encon-
trar o valor do campo magn�etico que maximiza a am-
plitude das oscila�c~oes da agulha, utilizando valores para
a freq�uência de B1 que variam desde 1 a 4 Hz. A Fig.
5 mostra os valores de !2

0
e os valores medidos de B0.

A dependência linear entre !2

0
e B0, observado nesta

�gura, est�a de acordo com a Eq. (5), e fornece um
suporte experimental para a teoria.

Figura 5. Frequência de ressônancia como fun�c~ao da in-
tensidade de B0. O c��rculo cheio corresponde ao quadrado
da freq�uência de B1 que maximiza a amplitude de oscila�c~ao
dada por B0. A linha representa um ajuste linear dos dados.

A raz~ao �=I , que �e uma propriedade da agulha
magn�etica, foi obtida a partir de uma regress~ao li-
near destes dados, cuja inclina�c~ao da curva resultante
�e �=I = (81 � 2) G�1 s�2. A largura do pico de res-
sonância, usado para fazer a Fig. 5, n~ao depende da
intensidade do campo B0, conforme �e esperado a partir
da teoria.

O conhecimento do valor de �=I nos permite fa-
zer uma estimativa do tempo de relaxa�c~ao da agulha,
usando a largura do pico de ressonância e a Eq. (9),
obtendo-se T = (7� 2) s.

Para fazer uma medida direta de T , pulsamos uma
corrente constante na bobina de Helmholtz que produz
o campo B1 em lugar de utilizar uma corrente alter-
nada do tipo seno, utilizada anteriormente. Quando
�e pulsada a corrente nesta bobina o campo est�atico B1

produz um deslocamento angular na agulha da b�ussola,
e quando esta corrente �e desligada a agulha volta ao
seu movimento oscilat�orio amortecido de freq�uência !�

dado pela Eq. (7). Fixamos o valor do per��odo da
corrente pulsada a 60 s para assegurar o estado esta-
cion�ario inicial da agulha.

Figura 6. Oscila�c~oes amortecidas da agulha magn�etica. [a]
O sinal lido pela sonda Hall no dom��nio das freq�uências. [b]
o mesmo no dom��nio do tempo.

A Fig. 6b mostra o campo magn�etico dependênte
do tempo gerado pelo movimento da agulha quando
B0 = (6; 55� 0; 05) Gauss e o campo est�atico B1 �e des-
ligado. Nesta �gura podemos ver que a amplitude das
oscila�c~oes da agulha mostra um decaimento exponêncial
para um tempo de relaxa�c~ao T = (8 � 1) s de acordo
com Eq. (7). Nota-se que esta medida direta de T est�a
de acordo com o resultado j�a obtido usando a largura
do pico de ressonância.

A densidade espectral na Fig. 6a corresponde ao
sinal em freq�uência e foi obtida a partir da transfor-
mada de Fourier r�apida dos dados que se encontram na
Fig. 6b, analogamente ao caso anterior. O �unico pico
observado no espectro para � = 3; 63 Hz �e mais largo
que o pico observado na Fig. 3a devido ao decaimento
exponencial do sinal na Fig. 6b. O valor da freq�uência
para as oscila�c~oes amortecidas !� �e pr�oxima a !0 neste
caso, devido ao grande valor de T .

IV Conclus~oes

Como foi mostrado neste trabalho, um experimento
simples usando uma b�ussola padr~ao pode ser utili-
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zado para produzir um fenômeno ressonante, apropri-
ado para introduzir alunos de gradua�c~ao ao fenômeno
da ressonância. O experimento proposto requer o uso
de bobinas que possuem uma geometria simples para
produzir o campo magn�etico necess�ario.

O principal aspecto das pequenas oscila�c~oes da uma
b�ussola foram estudados pela aquisi�c~ao digital e an�alise
de Fourier dos dados. Os resultados experimentais
est~ao de acordo com a teoria.
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