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Neste trabalho, medimos o raio da Terra reproduzindo o histérico experimento de Eratdstenes, realizado por
volta de 240 a.C., nas antigas cidades de Siena e Alexandria. Aqui, obtemos as medidas nas cidades do Rio de
Janeiro-RJ e Teresina-PI, cidades cujas coordenadas de longitude sdo muito proximas. Utilizando equipamentos
simples, como fios de prumo e cartolinas, medimos, de forma simultanea, a inclinacdo dos raios solares sobre a
superficie da Terra quando o Sol estd no ponto mais alto do céu. Através de dados de satélites — para a determinagao
da distancia (latitude) entre as cidades — e pelas medidas obtidas para a diferenca dos dngulos em cada cidade,
estimamos o raio médio volumétrico da Terra com um erro de 0, 5% em relacao aos valores da literatura. Ademais,
a partir da diferenga do horario em que o Sol fica no ponto mais alto do céu nos locais de medida, estimamos a
velocidade angular de rotacao da Terra em torno do seu préprio eixo. Com isso, apresentamos (de forma didética e
simples) como obter a curvatura média do planeta, assumindo uma superficie de forma aproximadamente esférica,
além da sua velocidade de rotacéo.

Palavras-chave: Experimento de Eratéstenos, raio da Terra, velocidade angular da Terra.

In this work, we measure the volumetric mean radius of the Earth, reproducing the historical experiment
of Eratosthenes, carried out around 240 BC, in the ancient cities of Siena and Alexandria. Here, we perform
measurements in the cities of Rio de Janeiro-RJ-Brazil and Teresina-PI-Brazil, whose longitude coordinates are
close. Using simple equipment, such as plumb lines and rulers, we simultaneously measure the height of an object
and its shadow’s length at midday, when the Sun is at its highest elevation, in order to obtain the shadow angle.
After determining the distance (latitude) between cities from satellite data, we use the measured shadow angles to
estimate the volume mean radius of the Earth, from basic trigonometric arguments, finding a result whose error
is 0.5% with respect to the literature. Furthermore, from the difference of time in which the Sun is at the highest
point in the sky in each location, we also estimate the Earth’s angular velocity. In summary, we pedagogically
present how to obtain the mean curvature of the planet, assuming an approximately spherical surface, in addition

Artigos Gerais

®@®

Licenca Creative Commons

to its angular velocity.
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1. Introducao

Com a crescente onda de pseudociéncia e negacionismo,
que levantam falsas dividas sobre conhecimentos ja es-
tabelecidos e testados, é cada vez mais importante a uti-
lizacdo de novas metodologias de ensino e de divulgacao
cientifica. Neste contexto, a revisitagdo de experimentos
histéricos tem um papel crucial, por apresentar de forma
didética as etapas da construgdo do conhecimento. Isto
estimula a divulgacdo da importancia do método cienti-
fico e da reprodutibilidade de experimentos — os alicerces
da ciéncia moderna [I] — cujas etapas sdo indispensdveis
para o desenvolvimento de modelos e teorias, assim como
suas aplicacoes em novas tecnologias.
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Um dos experimentos histéricos mais conhecidos é o
da medicao do raio da Terra feito por Eratdéstenes [2H9],
por volta de 240 a.C. A partir da leitura de documentos
presentes na biblioteca de Alexandria, Eratostenes notou
que, no solsticio de verao, as paredes dos pocos na cidade
de Siena ndo projetavam sombra no fundo dos pogos.
Porém, na mesma data e horédrio, esse fenémeno néo
acontecia em Alexandria. Assumindo que os raios solares
incidiam paralelamente na Terra, ele levantou a hipdtese
de que a superficie do planeta deveria possuir uma
curvatura, como mostrado na Figura m, o que explicaria
a auséncia de sombra numa cidade, mas nao na outra.
Motivado pelas idéias de formas perfeitas e simétricas,
elementos comuns nos estudos cientificos na Grécia
antiga [10HI2], Eratdstenes propds que a Terra teria
uma forma esférica, e entdo elaborou um experimento
para medir o seu raio.
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Figura 1: llustracdo representando as duas cidades citadas no
texto, Siena e Alexandria, distantes entre si de 5.000 estadios
(ou 920 km). Figura meramente ilustrativa, com as dimensdes
da haste e da sombra fora de escala para enfatizar o angulo,
cuja tangente é tan(a) = d/h.

De forma resumida, o experimento de Eratéstenes
consistia em obter uma relagdo de proporcao entre a
circunferéncia da Terra e a distancia entre as duas
cidades. Para esta finalidade, ele primeiramente mediu
a distdncia entre Siena e Alexandria, encontrando um
valor de cerca de 5.000 estadios (ou cerca de 920 km) [I3F-
15]. Em seguida, em dois solsticios de verdo (anos) conse-
cutivos, ele mediu a sombra de hastes verticais ao meio-
dia, em cada cidade. Através de relagbes trigonométricas
para a sombra e a altura das hastes, ele estimou o angulo
de incidéncia dos raios solares em relagdo a superficie
da Terra na cidade de Siena, encontrando cerca de
7,2°. Como exemplificado na Figura [I} e também por
argumentos de trigonometria para igualdade de angulos
alternos internos a retas paralelas, Eratostenes compre-
endeu que o angulo de incidéncia em Siena correspondia,
de fato, ao dngulo « entre as duas cidades, a partir do
centro da Terra. Com isso, utilizando a relagdo de arco
de circunferéncia,

a distancia entre as cidades
360°

circunferéncia da Terra (1)
ele estimou a circunferéncia da Terra em 46.620 km,
com cerca de 16% de erro em relagao as estimativas
atuais [I5]. E impressionante notar que, mesmo com
um experimento feito hd mais de dois milénios, o valor
obtido é compativel com as medidas modernas, de
40.030 km [16].

Porém, é importante lembrar que a Terra ndo é uma
esfera perfeita: a rotagdo em torno do seu préprio eixo,
juntamente com os efeitos da Lua sobre as marés, levam
a distor¢oes em relacdo & uma esfera. De fato, medidas
modernas apontam para uma geometria similar a um
elipsdide, com uma diferenga entre os raios medidos
nos polos, Ry, em relagdo ao raio no equador, Ry ()
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(veja, e.g., as discussdes na Ref. [I7] e referéncias citadas
14). Apesar disso, estima-se que |Rp() — Rpp)| ~ 20
km, sendo, deste modo, uma diferenca desprezivel numa
analise menos precisa, como a feita por Eratdéstenes
(e também neste trabalho). Assim, assumindo uma
geometria esférica, medimos o chamado “raio médio
volumétrico”, que ¢ um valor intermediario entre Ry ()
e Rr(p), € serve como uma primeira estimativa do raio
terreste. Entdo, chamamos atencdo ao fato que, apesar
de desconhecer esses detalhes sobre a Terra, Eratéstenes
partiu de uma hipotese correta ao assumir uma forma
esférica. Em outras palavras, o modelo que servia de
fundamento para suas pesquisas geograficas (i.e., um
planeta esférico) era, com boa precisdo, suficiente para
explicar os fenémenos e questionamentos da época [18].

Em vista desses resultados estimulantes, buscamos
neste trabalho reproduzir o experimento de Eratdstenes
de forma didatica, no &mbito do Museu Interativo da Fi-
sica da Universidade Federal do Rio de Janeiro (LADIF-
UFRJ)[19]. O LADIF-UFRJ ¢é um museu cientifico que
se dedica a divulgagao de Fisica e Histoéria da Fisica, com
publico alvo principal sendo professores e estudantes do
ensino fundamental e médio. Nossas medidas foram obti-
das nas cidades do Rio de Janeiro-RJ e Teresina-PI, que
possuem coordenadas de longitude muito préximas, mas
estdo muito separadas em coordenadas de latitude (veja,
por exemplo, o mapa no painel superior da Figura. Por
meio de uma anélise simples, e usando dados de satélite
para a distdncia entre as cidades, apresentamos como
obter o raio médio do planeta, além da sua velocidade
de rotacdo em torno do eixo. Todos os detalhes da
metodologia utilizada neste trabalho estao apresentados
na préxima secao, enquanto os resultados e as discussoes
estao na Sec¢do 3] Fazemos nossas consideragoes finais na
Segao [l

2. Metodologia

Seguindo o procedimento desenvolvido por Eratostenes,
utilizamos medidas de sombras projetadas no chao, por
um objeto posto numa determinada altura. Para esta
finalidade, utilizamos materiais simples, como tubos de
pléstico extraidos de canetas, fios de prumo, cadeiras,
trenas, cartolinas e livros. E importante destacar que
a utilizacdo do fio de prumo, ao invés de uma haste
vertical, se d4 para reduzir erros associados a inclinagao
da haste. Isto é, a atragdo gravitacional entre a Terra
e a massa na ponta do fio de pruno nos garante que
o flo estard na vertical durante toda a medida. Ade-
mais, ressaltamos que o experimento pode ser realizado
em qualquer periodo do ano, independentemente da
ocorréncia de solsticios. Deste modo, o valor de a na
equagao passa a representar a diferenca entre os
angulos medidos em cada cidade, como ilustrado no
painel inferior da Figura

A Figura apresenta um exemplo de montagem
utilizada neste experimento. Passamos o fio de prumo
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Figura 2: Painel superior: Mapa do Brasil com a localizacdo
das cidades de Teresina e do Rio de Janeiro. Painel inferior:
llustracdo representando o experimento simulténeo feito nas
duas cidades. Figura meramente ilustrativa, com as dimensGes
das sombra fora de escala para enfatizar os angulos.

por dentro do tubo de caneta, que, por sua vez, fica
preso aos livros, numa altura que determinamos com a
trena. Mantendo a altura e a posicao do tubo de caneta
sempre fixas, medimos a distdncia entre a projecdo da
ponta do tubo até o eixo do fio de prumo no chao. Note
que a utilizagdo do tubo de caneta aumenta a acuracia
da medida do tamanho da sombra do fio, devido & sua
espessura fina. Por fim, como discutido anteriormente,
é preciso também determinar a distancia entre as ci-
dades. Para isso, utilizamos ferramentas modernas, de
dominio publico, como o Google Earth, para obter as
diferencgas/distancias latitudinais e longitudinais entre
Rio de Janeiro e Teresina.

Aqui, chamamos atencdo para uma dificuldade ine-
rente ao experimento: devido a distancia longitudinal
nao desprezivel entre as duas cidades, os instantes de
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Figura 3: Esquerda: Um esquema de montagem do aparato
utilizado neste trabalho. Direita: foto das medidas de projecao
das sombras da ponta da caneta feitas no ch3o, para varios
intervalos de tempo.

Sol no ponto mais alto do céu nao sdo simultdneos.
Além disso, determinar o momento exato em que isso
ocorre (i.e., o menor dngulo da projegdo da sombra)
é um problema nao trivial. Para superarmos essas
dificuldades, realizamos varias medidas de tamanho da
sombra do objeto, entre as 11h e 13h, com intervalos de 5
a 10 minutos entre elas, como mostrado na Figura[3] Isso
nos fornece o comportamento do tamanho das projecoes
de sombra d como fun¢ao do tempo ¢, como exibido na
Figura[4 para ambas as cidades, no qual o valor minimo
do para o tamanho da sombra pode ser estimado.
Como mostrado no painel direito da Figura [3| os
pontos que marcam a posicdo da sombra da ponta
da caneta ao longo do tempo descrevem, com boa
aproximagao, uma linha reta. Deste modo, os tamanhos
das sombras d(t) correspondem as distdncias de um
ponto (ponta do fio de prumo) a uma reta (as medidas de
sombra da ponta da caneta), que, por sua vez, definem
uma hipérbole. Entao, para estimarmos dy, fazemos um
ajuste ndo linear dos valores de d(t) pela expresséo

d(t) = y/dg +a?(t —t9)? , (2)

onde %y é 0 exato momento em que o minimo de sombra
ocorre, enquanto a é um fator que varia de acordo com
a inclinacdo dos raios solares no dia da medida. Tal
procedimento pode ser feito com auxilio de softwares
de anélise de dados, como Qtiplot (www.qtiplot.com)
ou Root (https://root.cern/). Esse procedimento nos
fornece valores de dy e ty mais precisos. Apesar de
adotarmos um ajuste hiperbdlico, ajustes polinomiais
podem também ser utilizados.

Continuamos nossa andlise por determinar os angulos
minimos ¢R" e PRI para as cidades do Rio de Janeiro e
Teresina, respectivamente. De posse da altura h da ponta
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Figura 4: Tamanho das projeces de sombra em relacdo ao fio
de prumo (simbolos) medido como funcio do tempo no Rio
de Janeiro (curva vermelho sélida) e em Teresina (curva azul
tracejada), nas proximidades do meio-dia, em 20 de Fevereiro
de 2021. As curvas sdo ajustes n3o lineares por uma funcdo
hiperbdlica.

do tubo de caneta, o médulo dos dngulos de incidéncia
dos raios solares em cada cidade é determinado por

|¢™"| = arctan (C;?) (3)

Alertamos que, para a época do ano que as medidas
foram realizadas, a projecdo minima de sombra no Rio
de Janeiro apontava para o Sul, ¢ < 0, enquanto
em Teresina apontava para o Norte, ¢ > 0. Deste
modo, sendp a = d’%m — ¢B™ (que neste caso torna-
se a = [P 4 |¢B™]), utilizamos a equagio para
obtencao do raio da Terra. Ademais, fazendo uso dos
valores de tg em cada cidade, também é possivel estimar
o valor de velocidade rotagdo wr da Terra em torno do

seu proprio eixo, como mostrado na préxima Secao.

3. Resultados

O experimento foi realizado no dia 20 de fevereiro
de 2021, a partir de medidas obtidas simultaneamente
nas cidades do Rio de Janeiro-RJ e Teresina-PI. Como
primeira passo, obtemos os dados de satélite via pla-
taforma Google Farth. Tomando as coordenadas dos
locais de medida como referéncias, encontramos dife-
rencas latitudinais e longitudinais iguais a 17°51°21”
(=17,86°) e 0°26'23” (=0,44°), respectivamente, que
sdo equivalentes & distancias de 1.975,8 km (latitude) e
48,8 km (longitude). Aqui, assumimos o erro dos dados
de satélite como sendo 0,1 km.

Em seguida, passamos a medir as projegoes de sombra.
Essas medidas foram realizadas aproximadamente entre
11:10h e 13:00h, com as marcagoes sendo feitas em
intervalos de 5 a 10 minutos, em ambas as cidades.
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Tabela 1: Dados obtidos no experimento, referentes (i) ao inicio
das medidas em cada localidade, (ii) a altura h da ponta do tubo
de caneta, (iii) ao tamanho de projecdo minimo de sombra do,
(iv) ao tempo to transcorrido até o ponto de projecio minima
e (v) ao angulo de incidéncia [¢™™".

Rio de Janeiro Teresina,
Inicio® (GMT-3) 11:12:00 A 11:15:00 A
h (mm) 507 + 2 848 + 2
do (mm) 111,6 40,3 78,440,8
to (min)® 53,4+ 0,2 49,04 0,2
|¢™™|(graus) 12,42 4 0, 06° 5,340,194

2A diferenca se deu por questdoes metereoldgicas.
PRelativo aos seus respectivos inicios de obtencdes de
medidas. Vide primeiro item desta tabela.
“Direcionado para o Sul.

4Direcionado para o Norte.

Os resultados para d(t) estdo apresentados na Figura
enquanto as alturas h das pontas de tubo de caneta
estao disponiveis na Tabela[I] Repetindo o procedimento
descrito na secao anterior, obtemos o valor de projecao
minima de sombra através do ajuste hiperbdlico dos
dados, equacao , como representado nas curvas sélidas
da Figura [4l De posse de dy e h, calculamos o médulo
dos angulos (minimos) de incidéncia [¢™"|, equagdo (3),
cujos resultados sao apresentados na Tabela Con-
sequentemente, encontramos o angulo de abertura de
latitide o = (17,7 £ 0,1)°. Aqui, como “controle de
qualidade”, é importante notar que esse resultado para «
é consistente com os dados de satélite usados como refe-
réncia, que apontam uma diferenca de aproximadamente
17,86° entre os locais de medidas.

Assim como feito por Eratdstenes, faremos aqui uso
de argumentos trigonométricos para obter o raio da
Terra. Usando a equagao , e fixando a distancia
latitudinal entre os locais de medida como 1.975,8+0, 1
km, encontramos que a circunferéncia da Terra é Cp =
(40,2 4+ 0,2) x 10® km, com as barras de erro sendo
obtidas por calculos usuais de propagacao de incerteza
de medidas indiretas. Logo, a nossa estimativa para o
raio médio volumétrico terrestre é

Cr 3

Ry = o = (6,40 +0,03) x 10° km. (4)
Este valor de raio da Terra deve ser comparado com
valores da literatura, fornecidos pelo Space Science
Data Coordinated Archive da agéncia espacial norte-
americana National Aeronautics and Space Administra-
tion (NASA) [16], de Rp(phesty = 6.371 km. Assim, nossos
resultados experimentais para R estdo em excelente
acordo com a literatura mais recente, com um erro
relativo de
o |RT(best) - RT|

€ER —

~0,5%. 5
RT(best) ( )

Por fim, vamos examinar a velocidade média de
rotacao da Terra, wr. Para isso, devemos medir a taxa de
variagdo do dngulo de longitude Af entre as duas cidades
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como fungao do tempo, usando os instantes de projecao
minima de sombra como referéncias. De acordo com a
Tabela [T, os instantes de Sol no ponto mais alto de céu
ocorreram as 12h 04min 00s +12 s no local de medida
em Teresina, e as 12h 05min 24s £12 s no Rio de Janeiro.
Dai, a diferenca real de tempo entre a ocorréncia de dy
em Teresina e Rio de Janeiro é At = (84+17) s. Como ji
mencionado, por meio dos dados fornecidos por satélite,
obtemos a diferenga de coordenadas longitudinais de
aproximadamente 0°26’23” £ 0°00°06” (barra de erro
compativel com as incertezas de + 0,1 km de distancia
de cada local de medida). Isto equivale a Af = (0,440 £
0,002)° = (7,68 +0,03) x 103 rad, e nos conduz a
Or = i—f = (9+2) x 107° rad/s,
=(0,33+£0,07) rad/h. (6)

Novamente, é necessario compararmos esse resultado
com os valores da literatura. De acordo com a Ref. [16],
o perfodo médio de rotagao da Terra & Trpest)
23,9345 h, que leva a W pest) ~ 0,2625 rad/h. Apesar
de satisfatério, nosso resultado para wr é pouco acurado,
por apresentar um erro relativo de ¢, ~ 26%.

E importante enfatizar que esse valor de €, nao pode
ser associado & uma possivel flutuagdo (em relacdo a
média) no periodo de rotagdo da Terra, uma vez que
a ordem de grandeza dessas variagdes é de 1073 s,
e podem ser desprezadas [20, 2I]. De fato, tal erro
é devido a imprecisdes sistematicas e de instrumento
que se acumulam ao se realizar as medidas de tempo
(feitas por relégios usuais) e, consequentemente, levam
a incertezas na diferenga de tempo da mesma ordem
de grandeza de At. H4 pelo menos duas maneiras de
superar essa dificuldade sem a necessidade de reldgios
de alta precisdao: (i) realizar medidas em localidades
mais separadas longitudinalmente, ou (ii) realizar muitas
medidas similares para essas mesmas cidades (em dias
diferentes) e, em seguida, fazer uma andlise estatistica
dos resultados. Em particular, essa ultima opcao eli-
minaria incertezas aleatérias, e seria tdo mais precisa
quanto maior fosse o nimero de medidas realizadas.
Contudo, uma analise estatistica vai além do escopo dos
objetivos iniciais dessa proposta.

4. Conclusoes

Neste trabalho, revisitamos o experimento de Eratds-
tenes para medicao do raio médio da Terra, por meio
do uso de materiais simples, e de plataformas de acesso
publico, como o Google Earth. Apresentamos um roteiro
para a obtencao e andlise dos dados, que nos forneceram
(com boa precisdo) os dngulos minimos de incidéncia e
seus respectivos tempos de ocorréncia, em cada locali-
dade. De posse desses resultados, resumidos na Tabelal[T]
encontramos o raio médio volumétrico da Terra como
sendo Rt = (6,40 4+ 0,03) x 10> km, em excelente
acordo com os dados da literatura, com um erro relativo
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de apenas 0,5%. Similarmente, medimos a velocidade
média de rotagao da Terra, equacdo @, encontrando
um resultado compativel com o da literatura, porém
com um erro relativo de 26%. Neste caso, explicamos
0s motivos para isso e propomos alternativas de reducao
de tal incerteza. Em linhas gerais, é admiravel que um
experimento simples, feito com materias caseiros, nos
forneca resultados com alto grau de concordancia com
os valores mais recentes da NASA [I6], em particular
para o raio da Terra. Ademais, vale ressaltar que a
realizacdo de medidas em dias diferentes permite a
observacao também da taxa de variagdo do dngulo de
incidéncia ¢™™ e, eventualmente, da inclinacdo do eixo
de rotacao da Terra (que é de aproximadamente 23, 5°).
Mas, deixaremos esses estudos para trabalhos futuros.

Muito além da acuracia dos resultados obtidos, a
revisitacao deste experimento tem um grande potencial
didatico, uma vez que serve como uma utilizacao direta
do método cientifico. Dentre outras coisas, este experi-
mento tem o potencial de ensinar/abordar técnicas de
medida, montagem de aparato experimental, andlise dos
dados e comparacao com resultados da literatura; habi-
lidades que quando desenvolvidas corretamente ajudam
a eliminar vicios comuns no aprendizado de ciéncias
naturais. Assim, esperamos motivar professores e tutores
do ensino basico para a utilizacdo deste experimento
como ferramenta de desmistificacdo de ciéncias e do
método cientifico.
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