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Na tradicdo do campo disciplinar da Fisica, e nos respectivos manuais didaticos, a invariancia das equacoes de
Maxwell por transformacoes de Lorentz é usualmente apresentada via célculo tensorial, do que decorre que seu
ensino seja postergado até que (supostamente) os estudantes-alvo dominem esse formalismo. Isso pode acarretar,
em disputas curriculares as mais disformes, que muitos sequer tenham acesso instrucional a esse tépico, com
relevantes implicagoes para o conhecimento avancado da Fisica Moderna e Contemporanea. Desse diagnéstico,
desenvolvemos uma alternativa de se proceder aquela apresentagdo usando-se apenas operagdes béasicas da
derivagdo, como a regra da cadeia. Na direcdo dos processos de ensino e aprendizagem associaveis, sustentamo-
nos no aporte teérico das pontes conceituais, por nés desenvolvido a partir da epistemologia cognitiva de objeto
homodlogo de Gérard Vergnaud. Esse artificio de congruéncia referencial buscou estabelecer a transitabilidade das
maneiras, sem hierarquizacio, mas com evidente implicacdo de que a alternativa demonstrada poderia facilmente
ser introduzida em disciplinas iniciais de Eletromagnetismo, tipicamente realizadas no primeiro ciclo dos cursos
de Fisica e Engenharia, contribuindo para a retomada progressiva do assunto em moédulos avangados.
Palavras-chave: Campos Conceituais, Calculo tensorial, Derivacdo, Equacées de Maxwell, Transformagoes de
Lorentz.

In the tradition of the disciplinary field of Physics, and in the underlying textbooks, the invariance of Maxwell’s
equations by Lorentz transformations is usually presented via tensor calculus, which results in its teaching being
postponed until (supposedly) the target students master this formalism. This can result, in the most deformed
curriculum disputes, that many do not even have instructional access to this topic, with relevant implications for
the advanced knowledge of Modern and Contemporary Physics. From this diagnosis, we developed an alternative
to proceed with that presentation using only basic derivation operations, such as the chain rule. In the direction of
associable teaching and learning processes, we rely on the theoretical contribution of conceptual bridges, developed
by us from Gérard Vergnaud’s cognitive epistemology thought for a homologous object. This referential congruence
artifice sought to establish the possibility of transition of the approaches, without hierarchy, but with the clear
implication that the demonstrated alternative could easily be introduced in initial disciplines of Electromagnetism,
typically taken in the first cycle of Physics and Engineering courses, contributing to the resumption of progression
of the subject in advanced modules.
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1. Introducgao

As nocgoes de campo sao absolutamente caras a fisica
e estabelecem conexdes axiais com todas as suas areas
classicas, modernas e contemporaneas. Os fendmenos
naturais, nos modelos explicativos fisicos [I], sdo ri-
gorosamente interpretados por regioes interativas de
influéncia a curta ou a longa distdncia, obedecendo
a relagoes e propriedades matemadticas (aqui tomadas
como expressio de uma linguagem) estabelecida em
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quaisquer pontos do espago, potencialmente descritiveis
por uma funcdo vetorial ¢(z,y,z,y,t) que pode ser
parametrizada por coordenadas de posicdo e tempo.
Essa fungdo é continua e possui infinitos graus de
liberdade.

Os campos, entretanto, ademais de vetoriais, sdo
tipificdveis em escalares (caracterizado pela magnitude,
como é o caso do potencial elétrico) e tensoriais
(constituidos pela generalizagdo de vetorese escalares,
numa geometria sofisticada, associada a operagoes de
soma e produto, como fartamente visto na mecanica
de deslocamentos e deformagdes em meios continuos).
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Maxwell, em meados do século XIX, tendo por referén-
cia trabalhos de Ampeéere, Coulomb, Faraday, Fresnel,
Henry, Oersted e Poisson, para citar alguns, desenvolveu
bases explicativas e unificou as areas de eletricidade,
magnetismo e 6ptica, alcancando, pela descoberta das
suas correntes de deslocamento, as relacoes que levam as
equagoes cuja nomenclatura lhe prestram tributo e que,
essencialmente, buscam descrever a producao de campos
elétricos e magnéticos a partir das distribuigoes de cargas
e correntes elétricas [2H4].

Nessa linha, os livros didaticos de Fisica voltados ao
ensino superior [4, 5], quando abordam a invaridncia
das equagoes de Maxwell com relacao as transformacgoes
de Lorentz, usualmente o fazem introduzindo o célculo
tensoriaﬂ Assim descritas, a invariancia das equagoes
fica imediatamente garantida.

A despeito de essa ser uma demonstracao matematica
efetiva e — permitam-nos! — de aprecidvel valor estético,
hé que se considerar dois elementos importantes rela-
cionados ao seu ensino: (a) a abordagem depende de
maturidade formal do estudante, no sentido de ser capaz
de compreender todo o cdlculo tensorial necessario para,
assim, compreender a escrita das equagdes de Maxwell
em tal formalismo; e (b) a abordagem excessivamente
formal ndo deixa transparecer as sutilezas com que as
oito equagoes de Maxwell (quando cada uma é escrita
na forma escalar) se alteram no sentido de, com efeito,
implicar sua invaridncia completa por transformagoes de
Lorentz.

E importante notar que a condicionante (a) implica
que o estudo da invaridncia das equacdes de Maxwell
por transformagcoes de Lorentz depende de o estudante
dispor de maturidade matemadtica suficiente para ser
introduzido no formalismo do célculo tensorial. Por sua
vez, de (b) decorre que, mesmo ja dispondo da referida
maturidade, elementos importantes dessas equagoes, no
que concerne suas modificagoes quanto as aludidas trans-
formagoes, permanecerao obnubiladas pelo formalismo.

A maturidade da pesquisa em ensino de ciéncias da
natureza e matemadtica [6] vem continuadamente indi-
cando que a dependéncia gradativa — ou o condiciona-
mento — do dominio de métodos matematicos avangados
para a provisao de solugdes que gozam exemplarmente

1 De forma grosseiramente sintética, mas visando alcancar leitores
menos habituados com essas nogoes, registramos as transforma-
coes de Lorentz como o conjunto de operagdes matemaéticas de
resguardo relativistico, isto é, que buscam dimensionar que a cada
sistema de referéncia correspondem medidas particulares de espaco
e tempo quando considerados dois observadores quaisquer. J4 o
célculo tensorial é, na Matemdtica, o ramo que opera com as
transformagdes (genéricas) de coordenadas entre dois diferentes
sistemas. Mesmo em aulas de fisica na Educacao Bésica, em que
tais nog¢bes ndo integram temas usuais das matrizes curriculares
e dos livros didédticos, uma aproximacgdo sutil — e em termos ade-
quados — a essas compreensdes pode ser sobremaneira importante
para produzir sentidos (ainda que ilustrativos, tteis) as relagdes
integrativas das areas da eletricidade, do magnetismo, da o6tica e
da relatividade.
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de alternativas algébricas ou geométricas simpliﬁcadasﬂ
pode ser deletéria a aprendizagem, sobretudo quando
se atualiza o discurso acerca do papel da formacao
cientifica em suas heteropias, nas intensas tranformacoes
curriculares e pelo processo de amplicdo do acesso e
das legitimas preocuapagoes com a permanéncia e a
qualidade socialmente referenciada por que passa o
ensino superior publico brasileiro neste frame historico.

Isso assumido, e na articulagdo a que aqui nos pro-
pomos, compreendemos como condi¢ao de possibilidade
a assungdo (pedagdgica, porque de concepgdo, e me-
todolégica, porque de voligdo didética) da escolha por
proceder a demonstragdo da invariancia das equacoes
de Maxwell frente as transformacgoes de Lorentz sem
o uso do cdlculo tensorial, usando, como alternativa,
apenas as defini¢oes usuais de derivacao, notadamente a
propriedade da regra da cadeia — desenvolvimentos que
figuram nos primoérdios dos cursos de calculo integral
e diferencial e que subsidiam a compreensao de fisicas
tedricas introdutérias (ou bésicas), desde eletromagne-
tismo, dptica e teoria eletromagnética, disciplinas em
que particularmente as equcoes de Maxwell sdo basila-
res a compreensao contemporanea de fenomenos fisicos
(no mundo natural e tecnoldgico). Além disso, quando
a comparacao entre as duas abordagens for possivel,
tambem o serd apresentar importantes conclusoes acerca
do papel da formalizagdo em Fisica, desdobramento
nao nuclear, mas sempre oportuno, em discussoes dessa
natureza.

Do ponto de vista da cognicao e das suas relagdes com
processos de ensino e aprendizagem (e aqui, particular-
mente em Fisica), tomaremos por elemento condutor —
de maneira cuidadosa, mas breve — a perspectiva dos
campos conceituais de [7]. Tal adogao terd por referéncia
o construto de pontes conceituais, desenvolvido em
Ferreira et al. [§], cujo mote é a clarividéncia de que
o conhecimento se engendra no interior de um arranjo
heterogéneo de problematicas, conceitos, estruturas e
operacoes. A formacdo de conceitos é, portanto, o
elemento articulador de linguagens, relagoes, represen-
tagdes e simbolos. Como campo, aciona tais elementos
para, contextualmente, subsumir acepgoes.

Essa perspectiva é a que permite estabelecer, com
clareza, a produtividade de associar, por paralelismo,
campos conceituais contiguos, como este que interpela
a invaridncia das equacdes de Maxwell frente as trans-
formacoes de Lorentz com o uso do célculo tensorial e
a possibilidade alternativa de fazé-lo via regras béasicas
de derivacdo. A ponte conceitual, isto é, o elemento
conector, € a propriedade matematica da regra da cadeia
que promove o intercruzamento do horizonte de possibi-
lidades compreensivas (cognitivamente) pela natureza e

2 Entendamos, claramente, que por “simplificadas” estamos admi-
tindo a ideia de menor sofisticacdo e, maneira alguma, qualquer
defesa leviana por simplismo ou de apropriacdo vulgar de nogoes
que depreciam a formalidade matemaéatica como linguagem —
portanto, como estrutura de mediagdo do pensamento.
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pelos efeitos que definem a transitabilidade de dominios
que sdo, a um s6 tempo, isotrépicos e congruentes.

E essa poténcia que viabiliza a proposicdo contida
neste trabalho em que propomos uma série de mo-
bilizagoes demonstrativas, do dominio da matemaética,
mas que suscitam o acionamento dos referidos conjuntos
heterogéneos de probleméticas, conceitos, estruturas e
operagoes para a articulacdo consistente das equagoes
de Maxwell, pertecentes ao dominio da Fisica Moderna
e Contemporanea, na ambiéncia da Educagdo Superior
brasileira. O professor, como mediador dessa trama,
para que tenha condi¢Ges de propor as situagdes e os
esquemas que lhe deem sentidos, precisa ter contato
honesto com seus fundamentos e com suas consequén-
cias, como aqui desejamos propicialﬂ Neste trabalho,
portanto, pretendemos fazer tal derivacdo, apresentando
suas diferencas importantes para aquela ja conhecida que
utiliza o cédlculo tensorial. Como consequéncia, indicar
uma maneira de ensinar e aprender esse conteido.

2. A Invariancia das Equagoes de Onda
por Transformacoes de Lorentz

As transformagtes de Lorentz nos dizem como as novas
coordenadas espaciais e o tempo devem se modificar, em
termos das antigas, para manter a equagio de onda (para
a luz) invariante, o que é uma imposi¢ao do principio de
Relatividade de Einstein. A demonstracao desse fato é
relativamente trivial.

De fato, é facil provar que a equacao de onda

e 10°0
or2 2 o2

ndo € invariante por transformagbes de Galileu. Com
elas,

=x—vt; t'=t,

podemos calcular os operadores diferenciais como

D _ oo o 9
Ox  Ox Ox' Oz ot O
e
L N )
ot Ot o9 otor oz’ Ot

Assim, os operadores na equacao de onda ficam

2 2 2 2 2 2
o _ 9oL, 0 0
0z?2  0x'? 0Ot? 0z'? ox'ot  ot'2

3 Dadas as limitacdes de escopo e de espaco da presente discussao,
sugerimos aos interessados em aprofundar entendimentos acerca
da nocdo de “pontes conceituais” que acabamos por induzir
na articulacdo aqui proposta, que tomem contato com o artigo
intitulado “Pontes conceituais: uma sequéncia didatica para o
Eletromagnetismo no Ensino Médio como proposta de introdugao
a Fisica Moderna”, de Ferreira et al. (2019), listado nas referéncias
deste trabalho.
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de maneira que a equagao de onda deve ser reescrita

como
v\ 02 1 9%
2) oz 2

Comparando-se essa uiltima equagdo com aquela inicial
de onda, vé-se que, independentemente de qual seja a lei
de transformacéao associada a funcao @, tal equacao nao
mais se tipifica como de onda no referencial com linha.

Por decorréncia, supondo a validade do principio de
relatividade de Galileu, poderiamos utilizar experiéncias
com efeitos eletromagnéticos para analisar se estamos
num referencial em repouso absoluto (isto é, em repouso
com relagdo a um espago absoluto) ou em um referencial
que se move com velocidade constante (com relagdo a
este mesmo espago absoluto), visto que, nestes tltimos,
os efeitos eletromagnéticos estariam associados & ultima
equacao obtida e seriam claramente distinguiveis da-
queles que satisfazem a equacdo de onda original. Tal
condigdo violaria a Primeira Lei de Newton, que estipula
que os referenciais inerciais sejam todos indistinguiveis
entre si, de maneira que jamais possamos saber qual
deles esta em repouso com respeito ao espago absoluto.

Uma possibilidade, entao, seria a de que o eletromag-
netismo esteja errado e as equagoes de onda nao sejam
uma representacao correta de seus fenémenos; tal hipé-
tese, entretanto, ndo se coaduna com os experimentos
extremamente precisos que o eletromagnetismo suscita.
Assim, torna-se necessario reformular o principio de
invaridncia, isto é, a lei de transformagdo propriamente
dita — algo que s6 pode ser feito a partir de consideragoes
acerca da natureza do espago e do tempo. Foi assim
que, primeiramente, surgiram as hipéteses do éter e,
posteriormente, a teoria da relatividade com o axioma da
constancia da velocidade da luz no vacuo, independente
do movimento com velocidade constante do sistema de
coordenadas [9].

O termo multiplicativo mais & esquerda na tultima
equacao que obtivemos é bastante sugestivo e nos sugere
que as transformagdes de Lorentz possam fazer com
que a equacao de onda fique invariante. Com efeito, se
adotarmos as transformacoes

v 020

)
c? 0x'ot’

' =y(x — vt)

¥y =y

v = , 1)
t'=7(t- %)

que representam dois sistemas de coordenadas se mo-
vendo relativamente um ao outro na dire¢do x, por
simplicidade, os operadores diferenciais ficam dados por

o __ 90 o

Ox _7833’ c2 ot
e

0 0 0

ot~ ow o
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de modo que temos

P (F w o
or2 ox'2 ¢ 9x'ot

e
ct Ot'2

L N
oz~ T \Y 922 or'or " or2 )’

chegando em (¥’ = ®)

Po 100 _ga
dx2 2 ot2  9z'2

1 9%d’
2 ot'2’

como desejavamos.

A adogao das leis de transformagao implicam,
como é Obvio, que uma reformulacdo na mecanica sera
necessaria, visto que agora é a mecanica que devera ser
feita invariante pelas transformacgées de Lorentz.

3. A Invariancia das Equacgoes de
Maxwell por Transformacoes de
Lorentz

O que nao sabemos ainda é como o campo elétrico e
a inducdo magnética devem transformar-se (se for o
caso) quando passamos de um sistema de referéncia a
outro usando as regras das transformacoes de Lorentz.
Resta evidente que uma tal alteracao deve, em geral, ser
esperada se nos lembrarmos de que, no caso particular
em que uma carga ¢ se encontra em repouso num deter-
minado referencial, quando vista de outro em movimento
relativo com velocidade constante v, tal carga estara,
do ponto de vista deste referencial, em movimento com
uma velocidade —v,, e, assim, produzindo corrente a qual
esperamos encontrar associada uma inducdo magnética
(note que isso deve valer tanto para a transformacio de
Galileu, quanto para a transformacdo de Lorentz, dada
a auséncia de necessidade de explicitacao de qual tipo
de transformagao estarfamos considerando).

A pergunta fundamental desta se¢io é, portanto, a
seguinte: dadas as transformacdes de Lorentz para as
coordenadas e o tempo, como o campo elétrico E e a
inducdo magnética B devem se transformar para tornar
invariante as equagoes de Maxwell

V-E=¢'p

V-B=0

V x E + %—? =0

VxB-— 0%%71;: = ,LL()J
Isto é, para que, no sistema de coordenadas com linha,
tenhamos:

V/'E/:Galp/
V' B'=0

/ 2
V' xE' +95- =0 ’ ®
VIXB/*C%%%:}L()J/
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em que, voltamos a ressaltar, tanto os campos quanto
os operadores devem ser escritos no novo sistema de
coordenadas espago-temporais.

Vamos responder a esta questdo para o caso mais
restrito de transformacoes de Lorentz nas quais os
sistemas de coordenadas se movem com velocidade v
em relacdo um ao outro sobre a linha que define suas
coordenadas z e 7/, como indicado em .

Os operadores gradiente e a derivada temporal, que
sao dados por

.0 .0 0 0
v—lafxﬁ-_?afyﬁ-k@, &,
ficam estabelecidos, relativamente ao novo sistema,
usando essencialmente a regra da cadeia, por

0 _oro ogo 0do oo
ox Or 0x'  Ox Oy  Ox 0z  Ox Ot

0 v 0

“ o T 2oar
o 04" 0 oy 0 0 9 ot 9 0
dy Oy o dydy  dyod:  dyor oy
0 _oo oo odo oo o
0z 0z 0x' 0z Oy’ 0z 0z 0zot 02
o 0x' 0 oy 0 02 0 ot 0
ot~ ot dx’ ' At 9y | ot 9z | ot o

0 0
= ’Y% —’W%

isto é, pela expressio vetorial (note que os vetores
unitrios ndo se alteram)

. 0 v 0 .0 0
VZ’(”axf_7 )

== bk
c? ot +J oy’ + oz

0 0 0]

— =y —Yv=—.

o~ Tor o

O rotacional de uma grandeza vetorial D qualquer deve
ser expresso, segundo esses operadores, como

i ik
— 9 w5 s
VAP = g — e v v
D, D, D.
_ (9D. 9D, i
oy az'
n 0D, B oD, ﬂaDz .
92 or @ o
oD, 0D, ~vOD,
+<7 o By 2 o .

Usando esses resultados, as equagoes de Maxwell
que representam a lei de Gauss, e a que garantem a
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inexisténcia de dipolo magnético, ficam

OE,  O0E, O0E, ~vdE, p

V-E= = _F
T or + oy’ + 0z 2 ot €0
0B, 0B, 0B, ~v0B, ’
V-B= ) - =0
oz * oy’ + 0z cz o
enquanto que a lei de Faraday resta como
OE. 0B, UﬁBI N 0B, 0
oy 0% Toe T e T
oF, oF, 0B,  yvOE, 0B,
— — —_— = 0
02 ow  ow T av o
OE, OE, U@BZ W OEy 0B. 0
Tor oy Wow o o
e a lei de Ampeére modificada torna-se
0B, B 0B, E()Em B l@Em T
oy’ 92 @ ax oy Hode
0B, 0B, ~ywdB, ~vO0E, ~vOE,
00 Vow Ta v 2o T @ow Ml
vaBy_an_ﬂaBy_laEz ﬂaEZ:/«LOJ
ox' oy 2 ot % ot 2 ox' i

Notamos, ademais, que as duas ultimas equagoes de
Maxwell se desdobram em seis, dado o seu carater
vetorial. Ficamos, pois, com oito equagoes escalares.

Note que ainda estamos escrevendo os campos no
sistema de coordenadas sem linha. Precisamos, obvia-
mente, escrevé-los no sistema com linha. Para analisar as
propriedades de transformacao desses campos, tomemos
primeiramente as equagoes de Faraday. Na primeira
destas (em termos das componentes), verificamos, por
inspeg:d(ﬂ que, para retornarmos a uma equacao de
Faraday sem termos espirios, devemos notar

Ez = V(E; - UBg//)
B, =~(E, +vBl) , (3)
B, = B!

pois, nesse caso, por substituicao direta na equacao,
ficamos com:

OB’ ,
{V’XE’+ at,LvV“R (4)
em que
) B B
Vi=i—+j =

ox' oy’ + kaz”

e o indice x do termo entre colchétes indica apenas que
esta é a componente x da equacao de Faraday. Dessa

4 Tal inspecdo ndo é, entretanto, cega. Sabemos que a relacdo
dimensional entre o campo elétrico e o campo magnético é dada a
partir da mediagdo de uma velocidade. Assim, uma breve andlise
dimensional sugere a forma apresentada (a menos do sinal, este
sim compatibilizado para garantir a invaridncia desejada).

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2023-0231

€20230231-5

maneira, se mais adiante conseguirmos demonstrar que
o divergente a direita é zero, teremos mostrado a invari-
ancia da primeira componente das equagoes associadas
a lei de Faraday. As outras duas componentes ficardao

/
{V/XE’+8B} =0
Y

ot’

oB’
[V’XE’—|— 6t/:| =0

se, juntamente com as transformacoes , colocarmosﬂ
v
B, =~ (B; - C—QE;)
B.=~ (B, +2E!
== T\ P 2y
E,=FE]

Nao é de modo algum estranho que as componentes em y
e z se anulem automaticamente, de maneira que devamos
nos preocupar apenas com a componente em z; de fato,
a transformacdo de Lorentz que estamos considerando
se dd na direcio x, o que faz com que as equaghes
associadas a outras dire¢Ges ndo sejam alteradas com a
troca de sistemas de coordenadas. Assim, nosso conjunto
completo de transformacoes para os campos resta:

E, =E! B, = B,

E, =~ (E,+vB) B,=(B, - E.) )

E, = (E,—vB)) BZ:7<B;+:—2E1;)

As equacoes sdo as expressdes completas da trans-
formagao, embora reste testar todas as outras equagoes
de Maxwell (note que testamos apenas a lei de Faraday
e, mesmo assim, s6 podemos garanti-la se conseguirmos
mostrar que o divergente a direita de (4) se anula, o
que corresponde & lei da indugdo magnética para B’).
Vamos, entdo, mostrar que, com certas consideragoes,
obtemos as novas equagoes para os campos transforma-
dos como em .

Se nos voltarmos para a lei da indu¢do magnética, e
substituirmos os resultados anteriores, ficaremos com:

83’}

/ ! v ! /

Comparando esta ultima expressdo com , notamos

que, ou Z—z = 1 (o que ¢ falso), ou o divergente deve
anular-se, de modo que devemos ter
V' -B =0, (6)

5 Ver nota anterior e notar a diferenga do termo de velocidade. No-
vamente, uma analise dimensional sugere a referida transformacao
(a menos de sinais). O raciocinio, intuitivo, é que, como o termo
& esquerda é um campo magnético, o termo transformado (com
linha) deve conter o campo magnético novamente e um campo
elétrico sobre uma velocidade. O fato de se ter usado, para o campo
elétrico, termos do tipo vB sugere que o termo multiplicativo para
E seja v/c2.
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e, portanto,

OB’
o = 0. (7)

Com este resultado, ja conseguimos mostrar a inva-
ridncia das equagdes homogéneas de Maxwell; restam
ainda as equagdes inomogéneas. Elas, como veremos,
irdo impor condig¢bes acerca das propriedades de trans-
formacado da densidade de carga e da densidade de
corrente.

Comecando pela lei de Gauss para o campo elétrico,
e substituindo os campos transformados, chegamos ao
resultado

V' x E' +

1 OF' P
V-E=~V'-E — V' x B — = = —
7 ’W[ 2ot |, e
de maneira que, se colocarmos
! v
£ =7<p+uovJ;> ffp=7(p’+7];),
€0 €0 C
teremos, imediatamente,
/
v.E =2, (8)
€0

desde que seja verdade que

1 0
{v’ “B = 5% ] = otz

0 que ainda resta demonstrar.

Falta, portanto, apenas considerar as trés componen-
tes da lei de Ampere modificada. A primeira delas ira
gerar a equacao

{ 1 OF'
v

/

v p
V' xB — = = =
c? ot L, Hode ™2 ¢

que, se colocarmos

v /
pods =7 (ﬂoJ; + Cgfo) = Jo =7 (J, +vp'),
obtemos
1 OE'
VoG] =

Da mesma forma, se colocarmos
/. o
Jy=Jy;J. = J,

teremos, para as duas outras componentes da lei de
Ampere modificada,

1 OF'
o322 -

1 0F

[VIXB/_CZat’:| :,LLOJ;,
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que implicam na sua invaridncia, na forma

Coletando todos os resultados obtidos, temos:

e 0s campos devem se transformar segundo

E,=E!

v
E,=7(E,+vBl) B,=v(B,~SE.) . ()

B, = B,

v
B.=~(E.—vB)) B.=~ (B; n 0—2E;>

e a densidade de carga e a densidade de corrente devem
se transformar como
v
p=" (p’ + 775;)
C
Jo =7 +vp) (11)
Jy=J,
J, = J.
e as equagoes de Maxwell ficam [@, @, e @]
V'-B' =0
oB’
ot!
V' - E = 6alpl

V'x E'+
(12)

V' xB' — ——
c

que sao escritas no referencial com linha e que possuem
exatamente a mesma aparéncia que possuiam no referen-
cial sem linha. Nao deixa de ser instigante a constatacao
que, sob as transformacoes de Lorentz, as préprias
equagoes “se misturam” e seu desacoplamento decorre,
exatamente, da exigéncia de invaridncia, que é como as
relagoes entre os campos (e também as densidades de
carga e corrente) sao introduzidas.

Note que as densidades de carga e de corrente se
comportam, sob as transformacoes, exatamente como
o tempo e a posigdo (perceba que nas expressoes (|11
temos os elementos escritos no referencial sem linha
dados em termos dos elementos escritos no referencial
com linha, ao contrario do que temos nas equacoes de
transformacao (3]) e que, para inverter as expressoes
para escrever os elementos com respeito ao referencial
com linha em termos dos elementos escritos no referen-
cial sem linha, basta inverter o sinal da velocidade).

Era, alids, de se esperar que a corrente se trans-
formasse da maneira apresentada em , uma vez
que, para o referencial em movimento em relagdo ao
referencial no qual as cargas estdo imoveis, elas passam
a mover-se e produzem uma corrente que é vp’ (a menos
de termos de contragao).

Podemos notar, também, que nao faz sentido tentar
entender o campo elétrico como uma entidade indepen-
dente da inducdo magnética, visto que bastaria uma

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2023-0231



Silva Filho e Ferreira

mudancga de sistema de coordenadas para que um campo
elétrico puro se transformasse numa mistura de campo
elétrico e indugdo magnética. Vale observar, entretanto,
que nao podemos migrar de um campo elétrico puro
para um campo magnético puro, qualquer que seja a
transformacao de Lorenz de coordenadas. Mais ainda,
as expressoes mostram que os campos existentes na
dire¢do do movimento relativo nao se alteram, enquanto
que aqueles em dire¢des ortogonais mudam da maneira
indicada. Esse resultado, portanto, implica, por exemplo,
na quebra de isotropia de um campo de particula pun-
tiforme ao se passar para um referencial em movimento
relativo.

4. Quadrivetores e Invariancia

Se recapitularmos alguns resultados ja obtidos, per-
ceberemos que um fendémeno interessante ocorreu. De
fato, quando analisivamos a invariancia das equagdes
de Maxwell por transforagdes de Lorentz (na dire¢do x)
dadas por

' = (x — Bet)

v , (13)
2=z

ct’ = v (ct — fx)

chegamos a conclusdo que tal invaridncia sé poderia
ocorrer caso as densidades de carga e de corrente
se transformassem, sob as mesmas transformacoes de
coordenadas, como:

Jy = (Jx — Bep)
J =,
J = J.
cp' = (cp—BJz)

(14)

Uma rapida comparacdo entre as expressoes (13]) e
nos mostra que o vetor densidade de corrente
se transforma como o vetor posicdo, enquanto que a
densidade de carga se transforma como o tempo. Esta
aparente “coincidéncia” tem implica¢oes profundas que
passamos agora a desenvolver.

Se optarmos por escrever as coordenadas espaco-

temporais na forma z® = (ct,x), entdo as equagoes
(14) sugerem que escrevamos j* = (¢cp,J), de modo

que a ideia de se introduzir a nogao de quadrivetores se
torna natural. Quadrivetores sdo uma generalizacdo da
nogao de vetores em trés dimensdes (com importantes
qualificagdes que veremos a seguir). Assim, podemos
pensar, imediatamente, na possibilidade de introduzir,
também para os quadrivetores, uma nocao de produto
interno (ou escalar).
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5. Preliminares: a Equacao de Onda e o
Calculo Tensorial

A partir dos indicios colhidos na secdo anterior, podemos
desenvolver a nocdo de produto interno nesse espago
de quadrivetores. Para tanto, podemos tomar a nocao
de comprimento nesse espago (que é uma maneira de
introduzir a no¢ao de produto interno), escrevendo seu
elemento diferencial como (usando a notacao de soma de
Einstein)

ds? = d§-ds = Adt* — da® — dy® — dz?
= (da®)? — (dz')? = (da®)? — (dz®)?
= N pdrda”,

em que o elemento 71, 3, chamado métrica (justamente
por especificar a maneira de medir comprimentos no
espago considerado), fica dada por (assinatura igual a
—2):

Moo = 1,m1 = n22 = 133 = —1, 108 = Osea # B.

Nesse ponto, é interessante introduzir a diferenciacao
entre vetores contravariantes e covariantes (em parti-
cular pelo fato de a métrica ter as caracteristicas de
assinatura apresentadas anteriormente). O quadrivetor
contravariante (com {ndices superiores) tem as compo-
nentes A%, A, A% e A3, que escrevemos, concisamente e
seguindo as intui¢oes da se¢do anterior, como:

A% = (A%, A);

usando a métrica para abaixar indices, definimos o
quadrivetor covariante como

Ay = napAP = (A%, - A).

O produto escalar fica, entdo, sem a explicitacao da
métrica, dado por

A*B, = A"B° — B A.

Introduzir a nogdo de produto escalar é importante
porque garante a invaridncia pela transformacdo em
questao, uma vez que um escalar nao ird variar por tais
transformacoes.

Note que o carater covariante de

da = (7104, V) (15)

é particularmente importante, porque desejamos que a
equagcao
0J° dcp
OpJ*==—+V - J=—""+4+V-J=0
¢ 0x0 oct
seja um invariante de Lorentz (a conservagdo da carga
deve valer em todos os referenciais inerciais).

Usando o operador definido na Eq. e seu correlato
contravariante, ¢ imediato mostrar que a equacdo de
onda para uma funcéo f qualquer pode ser escrita como
af 1 0f

Uf=0%0.f = W - Vif= g@—VQf,
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o que estabelece imediatamente sua invaridncia por
transformacoes de Lorentz, visto que %0, é um produto
escalar e f, um campo escalar.

6. A Formulacao Tensorial das Equacoes
de Maxwell

Com esses resultados preliminares, podemos agora mos-
trar que as equagoes de Maxwell sdo invariantes por
transformagoes de Lorentz usando, para tanto, exclusi-
vamente o cdlculo tensorial.

Primeiramente, podemos mostrar que a equacao de
conservacao da carga é um invariante. Com efeito, pelas
leis de transformacdo das densidades de carga e de
corrente encontradas (ou pela exigéncia de termos um
quadrivetor corrente), devemos colocar

J* = (ep, J)

(lembremo-nos que estamos usando z° = ct, o que
ocasiona o aparecimento de ¢p na expressio acima).
Assim, o escalar de Lorentz

0aJ* =0

representa certamente um invariante, mostrando que
a conservacao da carga vale em qualquer referencial
inercial que se transforme segundo as transformacées de
Lorentz.

O calibre de Lorentz pode ser escrito como

1 0¢

~ % v.A=0
028t+v ’

em termos de quadrivetores, se colocarmos

a0 = (2,4). (16)

teremos
A% =0,

que, novamente, garante sua invariancia por transforma-
coes de Lorentz.

As equagbes de onda para os potenciais, escritas no
calibre de Lorentz, sdo

DAZILL()J
Op=2

que podem ser escritas, em termos de quadrivetores,
como

A% = poJe.

J& colocamos praticamente todo o formalismo do
eletromagnetismo sob o formato tensorial, implicando
assim na sua invariancia. Falta ainda escrever as equagées
de Mazwell nesse mesmo formato tensorial e, assim,
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garantir sua invaridncia sem a necessidade de realizar
qualquer calculo posterior.

Para escrevermos as equagoes de Maxwell na forma
tensorial, notamos primeiramente que o campo elétrico
foi por nés obtido como sendo

gy 0A_E_ (o) 04
E=—Vo-Gr=0=" () 920"

o que, em termos das componentes do quadrivetor
potencial dado em (|16]), pode ser escrito como

% = % =9'A% - 9°A" = — (04" = 9'A%), (17)
em que o leitor deve atentar para o fato de estarmos
utilizando o ”gradiente” contravariante, o que implica
que devemos inverter o sinal das derivadas espaciais.

E fdcil mostrar que as outras componentes para o
campo Sao

%:_(80A2_82A0)

: (18)
%:_(80143_83140)

C

Da mesma maneira, para a indu¢ao magnética, temos

B=VxA,
implicando que
0A 0A
B, =B = —2 - Y= _ (9243 - 93A? 19
v TRy S ), (9)

quando, novamente, insistimos para que o leitor se
recorde de que estamos usando a versao contravariante
do operador diferencial, implicando numa troca de sinais
para as derivadas espaciais.

As outras componentes para a indu¢do magnética sdo
facilmente obtidas como

By = —(03A" — 81A3)

By = — ((r“)lA2 — 82A1)

A partir das expressoes , , e , pode-
afs

mos construir um tensor F'*” dado por

(20)

FoP =92AP — 98 A

que, matricialmente, pode ser escrito como

0 -B _E _5
o _ 2.0 -B3 B
2 B 0 -B
2 —By, B 0

Vale notar que a indugdo magnética aparece como 0s
componentes de uma matriz antissimétrica 3 x 3, o que
equivale a dizer que B é um pseudo-vetor.
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Com o tensor F*P fica bastante facil obter as equacoes
de Maxwell na forma invariante

Do FP = o JP. (21)

OVFPY L 9PV 4 9V FP =, (22)
Em que temos quatro equagbes em cada caso devido
ao fato de termos trés indices que podem variar no
conjunto {0,1,2,3}, isto é, temos uma combinagdo de
quatro, tomados trés a trés (que, sem dependéncia
da ordem combinatéria, é quatro): as quatro equagoes
inomogéneas associam-se a , enquanto que as quatro
equagoOes homogéneas associam-se a .

€20230231-9

Assim, uma vez colocadas sob o formato e
, as equacoes de Maxwell sdo mostradas invariantes
por transformagoes de Lorentz, sem a necessidade de
quaisquer outros calculos.

Desta feita, se desejarmos reobter as regras de trans-
formagao explicitas para os campos, basta lembrarmos
que, dado que F*? ¢ tensor, devemos ter:

a/ B,
_ 0z Ox e (23)

Fof =
OxY Ox° ’

e assim, usando o caso particular das transformacoes na
direcao z:

ozt ozt ozt ozt
ot 900 = 0 7 = gpm = °

ox? B ox? B 0z? 0 ox? _

drl — 928 A0 B

oz 02% 92% oz ’

ort  9z2 00 =0 =1

dxl " =7 ox2  dx3

as componentes dos tensores podem ser calculadas, uma
a uma, da forma

i 0’ 1’
& _ FOll _ 81‘ ax o

g

c oxY 0x°
_ 9z 9z FO0 oz &zzllFOl
0x0 9x0 0x0 Ox!
2% 9V 4o
Tt el e
B oz 9z' o, 82" 9z 10
0x9 Ozt Ozt 0x0
Ey E E
= PS4+ = (1-87) =,
c c
implicando que Ei = F;. Para a componente F02/,
temos
By 02 _ 2% 9% oo 02% 9% _,
c 029 022 Oxt 022

0 <_E2 + ﬁB3> )
C

implicando que F} = v(Es — vBs), como anteriormente.

Existe uma maneira mais direta de obter as regras de
transformacdo para os campos usando a representacio
matricial das transformacoes de Lorentz. Assim, pode-
mos escrever

FoP = ASFAAL,

6 Note que s6 foi necessario impor a forma particular da transfor-
magao de Lorentz neste ponto, mostrando que nossos resultados
sdo completamente gerais.
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em que A representa o boost relativistico e

, ¥ -5 0 0
po_ 9z =B v 00
AT gy |0 0 10
0 0 0 1
e
0 —Ei/c —E3/c —Es/c
Fa’B _ El/C 0 —B3 BQ
EQ/C B3 0 —Bl ’
E3/C —Bg B1 0

. . . / .
com uma matriz similar para F *% (com linha nos
campos). Fazendo o produto acima, é simples provar que

0 —Ej/c —E4/c —Ei/c

El/e 0 -B, B,

Eyjc  Bj 0 -B, |

El/c —-Bj) Bj 0

0 _E _2(E2—cBB3) _ y(E3—cBBo)
Ey 0 _ y(eB3—BE2) ~(cB2+BE3)
'y(EQZCﬂBg) ’Y(CBg;ﬁEz) 0 —Bl P
’Y(ES—CCBBz) _"/(CBz;i-,@ES) By 0

gerando as transformacoes desejadas. Com efeito, com-
parando o elemento matricial 0,2 dos dois lados da
expressdo anterior, por exemplo, temos F) = y(FEy —
vB3), como antes.
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7. Invariancia das Equacoes de Maxwell
as Transformacoes de Lorentz: Pontes
Conceituais via Derivagao como
Alternativa ao Calculo Tensorial

Na tradigdo do campo disciplinar da Fisica, e nos res-
pectivos manuais didaticos, a invaridncia das equagdes
de Maxwell por transformagoes de Lorentz é, como
ressaltamos na construcao do argumento tedrico deste
artigo, usualmente apresentada via calculo tensorial,
do que decorre que seu ensino seja postergado até
que (supostamente) os estudantes-alvo dominem esse
formalismo. Tal condicionalidade pode acarretar, em
disputas curriculares as mais disformes como as que ca-
racterizam o modelo educacional brasileiro, que muitos
sequer tenham acesso institucional a esse topico com
relevantes implicagdes para o conhecimento avancado da
Fisica Moderna e Contemporanea.

Desse diagnostico, desenvolvemos uma alternativa de
se proceder aquela demonstracdo de invaridncia das
equagoes de Maxwell frente as transformacoes de Lo-
rentz usando-se tao-somente operacoes basicas da deri-
vagao, nomeadamente a regra da cadeia, tanto mais sim-
ples quanto usuais em fases introdutérias da formacao
em ciéncias exatas. Na direcao dos processos de ensino
e aprendizagem em Fisica, sustentamo-nos no aporte
tedrico das pontes conceituais, por nés desenvolvido
neste e em outros trabalhos [8] a partir da epistemologia
cognitiva de objeto homélogo de Gérard Vergnaud [9].

Essa correlagao apreende um contributo preciso — e,
sustentamos, cirurgico — para a manipulagao didatica da
nossa proposicao, visto que se constitui como dispositivo
de conexao entre campos cognitivos cujas fundamenta-
¢Oes, regras axiomaticas, de operacdo e consequenciais
e as formulagbes resultantes, ainda que heterogéneas,
confluem-se num dominio (campo) de isomorfismo. A
essa propriedade de transicdo denominamos pontes con-
ceituais.

O artificio de congruéncia referencial buscou, assim,
justamente, estabelecer a transitabilidade das maneiras
de demonstracao da invariancia das transformacoes das
equacoes de Maxwell, via derivacdo como alternativa
ao calculo tensorial, sem hierarquiza¢do, mas com evi-
dente implicagdo de que a maneira demonstrada poderia
facilmente ser introduzida em disciplinas iniciais de
Eletromagnetismo, tipicamente realizadas no primeiro
ciclo dos cursos de Fisica e Engenharia, contribuindo
para a retomada progressiva do assunto em moddulos
avancados.

8. Consideracoes Finais

Resultados formais de uma teoria fisica, ndo raro, podem
ser obtidos por diferentes perspectivas ou abordagens,
movimentando insumos distintos de seus formalismos
subjacentes. Assim, no caso especifico da invariancia das
equacoes de Maxwell por transformacoes de Lorentz, é
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possivel usar-se tanto um modelo matematico tensorial,
como outro que utiliza apenas a nocao de derivadas e a
regra da cadeia.

A escolha de um formalismo tem consequéncias para
o aprendizado que se intenciona, correlacionado com
o momento de desenvolvimento cognitivo em que os
estudantes se encontram. O uso de um formalismo mais
abstrato, de modo geral, garante uma abordagem mais
elegante e direta. Entretanto, hd que se considerar o
custo particular do aprendizado desse formalismo, que
pode envolver elementos que, para o estudante em ques-
tdo, nao estdo ao alcance. Isso, muitas vezes, significa
que a demonstragao da propriedade em questao s sera
apresentada em disciplinas mais avangadas do curso, nao
excepcionalmente apenas em cursos de pos-graduagao, o
que implica que sequer serao vistas por aqueles que nao
seguirem esse percurso formativo.

Por outro lado, o uso de um formalismo menos
abstrato, como o que aqui apresentamos, permite a
apresentacdo do resultado em disciplinas iniciais de
cursos de ciéncias exatas e engenharias (no terceiro
semestre, por padrao, ja é possivel abordar esse tipo de
demonstragio), bem como para evidenciar a importan-
cia das regras de derivagdo em uma aplicacdo de relevo
no Eletromagnetismo. O uso desse formalismo pode,
ademais, servir de ratio para a introdugao dos elementos
formais relacionados a uma abordagem abstrata, dando
a ela uma motivagao fisica, como buscamos fazer neste
trabalho com referéncia ao contributo tedrico das pontes
e dos campos conceituais como desenvolvido em [§] e [9].

Isso ndo implica superioridade de uma abordagem
em detrimento da outra. Significa apenas que cada
qual corresponde a diferentes intengoes de ensino e
aprendizagem desse objeto de conhecimento e, portanto,
a ativacao de distintos campos conceituais, mesmo se
tratando de demonstragoes formais.
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