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Neste artigo sdo discutidos os resultados de uma videoandlise que permite estudar a relagdo entre o movimento
circular uniforme (MCU) e o movimento harmoénico simples (MHS), a partir da filmagem do movimento circular
de uma roda de bicicleta. Considerando um ponto P fixo na borda da roda, em movimento circular de raio R e
coordenada angular ¢, podemos obter suas componentes cartesianas x e y por meio da videoandlise, observando
que elas oscilam ao longo do tempo. Assumindo o movimento de P como sendo um MCU, obtemos analiticamente
as coordenadas x e y, comparando-as com as coordenadas obtidas pela videoandlise. O modelo permite estudar
explicitamente a relacido entre MCU e MHS, além de fornecer o raio da bicicleta com precisao de 1%.
Palavras-chave: MCU, MHS, Videoanalise, Modelagem matematica.

In this article we discuss the results of a video analysis that allows us to study the relationship between uniform
circular motion (UCM) and simple harmonic motion (SHM), from the filming of the circular motion of a bicycle
wheel. Considering a fixed point P at the wheel’s edge, in a circular motion of radius R and angular coordinate ¢,
we can obtain its Cartesian components x and y by means of video analysis, observing that they oscillate over
time. Assuming the motion of P as an MCU, we obtain analytically the x and y coordinates, comparing them with
the coordinates obtained by video analysis. The model allows explicit study of the relationship between UCM and

SHM, in addition to providing the bicycle radius with accuracy of 1%.
Keywords: UCM, SHM, Video analysis, Mathematical modeling.

1. Introducao

A relagao entre movimento circular uniforme (MCU) e
movimento harménico simples (MHS) permite a inves-
tigagdo de um movimento a partir do outro. Por exemplo,
um planeta orbitando uma estrela em trajetéria apro-
ximadamente circular, pode ser visto como um sistema
oscilante, dependendo da posicao relativa entre o obser-
vador e o plano que contém a Orbita do objeto celeste.
Podemos estimar pardmetros fisicos de interesse, conside-
rando a relagdo entre MCU e MHS, ainda que nao sejam
claras as informagdes da orbita circular por observagao
direta. Em trabalho recente, Cuzinatto, Morais e Souza
(2014) utilizaram dados de Galileu Galilei para apontar
como este ultimo previu corretamente a dindmica das
érbitas das Luas galileanas em torno de Jupiter [1].
Algumas experiéncias propostas para estudar a relagdo
entre o MCU e o MHS buscam minimizar a exigéncia
de instrumentos sofisticados [2-4]. Moreira e colabora-
dores (1991), por exemplo, apresentam um experimento
utilizando um disco de raio R e um dispositivo LED.
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Na montagem indicada, o disco é acoplado a um motor
de toca-discos, que o faz girar com velocidade angular
constante. Na extremidade do disco, um LED ¢ fixado.
O conjunto é inserido em uma caixa de madeira com
uma pequena fenda, no plano de rotacao do disco, que
permite visualizar o LED. O movimento do LED ¢é visto
ao longo de uma linha paralela a fenda, em MHS [4]. Ou-
tro dispositivo é descrito em Moysés (1996), utilizando
também um toca-discos com um objeto O fixo sobre ele,
um péndulo simples e uma lampada. Com a iluminagao
adequada, a sombra do objeto em movimento circular
sobre o toca-discos é vista em uma tela de projecdo, em
MHS. Na montagem descrita, uma massa pendular é
colocada para oscilar ao longo do didmetro do disco. A
projecao do objeto O na tela acompanha a oscilacao da
massa pendular [3].

Na verdade, podemos imaginar que um ponto P em
MCU possui uma projecdo Py ao longo de um eixo
genérico = que contém seu didmetro. Enquanto o ponto
P realiza um movimento circular uniforme ao longo da
circunferéncia C, sua projecdo Pk, realiza um MHS ao
longo do diametro D.
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No presente artigo, apresentamos a videoandlise [5-9]
do movimento de uma roda de bicicleta, utilizando esses
dados para estudar a relagao entre o movimento circu-
lar uniforme (MCU) e o movimento harménico simples
(MHS). Inicialmente, obtivemos a evolugéo temporal da
coordenada angular ¢, bem como a distdncia R do ponto
P ao centro da roda, por meio da videoandlise. Em se-
guida, modelamos o movimento de P como sendo um
MCU, o que permite a obtencao analitica das coordena-
das z e y, considerando a relagdo matematica existente
entre o MCU e o MHS. Finalmente, utilizamos as coorde-
nadas = e y obtidas para determinar o quadrado do raio
da bicicleta, a partir da soma em quadratura. Podemos
comparar os valores previstos analiticamente com o raio
medido para a bicicleta, avaliando se o0 modelo de MCU
admitido para o ponto P é vélido.

2. Estudo da relacao entre MCU e MHS
por meio da videoanalise

2.1. A relagao entre MCU e MHS

Considere um ponto P em movimento circular uniforme
(MCU), no sentido anti-horério, ao longo de uma cir-
cunferéncia de raio R. A coordenada z do ponto P, em
um instante ¢, pode ser obtida a partir do raio R e da
coordenada angular ¢ (Fig.1), pois:

x = Rcos ¢. (1)

Observe que a coordenada x localiza o ponto Py, projecao
de P sobre o eixo x [2-3]. No entanto, a coordenada
angular ¢ pode ser escrita em funcao do tempo, no MCU:

(b = ¢0 + wt, (2)

com w e @ representando, respectivamente, a velocidade
angular e a coordenada angular inicial do ponto P. Dessa
forma, a equagao pode ser reescrita na forma:

x = Rcos (¢ + wt) . (3)

Uma vez obtida a posigdo z(t) para do ponto Py, podemos
obter sua velocidade v. Diferenciando a equacao em

<V

Figura 1: A figura mostra o ponto P formando um angulo ¢
com o eixo x e suas coordenadas x e .
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relagdo ao tempo, temos:
v = —wRsin (¢ + wt). (4)

Observe que a velocidade méaxima pode ser obtida fa-
zendo:

sm¢:@n+ng,n:QLz&m

que nos fornece o médulo da velocidade méxima dado
por:
|Vmax| = wR. (5)

Analogamente, podemos obter a aceleragao do ponto Px.
Diferenciando a equagao em relagao ao tempo, temos:

a = —w?Rcos (¢po + wt), (6)
que pode ser reescrita na forma:
a=-wzx (7)

uma vez que z = R cos (go+wt). A equagao anterior in-
dica que o ponto Py realiza um MHS de amplitude R. De
fato, podemos utilizar a segunda lei de Newton e escrever
a forca F', sobre o ponto Py , em func¢ao da velocidade
angular w e da coordenada z:

F = —mw?z3 (8)
sendo o médulo da aceleragao dado por (7)) e & o vetor
unitario na direcdo x. Observe que a expressiao pode,
ainda, ser escrita na formas:

F = —kad (9)

definindo k& = mw?. Isso indica que o movimento do
ponto Py obedece a equagdo de um oscilador harmonico,
de constante eldstica k e massa m [2, 3].

2.2. Videoanadlise do movimento da roda

A videoandlise tem sido utilizada para estudar problemas
diversos, na literatura nacional e internacional. A refe-
rida técnica pode ser definida como sendo a investigagao
de um fendémeno fisico por meio de sua filmagem, con-
siderando a analise desse filme a partir de ferramentas
computacionais que permitam o estudo de grandezas
fisicas relevantes para o seu entendimento [8-11]. As
aplicagoes mais frequentes sdo em problemas cldssicos de
cinemadtica e dindmica [5-9, 12-16]. Contudo, trabalhos
envolvendo fisica ondulatéria, experimento de Millikan,
praticas esportivas, entre outras aplicagoes, também sao
encontrados na literatura dedicada ao tema [11,17-21].

Um software de relativo sucesso no ensino de fisica
é o Tracker [22]. Trata-se de um programa livre desen-
volvido por Douglas Brown, vinculado ao projeto Open
Source Physics (OSP) [23]. O programa pode ser utilizado
para estudar a evolugdo no tempo do evento registrado,
quadro a quadro, possibilitando a estimativa precisa de
parametros fisicos.
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A tnica informagao requerida pelo programa é o fator
de escala, que sera utilizado para relacionar as distancias
fisicas filmadas com as distdncias correspondentes no
video. Por exemplo, fornecendo qualquer distancia fisica
situada no plano do movimento observado, o programa
realiza o mapeamento das distancias nos quadros que
compoem o video, em pizels. Em nosso caso, inserimos
uma distancia fixa no quadro da bicicleta, conforme
mostra a figura abaixo (Fig.2).

Neste trabalho, utilizamos o Tracker para obter a coor-
denada angular ¢ em funcao do tempo, juntamente com
a distancia R do ponto P ao centro da roda, admitido em
MCU. Enquanto o ponto P realiza um MCU, observamos
sua projecao no eixo horizontal realizando um MHS. Na
Fig.3 ilustramos esse comportamento: o ponto P, em
vermelho, estd em MCU, ao mesmo tempo em que sua
projecdo Py, em azul, apresenta um MHS ao longo do
eixo horizontal (Fig.3). Todo o material utilizado na vide-
oandlise encontra-se em: https://drive.google.com/
open?id$=3$0BOS3ARHrAIgPMm1KSGpjYWcwWmc.
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O mesmo raciocinio pode ser estendido ao movimento
de um ponto Py, projecdo de P sobre o eixo y. De forma
analoga, temos:

y = Rsin (¢o + wt), (10)
com uma lei de forca do tipo:
F=—kyp. (11)

Na verdade, o raciocinio pode ser estendido a qualquer
diregdo arbitraria (por exemplo, um eixo diagonal qual-
quer z;), que passe pela origem O da circunferéncia C.

3. Resultados e discussoes

Seja P um ponto fixo na roda da bicicleta filmada, descre-
vendo uma circunferéncia de raio R e coordenada angular
©(t). O software Tracker permite obter o par ordenado
(¢, R), que localiza o ponto P ao longo de seu movi-
mento circular. Observe que o raio R pode ser indicado
em coordenadas cartesianas x e y, admitindo o fator de

El

Figura 3: A figura revela o ponto P (em vermelho) descrevendo um movimento circular e sua projecdo Px no eixo horizontal (em
azul), descrevendo um movimento oscilatério. A rotag3o estd no sentido anti-horario.
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escala utilizado no quadro. Por exemplo, fornecendo a
distdncia no quadro da bicicleta, igual a 45 cm (Fig.2), o
programa determina as distancias relativas dos pontos
que compoem o video. Isso possibilita, por exemplo, esta-
belecer a distancia entre o centro de rotacdo e o ponto P
na borda da roda. Contudo, a partir das Eq.s e ,
podemos calcular as coordenadas cartesianas analitica-
mente, a partir do par ordenado (¢, R), determinando a
equagao da trajetoria para o ponto P. A figura seguinte
revela a trajetéria do ponto P, juntamente com suas
coordenadas cartesianas z(t) e y(t), obtidas por meio
da videoandlise (Fig.4). Observe que as coordenadas car-
tesianas de P oscilam no tempo, conforme indicam as
Figs.4b e 4c.

A partir das equagoes e , podemos obter as co-
ordenadas analiticas x’ e ¢y’ do ponto P, comparando-as
com as coordenadas x e y fornecidas diretamente pelo
Tracker. Considerando o movimento circular de P ao
longo de uma volta completa, obtemos desvios absolutosE]
da ordem de 10~ cm na referida comparagio. Como a
precisao do Tracker para as coordenadas cartesianas sao
da ordem de 1072 cm, podemos observar a coincidéncia
entre as coordenadas analiticas e experimentais, no limite
instrumental considerado. Em outras palavras, a com-
paracao mencionada aponta para a validade do modelo
que aproxima o movimento de P por um MCU (Tab.1).

Vale observar que no MCU, a coordenada ¢(t) segue
uma relacdo linear do tipo ¢(t) = o + wt. O ajuste
linear dos pontos (i, t) fornece a velocidade angular w,
identificada com o coeficiente angular do ajuste (Fig.5).

Observe que a velocidade angular obtida é igual a
4,16 +0,01 rad/s, ou seja, 238,4 +£0,6 °/s. A soma em
quadratura das componentes x e y obtidas fornece o
quadrado do raio da trajetéria R?, pois:

R =22+ y2.

Vale destacar que a equagao é justamente a equagdo
da trajetéria para o ponto P. A comparacdo dos valo-

(12)

10O desvio absoluto § é obtido a partir da expressdo: § = |x — zo],
onde x e xq representam, respectivamente, o valor medido e o valor
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Tabela 1: Desvios absolutos d; e J, entre as coordenadas carte-
sianas xe y obtidas na videoanélise e as coordenadas cartesianas
x'e y' obtidas analiticamente, para cada instante de tempo ¢
registrado. O par ordenado (z,y) e (z',y') sdo coincidentes no
limite experimental.

t (s) 0y (cm) 0y (cm)

0,00 3,86x1072 4,90 x 10~12
0,03 3,89x1072 436x10~1!
0,07 3,69x 1010 183x10-10
0,10 6,38x10-10 476 x 10~?
0,13 3,31x10°° 2,61 x 1079
0,17 1,01 x 10~° 6,14 x 10~9
0,20 2,60 x 1079 1,23 x 107°
0,23 4,54x107% 3,76 x 10~?
0,27 1,22x107% 7,31 x 1079
0,30 2,31 x10~Y 1,18 x 1079
0,33 3,27x10710 418 x 1079
0,37 2,28x10-10 813 x 1077
0,40 7,99 x 10710 303 x107?
0,43 1,60x 1079 4,91 x 10~10
0,47 1,51x10~% 791 x 1010
0,50 1,79 x 10~8 1,41 x 10~8
0,53 2,10x 10710  170x 10~?
0,57 6,64 x 1079 1,40 x 109
0,60 1,29x107% 3,99 x 109
0,63 2,67 x107° 5,63 x 1079
0,66 1,41 x 10~° 5,73 x 1079
0,70 3,10 x 10~? 2,25 x 10~8
0,73 3,25 x 107° 1,73 x 108

A precisao fornecida pelo Tracker para as coordenadas cartesianas

acima é da ordem de 1073 cm.

res obtidos por meio da videoanalise com o raio Ry =
28,20 cm da bicicleta apresenta desvio percentual em
torno de 1% (Tab.2). Observe que a andlise anterior s6
faz sentido considerando o par ordenado P (z, y), o que
evita uma argumentagao tautolégica (circular).

Vale destacar que, inversamente, podemos obter o
angulo ¢(t), a partir das coordenadas = e y. Seja x uma
func¢ao na forma:

de referéncia sobre o qual estamos calculando o desvio [24]. T = g COS (¢) R (13)
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Figura 4: (a) Trajetéria do ponto P. (b) Coordenada z(t) do ponto P. (c) Coordenada y(t) do ponto P.
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Figura 5: Posicdo angular ¢(t) e ajuste linear dos pontos expe-
rimentais para uma volta completa de P.

Tabela 2: Comparagdo do raio obtido analiticamente com o raio
medido para a bicicleta, igual a 28,20 cm. O instante de tempo
t e o erro percentual € também s3o indicados.

t z (cm) y(cm) R (ecm) &%
0,00 28,34 0,84 28,35 0,6
0,03 28,07 4,70 28,46 1,0
0,07 27,19 8,44 28,47 1,0
0,10 25,79 12,14 2851 1,1
0,13 24,06 1530 2851 1,1
0,17 21,78 18,39 28,50 1,1
020 19,05 21,14 28,46 09
023 16,10 2355 2853 1.2
027 12,62 2563 2857 1,3
0,30 8,95 27,05 28,49 1,1
0,33 5,18 28,00 28,47 1,0
0,37 1,48 28,40 28,44 0,9
0,40 -2,53 28,22 28,34 0,5
043 6,43 27,64 2837 06
0,47  -10,09 26,49 28,34 0,5
050 13,67 24,73 2825 0,2
053 17,03 2249 2821 0,1
057 19,96 10,81 28,12 0,2
0,60 22,56 16,70 28,07 0,5
0,63 24,68 13,20 28,03 0,6
0,66  -26,28 9,64 27,99 0,7
0,70  -27,32 5,74 27,91 1,0
0,73  -27,86 1,84 27,92 1,0

O erro percentual € (ou desvio percentual) é obtido a partir da
expressao: € = % x 100%, onde x e x( representam,
respectivamente, o valor medido e o valor de referéncia sobre o
qual estamos calculando o desvio [24].

que é solugdo da equagdo diferencial [25]:

d2
—I—&—wzx:O

dt? (14)

ondew = 4/ % A equagao descreve um oscilador harménico
de massa m e constante eldstica k. De fato, de acordo
com a segunda lei de Newton, a forca resultante é pro-

porcional ao negativo do deslocamento x, podendo ser
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escrita na formas:
d’x
m—s = —kx 15
2 (15)
que coincide com a expressao se definirmos w = %

Observe que a equagao (13) pode ser invertida para

expressar o angulo ¢ pretendido, pois ¢ = arccos (ﬁ)

4. Consideracoes finais

A videoanélise apresentada permite estudar a relagéo
entre o movimento circular uniforme (MCU) e o movi-
mento harménico simples (MHS), a partir de um arranjo
experimental acessivel. Verificamos explicitamente que as
componentes x e y de um ponto P, sobre a roda de uma
bicicleta em movimento circular, encontram-se em MHS.
Obtivemos uma estimativa da velocidade angular w e do
raio R da roda. No caso, a comparac¢ao do raio obtido
pela videoanalise com o raio da bicicleta apresenta erro
percentual da ordem de 1%, permitindo apontar para a
validade do modelo de MCU, admitido para o ponto P.
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