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O Comprimento da Trajet�oria de um Proj�etil
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Neste trabalho apresentamos o c�alculo anal��tico do comprimento da trajet�oria de um proj�etil onde,
nas equa�c~oes do movimento, �e inclu��da uma for�ca de atrito diretamente proporcional �a velocidade
do proj�etil. Apesar da presen�ca da for�ca de resistência do ar, �e poss��vel resolver analiticamente as
equa�c~oes do movimento e determinar a equa�c~ao da trajet�oria e o seu comprimento. Comparamos os
resultados obtidos com o modelo parab�olico e determinamos o ângulo de lan�camento que proporciona
o maior comprimento da trajet�oria.

In this work we present the calculation of the path length of a projectile where, in the motion
equation, a drag force directly proportional to the velocity of the projectile has been included.
Despite of the drag force it is possible to solve the motion equations and determine the path and its
length exactly. The obtained results are compared with the parabolic model and the launch angle
that gives the greatest path length is computed.

I Introdu�c~ao

A abordagem cl�assica do movimento de um proj�etil
lan�cado da superf��cie da terra geralmente resolve as
equa�c~oes do movimento e, subseq�uentemente, obt�em a
equa�c~ao da trajet�oria, o tempo de vôo, a altura m�axima
atingida e o alcance. O exemplo mais simples de um
estudo desta natureza, apresentado nos cursos intro-
dut�orios de f��sica para alunos de f��sica e engenharias,
�e o do movimento de um proj�etil que obedece o mod-
elo parab�olico de Galileu [1], onde se despreza qualquer
in
uência da atmosfera. Recentemente essa abordagem
foi expandida incluindo-se o c�alculo do comprimento da
trajet�oria do proj�etil [2]. Foi mostrado que �e poss��vel,
a partir da equa�c~ao da trajet�oria e mediante uma in-
tegra�c~ao, obter-se uma express~ao anal��tica para o com-
primento da trajet�oria.

Quando se incluem os efeitos da resistência do
ar sobre o movimento de um proj�etil, a solu�c~ao das
equa�c~oes do movimento torna-se mais dif��cil e n~ao
pode ser obtida analiticamente [3]. No entanto, para
lan�camentos com baixas velocidades, para valores do

n�umero de Reynolds Re < 1:0, a for�ca de resistência do
ar pode ser assumida como diretamente proporcional
�a velocidade do proj�etil [4,5] e podemos resolver as
equa�c~oes do movimento analiticamente.

Neste trabalho apresentamos o c�alculo anal��tico do
comprimento da trajet�oria de um proj�etil assumindo,
al�em da for�ca gravitacional, uma for�ca de resistência
diretamente proporcional �a velocidade do proj�etil. Na
se�c~ao II, apresentamos detalhes do c�alculo; na se�c~ao
III, comparamos os resultados obtidos com os resulta-
dos obtidos com o modelo parab�olico, e na se�c~ao IV
apresentamos as conclus~oes.

II Detalhes do c�alculo

Nesta se�c~ao mostraremos o c�alculo do comprimento da
trajet�oria de um proj�etil nos modelos parab�olico e com
resistência do ar.

a) Modelo parab�olico

Na Fig. 1 vemos a rela�c~ao geom�etrica entre os ele-
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mentos diferenciais dS, dx e dy,

dS =
p
dx2 + dy2:

Figura 1. Ilustra�c~ao da rela�c~ao geom�etrica entre dS, dx e
dy.

A integra�c~ao de dS segue diretamente

S =

RZ
0

r
1 + (

dy

dx
)2dx; (1)

onde R �e o alcance. Conhecendo-se a equa�c~ao da tra-
jet�oria do movimento, S �e obtida diretamente atrav�es

da Eq. (01). Observando que dy/dx = vy/vx ; pode-
mos, alternativamente, determinar S integrando a Eq.
(01) no tempo, ou seja: para o modelo parab�olico
vx = v0cos� e vy = v0sen� � gt onde v0 e � s~ao re-
spectivamente a velocidade e o ângulo de lan�camento.
Escrevemos ent~aos

1 +

�
dy

dx

�2

=

s
v2 + (u� gt)

2

v2
;

onde v = v0 cos � e u = v0 sen�. A integral de�nida na
Eq. (1) pode ser escrita como

S =

TZ
0

q
v2 + (u� gt)2dt; (2)

onde T = 2u=g �e o tempo de vôo. Fazendo a mudan�ca
de vari�avel, � = u � gt, podemos escrever a Eq. (2)
como

S =
2

g

uZ
0

p
v2 + �2d�: (3)

A integral de�nida na Eq. (3) �e uma integral
tabelada [6] que, resolvida e ap�os uma pequena ma-
nipula�c~ao alg�ebrica, nos d�a

S =
v2
0

g

�
sen� + cos2 � ln(

1 + sen�

cos �
)

�
: (4)

A Eq. (4) �e a mesma equa�c~ao obtida, na referência
[2], quando dS foi integrada em x.

b) Modelo com resistência do ar

Assumindo-se uma for�ca de resistência com o ar da
forma ~F = �b~v, as equa�c~oes do movimento do proj�etil
s~ao escritas como

�x = �k _x (5a)

e

�y = �k _y � g: (5b)

Onde k = b=m , m �e a massa do proj�etil e g �e a ace-
lera�c~ao da gravidade. As equa�c~oes (5a) e (5b) podem
ser integradas facilmente [7,8] fornecendo

_x = v0 cos �e
�kt ; (6a)

e

_y = (v0sen� +
g

k
)e�kt; (6b)

Integrando as equa�c~oes (6a) e (6b), obtemos as
posi�c~oes x e y:

x =
v0 cos �

k
(1� e�kt); (7a)

e

y =
1

k

�
v0sen� +

g

k

� �
1� e�kt

�� g

k
t: (7b)

A equa�c~ao da trajet�oria pode ser encontrada
eliminando-se o tempo entre as equa�c~oes (7a) e (7b),
obtendo-se

y = (tg� +
g

kv0 cos �
)x+

g

k2
ln(1� kx

v0 cos �
) (8)

O tempo de subida do proj�etil �e determinado da Eq.
(6b) com _y = 0,

ts =
1

k
ln(1 +

kv0sen�

g
) (9)

Substituindo o valor de ts na Eq. (7b), determi-
namos a altura m�axima atingida pelo proj�etil

H =
v0sen�

k
� g

k2
ln(1 +

kv0sen�

g
): (10)

Para estabelecermos o comprimento da trajet�oria
procederemos como no caso do modelo parab�olico, in-
tegraremos no tempo. Usando as equa�c~oes (6a) e (6b)
escrevemos

dy

dx
=

(ku+ g)� ge�kt

kv
; (11)

onde u e v s~ao de�nidas como anteriormente. Substi-
tuindo a Eq. (11) na Eq. (1) e integrando no tempo
temos,
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c

S =

TZ
0

p
k2v2 + (ku+ g)2 � 2g(ku+ g)ekt + g2e2kt

kv
(
v

ekt
)dt : (12)

Fazendo-se uma mudan�ca de vari�avel, � = ekt e de�nindo c = k2v2 + (ku + g)2, b = �2g (ku+ g) e a = g2, a
Eq. (12) pode ser escrita como

S =
1

k2

"Z
1

p
a�2 + b�+ c

�2
d� (13)

onde " = ekT e T �e o tempo de vôo. A integral de�nida na Eq. (13) �e uma integral tabelada [6] que, resolvida, nos
fornece

S =
1

k2
f
p
a+ b+ c�

r
a"2 + b"+ c

"
+
p
a ln(

2
p
a
p
a"2 + b"+ c+ 2a"+ b

2
p
a
p
a+ b+ c+ 2a+ b

)

+
b

2
p
c
ln[

(2
p
c
p
a+ b+ c+ b+ 2c)"

2
p
c
p
a"2 + b"+ c+ b"+ 2c

]g : (14)

d

Para obtermos valores de S, �e necess�ario conhecer-
mos o tempo de vôo T . O valor de T pode ser calcu-
lado atrav�es da Eq. (7b) admitindo-se y = 0: Ou seja,
o tempo de vôo satisfaz a equa�c~ao transcendental

gT =
�
u+

g

k

� �
1� e�kT

�
; (15)

que pode ser resolvida gra�camente ou usando-se um
m�etodo num�erico tal como o m�etodo de Newton [9].
Na se�c~ao seguinte, faremos compara�c~oes entre os resul-
tados do modelo parab�olico, Eq. (4) e o modelo com
for�ca de resistência do ar, Eq. (14).

III Resultados

Para veri�carmos a exatid~ao da Eq. (14), integramos
numericamente a Eq. (13) usando uma rotina baseada
no algoritmo de Romberg [10]. Fizemos tamb�em um
c�alculo aproximado de S usando, na Eq. (14), o tempo
de vôo obtido de uma lei emp��rica, formulada por Lit-
tlewood [11], que tem a seguinte forma:

TL =

s
8H

g
: (16)

H �e a altura m�axima atingida pelo proj�etil e g �e
a acelera�c~ao da gravidade. J. E. Littlewood foi um
pesquisador inglês que estudou exaustivamente os pro-
blemas de bal��stica durante a primeira grande guerra
mundial e estabeleceu a lei emp��rica de�nida na Eq.
(16) para o movimento de proj�eteis lan�cados da su-
perf��cie da terra. �E f�acil veri�car que a Eq. (16) �e exata

quando o movimento do proj�etil �e parab�olico. Podemos
investigar a natureza da f�ormula (16) no presente caso
no regime de kT << 1. Inicialmente, expandimos a ex-
ponencial na Eq. (15) para determinarmos o tempo de
vôo em sucessivas aproxima�c~oes [7,8], obtendo

T =
ku+ g

gk

�
kT � k2T 2

2
+

k3T 3

6
� � � �

�
: (17)

Dividindo por T , podemos escrever a Eq. (16) como,

T =
2u

ku+ g
+

kT 2

3
: (18)

No limite k ! 0 (modelo parab�olico), a Eq. (17) nos
fornece o tempo de vôo correspondente, T0 = 2u=g: De
modo que, se k �e bem pequeno mas n~ao zero, o tempo
de vôo seria aproximadamente igual a T0. Se usarmos
este valor aproximado na Eq. (17), obteremos o termo
seguinte em primeira ordem em k:

T1 =
2u

g

"�
1 +

ku

g

�
�1

+
2ku

3g

#
: (19)

Para avaliarmos o termo ku/g em compara�c~ao a kT,
calculamos ku/g e kT para diferentes valores de v0 e
k; em fun�c~ao do ângulo de lan�camento. Na Fig. 2,
mostramos um resumo desses c�alculos.
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Figura 2. Curvas de ku=g e kT em fun�c~ao do ângulo de
lan�camento.

Podemos veri�car que, para todos os casos,
ku=g < kT de modo que podemos expandir o termo en-
tre parênteses, Eq. 18, e escrever

T1 =
2u

g
� 2ku2

3g2
: (20)

A Eq. (20) nos d�a o tempo de vôo em primeira or-
dem. Mostraremos agora que podemos determinar a
Eq. (20) a partir da lei de Littlewood. Usando o valor
de H; Eq. (10), na Eq. (16) e expandindo o logaritmo,
temos

TL1 =

s
8

g

�
u

k
� g

k2

�
ku

g
� k2u2

2g2
+

k3u3

3g3
� � � �

��
:

Considerando termos at�e primeira ordem, �camos
com

TL1 =
2u

g

s
1� 2ku

3g

que, expandindo a raiz quadrada, nos fornece

TL1 =
2u

g

�
1� 1

2

2ku

3g

�
=

2u

g
� 2ku2

3g2

que �e o mesmo resultado da Eq. (20). Vemos, ent~ao,
que a lei emp��rica de Littlewood �e, para o caso de re-
sistência do ar proporcional �a velocidade do proj�etil,
uma expans~ao em potências de k e que coincide em
primeira ordem com o valor exato para k pequeno.

Numericamente, podemos estudar a discrepância
entre a lei de Littlewood e os resultados exatos do pre-
sente modelo, de�nindo o erro percentual relativo como:

� =

�
T � TL

T

�
� 100% : (21)

Na tabela 1, mostramos valores de � para diferentes
valores de k, de v0 e do ângulo de lan�camento. Pode-
mos veri�car que, para k < 1; 0, os erros percentuais
relativos s~ao menores que 1,0%, indicando que neste
regime a f�ormula de Littlewood nos fornece tempos de
vôo com precis~ao desta ordem.

Na tabela 2, mostramos uma compara�c~ao entre o
resultado aproximado, usando a lei de Littlewood para
o tempo de vôo na Eq. (14), e o resultado da integra�c~ao
num�erica e anal��tica com o tempo de vôo obtido da Eq.
(15) resolvida pelo m�etodo de Newton. Adotando o sis-
tema MKS, os valores k = 0,1; 0,5; 1,0/s,v0 = 20,0
m/s e g = 10,0 m/s2 s~ao assumidos para diversos va-
lores do ângulo de lan�camento. Observando a tabela
2, notamos que os resultados anal��ticos e num�ericos s~ao
iguais no n�umero de �guras apresentadas, e o resultado

aproximado apresenta uma discrepância, crescente com
o valor de k; em rela�c~ao ao c�alculo num�erico e anal��tico.
Como era de se esperar para k = 0,1 /s, o erro relativo
m�aximo �e de apenas de 0,05%; no caso de k = 0,5 /s ;
o erro relativo m�aximo �e de 0,89%;e para k = 1; 0/s, o
erro relativo m�aximo sobe para 2,5 %.

Na Fig. 3, mostramos o gr�a�co do comprimento da
trajet�oria (S) e do alcance (R) em fun�c~ao do ângulo de
lan�camento para o modelo parab�olico (k = 0)e o mo-
delo com resistência do ar (k = 0,5 /s). Assumimos
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v0 = 10,0 m/s e g = 10,0 m/s2: Claramente, o gr�a�co
mostra o efeito da resistência do ar no comprimento da
trajet�oria e no alcance. Para ângulos de lan�camentos
maiores do que 100, a diferen�ca entre os comprimentos
das trajet�orias e dos alcances acentua-se e as trajet�orias
m�aximas correspondentes diferem em mais de 30 %. Os

alcances m�aximos, por sua vez, diferem em mais de 32
% .

Para lan�camentos verticais (� = �=2) os compri-
mentos das trajet�orias podem ser obtidos facilmente e
podemos determinar a diferen�ca de comprimento entre
as duas trajet�orias pela seguinte express~ao:

c

�S = S0 (�=2)� Sk(�=2) =
2g

k2
ln

�
1 +

kv0
g

�
+

v2
0

g
� 2v0

k
: (22)

d
Tabela 2. Compara�c~ao do comprimento da trajet�oria de um proj�etil. C�alculo aproximado, num�erico e anal��tico.

�0 = 10; 0 m/s, g = 10; 0 m/s2.

Podemos notar que, no limite k ! 0, temos que

�S ! 0 e quando k ! 1, �S ! v2
0

g
, que �e o valor do

comprimento da trajet�oria do modelo parab�olico. Para
o caso mostrado na Fig. 3, a Eq. (22) nos d�a �S =
2,44m, que est�a de acordo com o valor calculado na

�gura.

Nas Figs. 4 e 5, mostramos os gr�a�cos de um estudo
do comprimento da trajet�oria e do alcance em fun�c~ao do
parâmetro k: Apresentamos curvas de S e R em fun�c~ao
de � para k = 0,1; 0,5; 1,0 /s e v0 = 10,0 m/s. Nas
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Figs. 5 e 7 temos agora os resultados de S e R para k
= 0,5/s e diferentes velocidades de lan�camento: v0 =
5,0; 10,0 e 20,0 m/s.

Figura 3. Gr�a�co de S e R em fun�c~ao do ângulo de
lan�camento para o modelo parab�olico (linha pontilhada) e
para o modelo com resistência do ar (linha cont��nua).

Figura 4. Curvas de S em fun�c~ao do ângulo de lan�camento
para diferentes valores de k.

Figura 5. Curvas de R em fun�c~ao do ângulo de lan�camento
para diferentes valores de k:

Figura 6. Curvas de S em fun�c~ao do ângulo de lan�camento
para diferentes velocidades iniciais. k=0,1/s.

Figura 7. Curvas de R em fun�c~ao do ângulo de lan�camento
para diferentes velocidades iniciais. k=0.1/s.

Fazendo dS/d� = 0 na Eq. (4), podemos determi-
nar o ângulo de lan�camento, que produz a trajet�oria de
maior comprimento no modelo parab�olico, para uma
dada velocidade de lan�camento, ou seja,

sen�max ln

�
1 + sen�max

cos �max

�
= 1 (23)

A Eq. (23) �e uma equa�c~ao transcendental cuja
solu�c~ao pode ser obtida gra�camente ou, por exem-
plo, pelo m�etodo de Newton [7]. Resolvendo (23)
pelo m�etodo de Newton, obtivemos, para o modelo
parab�olico, o ângulo de lan�camento que produz a tra-
jet�oria de maior comprimento independentemente do
valor da velocidade de lan�camento. O valor de �max

calculado com dezesseis �guras �e

�max = 56,465835127452350 0:

Para obtermos �maxpara o modelo com atrito
derivamos numericamente a curva S(�) e veri�camos
o ângulo para o qual a derivada se anula. Na Fig. 8,
temos a ilustra�c~ao desse procedimento para o caso de k
= 0,1 /s .
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Figura 8. Gr�a�co de S e dS=d� em fun�c~ao do ângulo de
lan�camento.

Finalmente, na Fig. 9, apresentamos os valores
m�aximos do comprimento da trajet�oria, do alcance em
fun�c~ao de k e mostramos tamb�em os valores correspon-
dentes de �max. A velocidade de lan�camento foi: v0 =
20,0 m/s. �E interessante notar que, quando k cresce,
o ângulo de lan�camento que d�a R m�aximo diminui; en-
quanto que, para o comprimento da trajet�oria, o ângulo
que d�a S m�aximo aumenta para v0 �xa.

Figura 9. Valores do comprimento m�aximo da trajet�oria,
do alcance m�aximo, �max e k.

IV Conclus~oes

A determina�c~ao do movimento de um proj�etil lan�cado
da superf��cie da terra �e um problema importante na
hist�oria da mecânica. O modelo mais simples, movi-
mento do proj�etil na ausência da atmosfera, �e abordado

nos cursos introdut�orios de f��sica como um exemplo im-
portante de movimento em duas dimens~oes. A presen�ca
da atmosfera introduz for�cas de atrito que complicam
a obten�c~ao das solu�c~oes para este problema. Neste tra-
balho analisamos um modelo de movimento de proj�etil
que, al�em da for�ca gravitacional, inclui uma for�ca de ar-
raste diretamente proporcional �a velocidade do proj�etil.
Resolvemos analiticamente as equa�c~oes do movimento
e derivamos uma express~ao para o comprimento da tra-
jet�oria. No desenvolvimento deste trabalho, tanto o
tratamento anal��tico como o uso de m�etodos num�ericos
foram necess�arios e podem ser implementados como
exemplo, nos cursos b�asicos de mecânica, ensejando ao
estudante experiência te�orica e computacional.
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