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Um péndulo com seu ponto de sustentagao oscilante e um péndulo cujo comprimento varia periodicamente
pertencem a classe de sistemas fisicos ditos paramétricos. Em regime de pequenas oscilacbes tais sistemas sao
bem descritos pela a equagdo de Mathieu como ja foi demonstrado. Neste trabalho as equaces de movimento
para estes dois osciladores paramétricos sao integradas numericamente sem se restringir apenas ao regime de
pequenas oscilacoes. Mapas de Poincaré sao obtidos mostrando que comportamentos cadtico e estavel podem
coexistir para um mesmo conjunto de parametros que caracteriza o sistema.

Palavras-chave: péndulo paramétrico, simulagdo computacional, caos, mapa de Poicaré.

A pendulum with oscillating attached point and a pendulum with the periodically changing length belongs
to a class of physical systems called parametric. In the regime of small oscillations such systems are very well
described through the Mathieu equations. In this work the equations of motion for these two parametric os-
cillators are numerically integrated without any restriction of small oscillations. Poincaré maps are obtained,
showing that the chaotic and stable behavior can coexist for a given set of parameters which characterizes the

system.

Keywords: Parametric pendulum, computational simulation, chaos, Poincaré maps.

1. Introducgao

O estudo das oscilagoes harmonicas, forcadas, amorteci-
das e mesmo de osciladores acoplados é comum nos cur-
sos de mecanica. Um outro sistema relacionado aos os-
ciladores harmonicos, mas que em geral nao faz parte de
nenhum curso de mecanica, ou mesmo de livros-texto,
sao os osciladores paramétricos.

A fisica paramétrica trata da descricao e estudo de
sistemas onde ao menos um dos parametros que o carac-
teriza varia com o tempo. Nos casos em que a variacao
do parametro provoca no sistema um movimento os-
cilatério, temos a chamada oscilagao paramétrica. Os-
cilagbes paramétricas sao bastante comuns na fisica do
estado sélido e fisica do plasma. FEm circuitos RLC,
por exemplo, um efeito similar é observado quando se
varia o valor da capacitancia C periodicamente. Isso le-
vou a criacao de amplificadores paramétricos. Também
sao observadas oscilagbes paramétricas na trajetéria de
particulas em betatrons, ou no simples ato de se ba-
lancar em um balanco, sem ser empurrado por ninguém
(pois nesse caso tratar-se-ia de ressonancia simples),
entre outros ([1]-[10]). Como outros exemplos de sis-
temas paramétricos podemos citar o péndulo no qual
o comprimento do fio varia com o tempo e o péndulo
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onde o ponto de suspensao movimenta-se na direcao
vertical. Nestes dois tltimos exemplos, que serao estu-
dados com maior detalhe mais adiante, consideraremos
que o parametro varie periodicamente no tempo.

Intdmeros estudos ja foram feitos sobre esses siste-
mas, porém esses estudos foram restritos apenas a pe-
quenas oscilagoes [11]. Neste caso a equacao de movi-
mento é a bem conhecida equagao de Mathieu.

Neste trabalho nos propomos a estudar dois siste-
mas que apresentam oscilagoes paramétricas resolvendo
as equacoes de movimento no caso geral. Para tanto
faremos uso de solugdes numéricas para a analise do
problema.

2. A equagao de Mathieu
A equagao
& (t) + wd (14 hcos (wt — ¢g)) z (t) = 0, (1)

onde wy ¢é a freqiiéncia natural de oscilacao do sistema
e w é a freqiiéncia com a qual o parametro oscilante va-
ria, h é a amplitude de variacao da freqiiéncia natural
e ¢p uma constante, é conhecida como equagao de Ma-
thieu. Ela foi apresentada por Mathieu em 1868 como
resultado das oscilagoes de membranas elipticas [12].
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Para pequenas oscilagoes dos sistemas paramétricos
essa equagao descreve muito bem seu comportamento,
ajudando-nos a chegar a importante conclusao:

Para w ~ 2%, sendo m um nimero inteiro, a ampli-
tude das oscilagoes aumenta rapidamente - ressonancia
paramétrica.

Neste caso dizemos que o sistema encontra-se em
um regime de instabilidade paramétrica. Fora desse
dominio nao ocorre nenhum aumento de amplitude,
permanecendo constante a amplitude de oscilagao.

De um modo geral, podemos dizer que a equagao de
Mathieu é um caso especial da equacao de Hill

d .
Sl @EO]+a0)e ) =0,
em que p(t) e q(t) sdo fungoes periddicas e p(t) é
continua e nunca se anula.

Como um artificio matematico, podemos fazer uma
mudanca de varidvel de t para 7 de modo que

dt
p(t)

Substituindo na equagao de Hill teremos

dr =

d*x (1)
dr2

Definindo 9?2 (1) = p () ¢ (1) obtemos

+p(m)gq(r)z(r)=0.

d*x (1)
dr?

+9? (r)a () =0,

e por uma questao de comodidade podemos fazer 7 — ¢
e entao

d?z (t)
dt?
Para o caso mais simples em que

+Y2 () x(t)=0.

G (8) = B (14 heos (wt))

teremos a equacao de Mathieu apresentada no inicio.
Para o caso de h < 1 e w = 2wy + €, sendo
€ < 1, pode-se mostrar que a equacao de Mathieu tem
solugao analitica aproximada sendo possivel determi-
nar a condi¢do de instabilidade paramétrica [13]. A
ressonancia, neste caso, somente ocorrera quando

hw hw
- ce<c 22
2 2

A escolha de w ~ 2wq foi feita por ser ai mais
evidente o efeito do aumento de amplitude. Para
w ~ wg, %wo, %wo ... 0 aumento da amplitude também

ocorre, porém muito lentamente.

3. Péndulo com comprimento variavel

Como primeiro caso estudaremos um péndulo que tem
seu comprimento variando periodicamente. A Fig. 1

Cordeiro e Rino

ilustra este sistema no qual o momento de inércia do
péndulo varia periodicamente.

A forca total que atua na massa suspensa m é a
soma da forca peso e da tracao na corda, ou seja

F=P+T=ma.
Ay

\/

Figura 1 - Representacdo esquematica de um péndulo pa-
ramétrico de comprimento variavel.

No sistema de referéncia inercial instantaneo com
eixos orientados ao longo da corda (direcao radial) e
perpendicular & corda (diregao tangencial), a forga F
pode ser decomposta como

Fian = Pran + Tran = magan,
Frad = Prad + Trad = Marqd-

Enquanto a componente radial nos fornece a inten-
sidade da tensao na corda (o que nao é o interesse no
momento) a componente tangencial da tensdao é nula,
resultando para a aceleragao na direcao tangencial sim-
plesmente

—gsin (6 (t)) = aan,
sendo 6 (t) o angulo que a corda faz com a vertical.
Para se determinar ay,, é conveniente primeiro obté-la
no sistema de referéncia cartesiano (z,y). Em qualquer
instante a posigao da massa m é descrita por

{ (t) = 1(t)sin (0 (1))
y(t) = —L(t)cos (0 (1))

sendo [ (t) o comprimento do péndulo. Considerando

que o comprimento do péndulo seja descrito por I () =
2 2

lp + asin (wt), podemos calcular d%gt) e %@. Final-

mente, lembrando que uma rotagao dos eixos (z,y) nas

direcoes ao longo do fio e perpendiculares ao mesmo

resulta em
Qgan = @ cos (0) + ¢sin (0),
Qrqq = —Zsin (0) + i cos () .

Escrevendo a freqiiéncia em unidades de wg =

\/9/lo, o comprimento do péndulo em unidades do com-

rimento maximo ly e o tempo em unidades do inverso
t lo t dades d
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de wy, a equagao de movimento da componente tangen-
cial sera

d*0 (t) 2 w cos (wt) '\ df (t)
ae (1 + /\Sin(wt)> dt

(M) sin (0/(#)) = 0, )

sendo A = a/ly, w a freqiiéncia de oscilagao do fio, em
unidades de wyq.

Para facilitar a solucao do problema, como um re-
curso matematico, podemos fazer a seguinte substi-
tuicdo na Eq. (2)

z(t) = (14 Asin (wt)) 0 (¢),

o que elimina a dependéncia da derivada de primeira
ordem em 6 (t), resultando em

d?z (t) Aw? sin (wt)
iz <1 + Asin (wt)) 28+

sin (H/\Zs(z(m> =0. (3)

Para o caso de pequenas oscilagdes (sin (z (t)) =~ z (t))
e A < 1, podemos mostrar que proximo da ressonancia
a equacao de movimento serd dada por

d?z (t)
dt?

+ (1 +3Asin (wt)) z () =0, (4)

que é a equacao de Mathieu para wy = 1, e h = 3\

e ¢o = 5. Segundo as Egs. (4) e (1) neste limite de
pequenas oscilagoes teremos
3\ P 3\
2l e 28
2 2’

0 que mostra que a instabilidade paramétrica ocorrera
somente se

9 22 2422
5 <w< 9

(Lembrar que w estd escrito em unidades de wy).

4. Péndulo com ponto de suspensao os-
cilante

Como segundo caso estudado, consideramos um
péndulo que tem seu ponto de sustentagao oscilando
periodicamente como ilustrado na Fig. 2. Neste caso,
apesar do comprimento [ do péndulo manter-se cons-
tante, o ponto de sustentacgao oscila segundo a equagao
h(t) = hgsin (wt).

Neste caso, seguindo o mesmo esquema anterior, te-

e { x (t) =lpsin (0 (t))
y(t) =h(t)—locos(6(1)),

resultando para a equacao de movimento

0(t)+ (1 — Mw?sin (wt))sin (0 (t) =0,  (5)
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onde ja foram feitas as mesmas consideracoes utilizadas
na Eq. (3) (observe aqui que A\ = hg/lp). Note que na
Eq. (5) temos 6 (t), que é o angulo que o fio faz com a
vertical em funcao do tempo, ao passo que na Eq. (3)

temos z (t) = f (0 (¢)).

Ay

Figura 2 - Representagdo esquemadtica de um péndulo pa-
ramétrico com ponto de sustentacao oscilante.

Uma vez que a equagao de movimento nao depende
de 0 (t), nao é necessdria uma substituicao semelhante
a que foi utilizada na Eq. (2). Considerando 6 (t) < 1
e w ~ 2, teremos

0 (t) + (1 — 4Xsin (wt)) O (t) =0 (6)

que é a equagao de Mathieu com wy = 1, e h = 4\
(basta reconsiderar o tempo inicial para eliminar o si-
nal negativo) [14].

No limite de pequenas oscilagoes ([13]) teremos

=2\ < e <2\,

ou seja, a instabilidade paramétrica somente serd
observada se

2(1- ) <w<2(1+\).

A solugao apresentada por Landau e Lifschitz [13],
como ja foi dito, somente é vélida para pequenas os-
cilagoes. Ora, a caracteristica principal da ressonancia
é o rapido crescimento da amplitude de oscilacao.
Isso nos indica entao que essas solugoes somente serao
vélidas para algumas poucas oscilagoes a partir do
tempo inicial. Para se conhecer o comportamento do
sistema em qualquer instante e qualquer situacao, de-
vido a complexidade da equacao diferencial que des-
creve esse tipo de problema, devemos procurar solugoes
numeéricas.

5. Simulagao numérica

As equagbes de movimento (2) e (5) foram integradas
numericamente utilizando o método de Runge-Kutta
de quarta ordem [15]. Como dados de entrada fornece-
mos os valores iniciais 6 (0) de cada fungao, os respec-
tivos valores 6 (0) de suas derivadas no tempo inicial,
a freqiiéncia w de variacao do parametro oscilante, o
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comprimento relativo A de varia¢ao do parametro (am-
plitude de variacao do comprimento do fio no primeiro
caso ou amplitude de oscilagao do ponto de sustentacao
no segundo caso), o nimero N, de ciclos a ser observado
e o nimero Ny de divisdes do periodo de oscilagao do
parametro variante para o cdlculo do tamanho At de
cada passo (At = ‘f—](,rd) de integracao. Podemos ainda
substituir esses valores de w e A nas Egs. (4) e (6) para
obtermos uma aproximacao analitica em cada caso de
acordo com Landau.

O erro de cada passo no método de Runge-Kutta é
uma funcao do tamanho do passo de integracao At,

E (At) ~ (At)°,

portanto, se escolhermos Ny de forma que At ~ 1072
teremos E (1072) ~ 107!, o que é desprezivel, exceto
nos casos que apresentarem comportamento cadtico.

6. O espago de fase e o mapa de Poin-
caré

Analisaremos agora o comportamento desses oscilado-
res paramétricos e a possivel utilizacao da equacao de
Mathieu como ferramenta para encontrarmos solugoes
analiticas para os mesmos. Comecgaremos nosso estudo
considerando o espaco de fase dos osciladores no caso
em que A = 0, ou seja, quando nao houver qualquer
tipo de variacao do parametro em questao. Neste caso
tanto a Eq. (2) quanto a Eq. (5) tomarao a forma

d(t) +sin (0 (1)) = 0, (7)

que é a equacao de movimento do péndulo simples.
Analisando seu espaco de fase temos

0(t) =Q(t)
{ e e ®)

N @ sin(0) N
a9 0
2
= % —cos () = E. (9)

As 6rbitas no espaco de fase (6,Q) do péndulo sim-
ples sdo curvas que satisfazem a Eq. (9), que é uma
equacgao de conservacao de energia, com um termo de
energia cinética T = %2 e um termo de energia po-
tencial U = —cos (). Como podemos ver no gréfico
de U x 6 (Fig. 3), o potencial tem valores minimos
(pontos de equilibrio estaveis) em # = 2n7 nos quais
U = —1, e pontos de valores mdaximos (pontos de
equilibrio instdveis) em 6 = 2(n+ 1)7 nos quais
U = 1. Por uma questao de simetria somente consi-
deraremos 6 no intervalo [—m, 7] O espago de fase do
péndulo simples pode ser visto na Fig. 4. Nela vemos:
(a) Um ponto fixo (0,0) que corresponde & situacao em

que o péndulo encontra-se em repouso no seu ponto de
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energia minima. Nessa condigao ele permanece imével
durante todo o decorrer do tempo (ponto (a));

(b) Uma regido com Orbitas fechadas no espago de
fase (—1 < E'< 1), o que corresponde a movimentos
periddicos (curva (b));

(¢) Uma curva fechada (E = 1) que liga os dois pontos
de equilibrio instavel e que é o limite entre a regiao in-
terior, onde as curvas sao fechadas, e a regiao exterior,
de curvas abertas (curva (c));

(d) Uma regiao onde as curvas sdo abertas que corres-
pondem a érbitas nao periédicas, devido ao fato de que
nesta regiao o péndulo tem energia cinética suficiente
para transpor a barreira potencial em 6§ = 7 (curva d).

Figura 4 - Trajetdrias no espago de fase de um péndulo simples:
(a) Ponto fixo (0,0); (b) Orbitas periddicas; (c) Orbita fechada
que liga os dois pontos de equilibrio instavel e que separa a regiao
de érbitas fechadas da regiao de drbitas abertas; (d) Regiao onde
as érbitas sao abertas.

Um esbogo do tipo de movimento do péndulo para
as situagoes (b) e (d) pode ser visto na Fig. 5.

Para pequenas oscilagoes, sin (6 (t)) =~ 0 (t), e a Eq.
(7) tomard a forma

0(t)+6(t) =0,
que é a equacao do oscilador harmoénico com wy = 1.
Esse resultado é exatamente o mesmo obtido para a
equagao de Mathieu (Eq. (1))com h = 0.
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(b)

Figura 5 - Esbogo do movimento do péndulo simples: (a) Orbita
periédica (fechada), que corresponde as curvas b e ¢ da Fig. 4;
(b) Orbita aberta (curva d da Fig. 4).

Conforme A\ aumenta de valor, o comportamento
do espago de fase altera-se. Como um exemplo, ana-
lisaremos o mapa de Poincaré (j4 que espaco de fase
torna-se muito complicado neste caso) do sistema des-
crito pela Eq. (2) com w = 1 e A = 0,005. Como
podemos ver na Fig. 6, uma regiao cadtica surge nas
vizinhangas da curva E = 1, que é justamente a curva
que separa a regiao das érbitas fechadas da regiao das
orbitas abertas, e que liga os dois pontos de equilibrio
instavel do sistema. Utilizando os mesmos valores de w
e Ana Eq. (5) obtém-se uma figura muito semelhante &
Fig. 6, apresentando basicamente a mesma estrutura.
Conforme cresce A, a espessura da regiao que apresenta
comportamento cadtico aumenta. A espessura e a com-
plexidade das regioes cadticas também dependem do va-
lor de freqiiéncia w. Os mapas de Poincaré apresentam
maior complexidade quando w ~ 2.

Figura 6 - Mapa de Poincaré de um péndulo com comprimento
varidvel com w = 1 e A = 5,0 x 1073, Nota-se trés regides de
comportamentos diferentes: (a) Orbitas fechadas; (b) Movimento
cadtico nas vizinhangas da curva de energia E = 1; (c) Orbitas
abertas.
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7. Analise dos comportamentos

Antes de comegarmos a analise do comportamento dos
péndulos em cada uma das circunstancias comentadas
na segao anterior, faremos um breve comentario a res-
peito dos possiveis valores de #. O angulo 6 aqui con-
siderado é o angulo que o fio do péndulo faz com a
vertical. E contado a partir do ponto de repouso e
cresce no sentido anti-hordrio (Fig. 7a). Devido & si-
metria do problema, o ponto representado pelo angulo
7 é equivalente ao representado por —7 (Fig. 7b). Por
causa disso é que, na secao anterior, afirmamos que
somente considerarfamos o intervalo [—m, 7). Qualquer
valor de angulo maior que m ou menor que —7 pode
ser substituido por um angulo equivalente cujo valor se
encontre dentro dos limites desse intervalo (Figs. 7c e

7d).

(c) 4n+e

Figura 7 - (a) Orientagdo do angulo 0; (b) Correspondéncia entre
os angulos —7 e m; (c) Correspondéncia entre um angulo positivo
e maior que 7 e um angulo negativo menor que -m; (d) Angulo
qualquer maior que 27 e seu correspondente no intervalo [—, 7].

No gréfico da evolucao temporal de 6, a descontinui-
dade observada no exemplo da Fig. 8a é apenas apa-
rente. Neste exemplo o grafico descreve uma situacao
em que o Angulo aumenta até atingir o valor 7 (Fig. 8b),
que é o limite superior do intervalo, e passa, a partir
desse ponto, a ser representado por valores correspon-
dentes negativos dentro do intervalo supra citado. As-
sim, apesar dessa descontinuidade grafica da evolucao
temporal, o movimento descrito é continuo no espaco.
Os pontos localizados no limite superior do grafico  x ¢
sao equivalentes aos pontos do limite inferior do mesmo.

(a) (b)

Figura 8 - (a) Descontinuidade (aparente) no grafico da evolucéo
temporal de 6 (t); (b) Esbogo do movimento representado no
item a.
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Analisando o comportamento do sistema, conforme
aumentam os valores de \ e w, estes exibem diferentes
comportamentos de acordo com sua condicao inicial.
Nas Figs. 9 e 10 podemos ver os mapas de Poincaré
dos dois sistemas aqui estudados. Neste mapa, bem
como nos demais utilizados neste estudo, cada curva ou
regiao com um certo comportamento caracteristico, foi
obtida com no minimo 5000 periodos de oscilacao. No
primeiro caso, (Fig. 9), trata-se do péndulo com com-
primento varidvel com A = % e w = 2 e no segundo
caso, (Fig. 10), trata-se do péndulo com ponto de sus-
pensao variavel onde consideramos \ = 53—0 ew=2E
possivel em ambos os casos perceber trés regioes com
diferentes caracteristicas: (a) uma regido central, em
torno de (0,0), na qual as drbitas sdo periddicas, em-
bora ndo harmonicas; (b) uma regido (em torno da
regiao de 6rbitas fechadas) onde o regime é cadtico; (c)
uma regiao exterior a essa duas que apresenta varias
Orbitas abertas. As “ilhas” de estabilidade que apare-
cem em meio a regiao cadtica possuem Oérbitas aber-
tas. Essa regiao central onde as Orbitas sao fechadas
pode passar a fazer parte da regiao cadtica quando A
for muito grande na freqiiéncia de ressonancia.

Figura 9 - Mapa de Poincaré de um péndulo de comprimento
variavel com w = 2 e A = 0,08. Pode-se perceber trés regides
com comportamentos dindmicos diferentes: (a) Orbitas fechadas
nas proximidades da origem; (b) Uma regido (que envolve com-
pletamente a primeira regiao) onde o comportamento do sistema
é cadtico; (¢) Uma regido exterior a segunda, caracterizada por
linhas espessas, cuja dindmica apresenta Orbitas abertas. As
“ilhas” de estabilidade que aparecem dentro da regido cadtica sao
orbitas abertas.

Para visualizar esses diferentes comportamentos
dinamicos, integramos as equagoes de movimento para
cada um dos dois osciladores com os valores de w e
A citados acima respectivamente. No primeiro caso
(péndulo com comprimento varidvel) as condigoes ini-
ciais utilizadas foram: (a) p = 0,01, 6o = 0,0; (b)
0o = 2,80, 8y = 0,0; (c) 8y = 0,0, 6y = 3,0. Os resul-
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tados podem ser vistos na Fig. 11. Na Fig. 12 temos
a apresentacao de resultados similares para o péndulo
com ponto de suspensao variavel. As condi¢oes iniciais
utilizadas foram: (a) 6y = 0,01, 6y = 0; (b) 6y = 2,0,
0y = 0,0; (c) 8o = 0,0, 6y = 3,0. Um esboco do movi-
mento real dos resultados apresentados nas Figs. 12a,
12b e 12¢ pode ser visto nas Figs. 13a, 13b e 13c res-

pectivamente.

4

de
dt
<

Figura 10 - Mapa de Poincaré de um péndulo com ponto de sus-
pensédo varidvel com w = 2 e A = 0,06. A estrutura deste mapa
¢é idéntica a do mapa anterior.

(a)

6 (rad)

0 (rad)

<)

A (rad)

1 (Ve w)

Figura 11 - Evolugao temporal de um péndulo de comprimento
varidvel com w = 2 e A = 0,08. A condigdo inicial determina a
caracteristica dinamica de cada caso: (a) g = 0,01 e g = 0,00
- comportamento estidvel com amplitude varidvel com periodo
bem determinado; (b) 6y = 2,80 e 6o = 0,00 - comportamento
cadtico; (c) 8p = 0,00 e 0y = 3,00 - Srbita
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(a)
14
=)
g
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-1
0 380
(b)
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24
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Figura 12 - Evolugao temporal de um péndulo com ponto de sus-
pensao oscilante com w =2 e A\ = 0,06. Como no caso anterior,
a condicao inicial determina a caracteristica dindmica de cada
caso: (a) 6o = 0,01 e g = 0,00 - comportamento estdvel com
amplitude varidvel com perfodo bem determinado; (b) 6o = 2,00
e 0p = 0,00 - comportamento cadtico; (c) 8g = 0,00 e 6y = 3,00
- Orbita aberta.

(b)

Figura 13 - Esbogo do movimento do péndulo com ponto de sus-
pencdo oscilante nos casos apresentados na figura anterior: (a)
comportamento estdvel com amplitude varidvel com periodo bem
determinado; (b) comportamento cadtico; (c) érbita aberta.

7

Na Fig. 14 vemos a comparacao entre o resultado
obtido pela integragao numérica da Eq. (5) e a equagao
de Mathieu (1), que para este sistema toma a forma
apresentada em na Eq. (6). Utilizamos A = 3 e w =2
com as condicoes iniciais 6y = 0,01, 6o = 0.

() 27

-2 1
150
(b) 27
|
=)
g 0
L=
-1 4
'2 v T T T v T ol T v T v 1
0 25 50 75 100 125 150

1 (1)

Figura 14 - Comparacao entre a evolugao temporal obtida através
da solugdo de equagdo de Mathieu (a) e solu¢do numérica da
equagao do péndulo com ponto de suspensao oscilante (b) para o
caso em que w = 2 e X\ = 0,06 com as condigdes iniciais 6y = 0, 01,
6o = 0. E possivel verificar que os valores obtidos no primeiro
caso concordam com os do segundo caso apenas para valores pe-
quenos de x.

Como podemos ver, o resultado da equagao de Ma-
thieu somente coincide com o resultado da integracao
da equacao do péndulo com ponto de suspensao fixo
para pequenos valores de 6 (t). O motivo pelo qual a
equacao de Mathieu deixa de valer quando os valores de
0 aumentam é o fato dos termos de poténcias iguais ou
maiores que 2, que sao despreziveis para angulos meno-
res que 0,1 rad tornarem-se significativos para angulos
maiores. Resultado semelhante pode ser visto na inte-
gragao da Eq. (3) e na sua comparagao com o resultado
obtido pela Eq. (4).

8. Conclusao

A equacdo de Mathieu estd para os osciladores pa-
ramétricos da mesma forma que a equagao do oscilador
harmonico esta para as oscilacoes anarmoénicas: ambas
sao aproximacoes da equagao geral para pequenos valo-
res de deslocamento em torno de um ponto de equilibrio
(e pequena variacao do parametro no caso de Mathieu),
e que portanto somente sao validas para pequenos va-
lores de deslocamento. A principal importancia da
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equagao de Mathieu é determinar a condi¢ao de insta-
bilidade paramétrica.

A estrutura do mapa de Poincaré torna-se mais com-
plexa a medida que w e A\ variam, fazendo em certos
casos surgirem regioes de comportamento cadtico (veja
Fig. 15).

do
dt
o

Figura 15 - Mapa de Poincaré do péndulo com ponto de suspensao
variavel com w = 5 e A = 0,1. A estrutura do comportamento
do sistema neste caso torna-se mais complexa.

Vimos também que comportamentos cadticos e
estaveis podem coexistir para um mesmo conjunto de

parametros, dependendo apenas da condicao inicial do
sistema. Percebe-se também que um movimento ini-

Cordeiro e Rino

ciado numa regiao permanece restrito a ela, sem nunca
abandona-la ou escapar para outra regiao.
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