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Neste trabalho apresentamos uma andlise de diferentes abordagens geométricas ndo-riemannianas para a
gravitacdo que apresentam contetidos fisicos equivalentes & teoria gravitacional de Einstein. Num primeiro
momento, revisaremos os principais aspectos matematicos e fisicos das geometrias e como cada uma delas
contém conceitos e pontos de vistas distintos (mas ainda equivalentes) sobre a teoria gravitacional. Dentre as
diversas formulacbes da interagdo gravitagdo, em particular, discutiremos a geometria riemanniana e a teoria da
relatividade geral (em termos do tensor de curvatura R), a geometria de Weitzenbock e a teoria teleparalela (em
termos do tensor de torsdo T), e por fim a geometria de Weyl e a teoria teleparalela simétrica (em termos do
tensor de nao-metricidade ). Em seguida, mostraremos que elas sdo fisicamente equivalentes ao encontrarmos
que elas tém as mesmas equagdes de campo, obtidas a partir do principio variacional. Por fim, a fim de ilustrar
alguns aspectos da teoria teleparalela simétrica, analisamos a cosmologia no contexto da teoria f(Q) e as suas
contribuigdes para as equagdes de Friedmann, e também como ela pode contribuir para fendmenos nos estégios
iniciais do Universo (regime de alta curvatura) e também & época tardia (regime de baixa curvatura).
Palavras-chave: Gravitacdo Modificada, Geometria de Weitzenbock, Geometria de Weyl, Teoria Teleparalela,
Teoria Teleparalela Simétrica.

In this work we present an analysis of different non-riemannian geometrical approaches to the gravitation that
possess equivalent physical content to Einstein’s gravitational theory. At a first moment, we review mathematical
and physical aspects of the geometries and how each of them have distinct concepts and point-of-view (but
equivalent) on regard to the gravitational theory. Among the many approaches to the gravitational interaction,
in particular, we discuss the riemannian geometry and the general theory of relativity (in terms of the curvature
tensor R), the Weitzenbock geometry and the teleparallel theory (in terms of the torsion tensor T'), at last Weyl’s
geometry and the symmetric teleparallel theory (in terms of the non-metricity tensor Q). Next, we establish that
they are physically equivalent by showing that they have the same field equations, obtained from the variational
principle. Finally, in order to illustrate some aspects of the symmetric teleparallel theory, we analyze the cosmology
in terms of the theory f(Q) and its contributions to the Friedmann equations, and also how it can contribute to
phenomena at early universe (high curvature regime) and at late-time cosmology (low curvature regime).
Keywords: Modified Gravity, Weitzenbock geometry, Weyl geometry, Teleparallel theory, Symmetric Teleparallel
theory.
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1. Introducao

O papel da geometria, seja da geometria tridimensional
euclideana da fisica newtoniana ou ainda da geometria
multidimensional da teoria de cordas, foi sempre de
grande destaque na fisica. Podemos encontrar aplicagoes
da geometria nas mais diferentes areas da fisica como
uma elegante formulagdo dos problemas. De fato, a
formulacao de leis fisicas no contexto de geometria tem
se mostrado extremamente proficua, uma vez que o
conteido de simetria se torna evidente e também comum
em diferentes contextos. Em geral, todas as formulagoes
de problemas modernos da fisica buscam estabelecer
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justamente uma descricdo geométrica, vista a robustez
desta formulacdo. Um dos exemplos mais célebres dessa
abordagem geométrica sdo as teorias de gauge, seja a
eletrofraca ou gravitacional, em que podem ser formu-
ladas na teoria de fibrados, sendo que a diferenca entre
elas nesse contexto se resume a escolha do contetido de
simetria que cada uma delas possui [11 2].

Podemos dizer que, apés os trabalhos de Minkowski
na eletrodinamica de Maxwell, o grande marco cientifico
no uso de geometria na descricdo de um sistema fisico
é devido a proposta de Einstein, em 1915, da descrigdo
da interacao gravitacional em termos da teoria da relati-
vidade geral (RG) [3]. Essa teoria descreve a gravitagiao
a partir da curvatura do espago-tempo R?,,,, sendo a
geometria riemanniana a estrutura matematica presente
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nesta formula¢io [4H7]. Em termos geométricos, a curva-
tura é uma medida da rotacdo que um vetor experimenta
ao sofrer transporte paralelo ao longo de um circuito
fechado.

A fenomenologia da relatividade geral é extremamente
rica, servindo como base para o Modelo Cosmolégico Pa-
dré(ﬂ [8, 9] sendo que suas previsdes foram escrutiniza-
das em diversos experimentos com enorme precisao [10].
Podemos citar ainda, neste contexto, as observagoes
das ondas gravitacionais geradas a partir da colisdo de
buracos negros [I1I] e também a verificagdo direta da
prépria existéncia dos buracos negros [12].

Observamos que a formulagao geométrica de Einstein
para a teoria gravitacional é intimamente relacionada
com o principio de equivaléncia que essencialmente con-
siste na interpretagdo de que a interacao gravitacional
é alheia a um tipo especifico de matéria mas sim
estabelece uma relagdo entre a gravidade e a inércia
[4H6]. Portanto, o movimento de particulas pode ser
associado a propriedades geométricas do espaco-tempo.
Ademais, ao adotarmos o cardter geométrico da gravi-
dade proposto pelo principio de equivaléncia, é natural
explorar maneiras equivalentes em que a gravidade pode
ser geometrizada.

A época da proposta da RG, a geometria riemanniana
era recente e muitos conceitos ainda estavam sendo
desenvolvidos ou melhor compreendidos. Naturalmente,
a luz do sucesso da descrigao da interacao gravitacional
a partir do tensor métrico da geometria de Riemann
na RG, novas estruturas geométricas foram sendo pro-
postas, conhecidas como geometrias nao-riemannianas
[13H16]. Dentre os principais exemplos podemos citar
a geometria teleparalela de Weitzenbock descrita em
termos do tensor de torsdo, ou ainda a geometria de
Weyl descrita em termos do tensor de nao-metricidade,
ou ainda a classe mais geral conhecida como a geome-
tria métrica-afim [I7H20]. Essas geometrias permitem
uma descricao equivalente a teoria da relatividade geral
(curvatura) mas agora sob um olhar distinto sobre
0 objeto matemdtico responsavel pela descricao dos
fenoémenos gravitacionais (torsdo e/ou nao-metricidade)
21, 22].

Portanto, modelos baseados nessas geometrias
tornam-se interessantes na compreensao e descricao
de fendmenos gravitacionais em que a RG aborda de
maneira insatisfatéria e/ou incompleta [21), 23H26].
Temos testemunhado nos tultimos anos um grande
nimero de observacoes experimentais e tensoes de
fenémenos cosmolégicos, que indicam a possivel presenca
de fisica além do modelo ACDM [27H29]. Por exemplo,
diversas observacoes indicam a existéncia de matéria
escura (ndo baribnica); ademais, outra dificuldade a
ser mencionada é a expansdao do universo em seus

1 Este modelo também é conhecido na literatura como Modelo
ACDM — Lambda Cold Dark Matter e é embasado no principio
cosmoldgico, que enuncia que o universo em largas escalas é
homogéneo e isotrépico.
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estagios iniciais e também a tempos tardios, que exigem
a introducdo de um campo inflaton e energia escura,
respectivamente [25], 26].

Pode-se dizer que as teorias teleparalelas tiveram
origem a partir dos trabalhos de H. Weyl em 1918
[13,B80] e A. Einstein em 1928 [31] em suas propostas de
unificagdo das interagoes eletromagnética e gravitacional
[32, 33]. Embora a proposta de unificagio de Weyl nao
tenha obtido éxito, ele introduziu as nog¢oes de teorias de
gauge na gravitagao [13]. As teorias teleparalelas surgem
nesse contexto de teorias de gauge [34H41], em que o
tensor de torsdo Tj,, 7# 0 é responsavel pela mediagao
da interacdo gravitacional e que o tensor de curvatura
da conexao teleparalela é nulo R?,,, = 0, resultando
num espago-tempo plano conhecido como a geometria
teleparalela [34] [42] 43]. Do ponto de vista geométrico,
por sua vez, a torsdo mede o nao fechamento do parale-
lograma (soma de vetores) formado quando dois vetores
infinitesimais sdo transportados paralelamente um em
relagdo ao outro (maiores detalhes na segio .

Vale destacar que além de oferecer uma alternativa a
curvatura na descrigdo da interacgdo gravitacgdo, o tensor
de torsao é intimamente relacionado com a presenca
de spin de campos de matéria [4, 44H48], recebendo
portanto bastante destaque em diversos contextos cos-
moldgicos [34, 49H56].

Por outro lado, é possivel formular teorias gravita-
cionais teleparalelas em geometrias com torsdo nula
Tguy =0, mas agora em termos do tensor de ndo-
metricidade Quua = Vugua # 0, essa abordagem ¢é co-
nhecida como teoria teleparalela simétrica [57) [68]. Neste
caso, a interagdo gravitacional é definida na geometria de
Weyl, onde a quantidade geométrica principal é o tensor
de néo-metricidade Qo [13} 14}, B0, [59H6T]. Em relagéo
a seu aspecto geométrico, o tensor de nao-metricidade
mensura quanto o comprimento de vetores muda ao rea-
lizarmos o transporte paralelo deles (maiores detalhes na
secao ) Essa abordagem tem recebido significativa
atencdo em aplicagoes cosmoldgicas [20] 62HTT].

Para cada uma das teorias destacadas anteriormente
elaboraremos o processo de formular estruturas geo-
métricas nao-riemannianas a fim de estabelecer uma
classe de equivaléncia com a RG (em certo regime das
teorias) em termos da formulagdo da agdo funcional.
Este manuscrito busca oferecer um panorama sobre
teorias gravitacionais modificadas definidas em geome-
trias ndo-riemannianas e é voltado para estudantes (de
graduagao ou pés-graduagdo) com conhecimento prévio
em conceitos da geometria riemanniana e também na
RG e que estejam interessados em abordar problemas
cosmolégicos a partir de novas estruturas geométricas.

Para atingir estes propoésitos, este manuscrito tem a
seguinte estrutura: estabelecemos na segdo [2] os prin-
cipais elementos da geometria métrica-afim, que serve
como um pilar para toda a discussdo, em que definimos
o conceito de conexao métrica-afim, tensor de contorsao
e disformagao, bem como o tensor de curvatura; inclu-
sive, abordando como é possivel definir uma série de
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estruturas (subclasses) geométricas a partir da conexao
métrica-afim; sendo que nas se¢des seguintes abordamos
trés dessas subclasses geométricas.

Na segdo [3] desenvolvemos os principais aspectos da
geometria riemanniana e da teoria da relatividade ge-
ral, apresentando a nog¢ao de transporte paralelo, e as
definigoes de conex@o e derivada covariante. A partir
dessas definigoes, introduzimos o tensor de curvatura,
as equacoes de campo de Einstein e também a agdo
funcional de Hilbert-Einstein.

Em seguida, abordamos a geometria de Weitzenbdck
e a teoria teleparalela na secdo [4] e a geometria de
Weyl e a teoria teleparalela simétrica na segdo
Caracterizamos os principais aspectos dessas geometrias
a partir dos tensores de torsdo e de nao-metricidade,
respectivamente; além de definir uma agao a partir de um
funcional quadratico e com paridade par envolvendo os
tensores de torsao e nao-metricidade, respectivamente.
Em ambos os casos o conceito de paralelismo absoluto
tem papel importante para estabelecer, em nivel de agéo
funcional, uma classe de teorias teleparalelas fisicamente
equivalentes a relatividade geral.

Por fim, a fim de ilustragdo, examinamos na secao [f]
aspectos cosmoldgicos da teoria nao linear f (Q), explo-
rando, em especial a sua aplicabilidade em relagdo a
expansao do universo (em épocas iniciais e tardias). Na
secao |Z| apresentamos nossos comentarios finais.

2. Conexao Métrica-afim e Subclasses
Geométricas

A interagdo gravitacional em escalas do sistema solar e
cosmoldgicas é descrita pela Relatividade Geral (RG),
sendo que dados observacionais com alta precisdo tém
colaborado que o modelo cosmolégico padrao, baseado
na RG, é de fato a teoria gravitacional. Contudo, certos
fenébmenos e dados observacionais indicam a incom-
pleteza do modelo cosmolégico padrao. Naturalmente,
é interessante explorar modelos geométricos que pos-
suem representagoes equivalentes a teoria de Einstein
mas que podem fornecer maiores detalhes sobre tais
discrepancias.

A relatividade geral é formulada em termos de uma
geometria riemanniana, descrita a partir de uma cone-
xao de Christoffel e do tensor de curvatura .
Entretanto, a partir da universalidade da interacao
gravitacional, podemos formular representacoes fisica-
mente equivalentes a teoria da RGE|; por exemplo, a
partir da geometria de Weitzenbdck que da origem a
teoria teleparalela [34] B5], descrita a partir da conexao
de Weitzenbock e do tensor de torsdo [4 [44448], ou
ainda a partir da geometria de Weyl que dé origem a
teoria teleparalela simétrica [57, [58], descrita a partir da
conexdo de Weyl e do tensor de ndo-metricidade [13} [30].

2 As equacdes de campo e seu contetdo fisico sdo idénticos nessa
classe de teorias.
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E importante mencionar que, embora seja possivel
formular essas teorias equivalentemente a teoria da RG,
essas formulagoes alternativas carregam novos pontos
de vista conceituais e permitem abordar fenémenos que
a RG néo consegue descrever de maneira satisfatoria.
Ademais, tais representacbes alternativas podem ser
formuladas a nao reproduzir necessariamente a RG, e
portanto podem ser tratadas como teorias gravitacionais
além do modelo padrdo cosmolégico (maiores detalhes
serao discutidos na secao @

A fim de discutir detalhadamente cada uma das
teorias gravitacionais elencadas acima, apresentaremos
inicialmente a conhecida geometria métrica-afim [I7,
18, 20], em que a curvatura, torsdo e nao-metricidade
contribuem para a dindmica do campo gravitacional.
A conexdo métrica-afim possui a seguinte representacao
em termos de trés quantidades|

Fﬂuv = {;ﬁ/} + Kﬂuv + Lﬁlw (1)

o primeiro termo é compativel com a métrica e denota o
simbolo de Christoffel,

1
{uﬁv} - §gﬁa (Ougva + Ovgap — Oaguv) , (2)

que permite definir o tensor de curvatura de Riemann
R(g) e a geometria riemanniana [4H7]. Por sua vez, temos
o termo da contorsdo K* )

1

K?,, Q(TBW—Tﬂ ~7,%); 3

wov vop

~

que ¢é definida em termos do tensor de torsao

T8  =orf

" =-7° (4)

(wv] ™ v

que é a componente anti-simétrica da conexao, além de
ser responsavel por definir a geometria de Weitzenbock
[6, 34]. Por fim, o tultimo termo da expressdo é o
tensor de disformagao L )

1
B _
L-,,

08 _ B _ B
_2Q uv Q(’u‘ V)_L v (5)

que é definido em termos do tensor de nao-metricidade

Q,Bul/ = V,@gum (6)

sendo que a derivada covariante V,, é descrita em termos
da conexdo métrica-afim . A geometria de Weyl é
construida a partir do tensor de ndo-metricidade [57, [58].

Ademais, podemos calcular a curvatura relacionada
com a conexao métrica-afim

Raﬂuy (F) = Raﬁuy (g) + TUMUanﬂ
2D 0% )5 +20%,,,2% 5, (7)

3 A deducdo detalhada desta conexdo é apresentada no Apén-

dice E
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em que o tensor {27, é a soma dos tensores contorsao
e disformagao Q7,5 = K7 5+ L7 5, e também que D
é a derivada covariante em relacdo a conexao de Chris-
toffel . De fato, a expressao da curvatura sera
bastante util em nossa andlise das teorias gravitacionais
teleparalelas, inclusive para estabelecer a equivaléncia
delas com a RG.

Essas quantidades geométricas permitem a caracteri-
zagao de um espago-tempo nos seguintes casos:

e espago-tempo métrico: a conexao I' é compati-
vel com a métrica, Qg = 0. A ndo-metricidade
mede quanto o comprimento de vetores muda ao
realizarmos o transporte paralelo deles;

e espago-tempo sem torsao: a conexao I' é simé-
trica, T, = 0. A torsdo nos da a medida do nao
fechamento do paralelograma formado quando dois
vetores infinitesimais sdo transportados paralela-
mente um em relacdo ao outro;

e espago-tempo plano: a conexao I nao é curva,
R’ wo(l) = 0 (curvatura da conexdo métrica-
afim). A curvatura mede a rotagdo que um vetor
experimenta ao sofrer transporte paralelo ao longo
de um circuito fechado.

Por fim, a partir da geometria métrica-afim, definida
em termos da conexao , é possivel determinar outras
estruturas geométricas por meio de certas condi¢Ges na
estrutura da conexao. Discutimos a seguir as possiveis
estruturas geométricas:

1. Geometria de Riemann-Cartan: esta geome-
tria é obtida da estrutura métrica-afim quando
tomamos o tensor de ndo-metricidade nulo, ou seja
@3 = 0; mantendo apenas o tensor de curvatura

Rﬁwa(F) # 0 e o tensor de torsao T, # 0;

2. Geometria teleparalela: nesta subclasse (plana)
a curvatura ¢ nula R” uvaI) = 0, considerando
apenas as componentes do tensor de torsao Tz, 7#
0 e o tensor de nado-metricidade Qg,., # 0.
Portanto, nesta geometria temos que o transporte
de vetores é independente do caminho percorrido,
ou ainda, que os vetores transportados sao inde-
pendentes da trajetoria;

3. Geometria livre de torsao: definimos esta geo-
metria ao eliminarmos a torsdo Tg,, = 0 em ,
e a conexao fica expressa apenas em termos do
tensor de curvatura Rﬂwa(F) # 0 e do tensor de
nao-metricidade Qgu, 7 0;

4. Geometria de Riemann: é obtida ao tomarmos
uma dupla restricio nas componentes da cone-
x&0 métrica-afim: tomamos nulas as componentes
do tensor de torsao Tg,, = 0 e do tensor de
nao-metricidade (g,, = 0; neste caso, a geo-
metria depende apenas do tensor de curvatura
’Rﬁwa(F) = R(g) # 0 e temos a conexdo de
Christoffel Fﬂw = {fy

5. Geometria de Weitzenbdck: nesta geometria
(plana) desprezamos os tensores de curvatura
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Rﬁ#m(r) = 0 e o tensor de ndo-metricidade
Qs = 0, sendo considerado apenas o tensor
de torsdo Tg,, # 0. A conexdo nesse caso ¢ a de

Weitzenbock VII‘/ﬁW = {fy} + Kﬁlw7 a soma dos
simbolos de Christoffel com o tensor de contorsao;
6. Geometria teleparalela simétrica: obtém-se
esta geometria (plana) ao tomarmos nulas as com-
ponentes do tensor de curvatura R’ wal)=0ce
do tensor de torsao Tz, = 0, ficando apenas a con-
tribuicdo do tensor de nao-metricidade Qg 7 0.

A conexd@o é a de Weyl f‘ﬂw = {lﬁ,} + LBW, a
soma dos simbolos de Christoffel com o tensor de
disformacao;

7. Geometria de Minkowski: E finalmente, consi-
derando que todas as componentes da conexao
sejam nulas, tensor de curvatura Rﬁﬂm(f‘) = 0,
tensor de torsdo Tg,, = 0 e tensor de nao-

metricidade g, = 0, teremos o espago plano de
Minkowski.

A fim de ilustrar a discussdo acima, apresentamos um
diagrama em que os casos limites sdo obtidos a partir da
geometria métrica-afim, veja a Figura

Todos os modelos geométricos apresentados acima tém
uma grande diversidade conceitual em relacao a aspectos
fisicos e principalmente mateméaticos que se fazem pre-
sentes nas teorias gravitacionais alternativas & RG. Neste
momento, nao cabe ao escopo deste trabalho elaborar os
aspectos fundamentais de cada uma dessas formulagoes
gravitacionais. Entretanto, neste manuscrito discutire-
mos dois modelos gravitacionais alternativos: i) a teoria
teleparalela, definida em termos da geometria de Weit-
zenbock, e ii) a teoria teleparalela simétrica, definida
em termos da geometria de Weyl. Nesses dois casos
formularemos primeiramente as teorias em termos de
uma representacgao equivalente a RG, e em seguida como
elas podem ser estendidas a fim de produzir contetido
fisico além do modelo padrao cosmolégico. Vale destacar
que as trés formulagdes sao fisicamente equivalentes pois
possuem as mesmas equagoes de campo, propagam os
mesmos graus de liberdade, e portanto possuem o mesmo
espaco de solugoes fisicas.

2.1. Aspectos conceituais sobre a equivaléncia
entre as teorias gravitacionais

Antes de iniciarmos a nossa exposicao sobre as teorias
gravitacionais equivalentes é interessante abordar alguns
aspectos conceituais pertinentes dessas teorias, princi-
palmente em relacao a dindmica de particulas e também
a questao do acoplamento da matéria com a gravitacao.

2.1.1. Dinamica de particulas

Embora seja fisicamente equivalente a RG, a gra-
vitacdo teleparalela é, conceitualmente, uma teoria
completamente diferente. Temos que na RG, a curvatura
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Figura 1: Subclasses geométricas geradas a partir da conexdo métrica-afim.

é utilizada para geometrizar a interagdo gravitacional: a
geometria substitui o conceito de forca gravitacional, e
as trajetorias das particulas sdo determinadas, nao por
equagoes de forga, mas sim por geodésicas.

A teoria teleparalela, por sua vez, atribui gravitagio
a torsdo, mas nao por meio da geometrizagao: a torsao
atua como uma forga [34]. Portanto, neste caso, temos
equagdes de forga, em que a contorsido (ou torsdo) faz o
papel de forca gravitacionalﬁ

E precisamente a propriedade de universalidade da
interacdo gravitacional que garante a existéncia de des-
crigoes fisicamente equivalentes.

Portanto, a partir desta observacao, curvatura e torsao
(ou ainda ndo-metricidade) sdo simplemente maneiras
alternativas de representar o mesmo campo gravitaci-
onal, contribuindo com os mesmos graus de liberdade

gravitacionais [34] E|

2.1.2. Acoplamento gravitacional da matéria

Como a nossa abordagem no estudo da equivaléncia
entre a RG, teoria teleparalela de Weitzenbock, e a
teoria teleparalela simétrica, serd baseada no formalismo
de acdo funcional, faz-se pertinente estabelecer alguns

4 Por sua vez, no caso da teoria teleparalela simétrica podemos
definir geodésicas [72].

5 Como uma discussio detalhada da dindmica de particulas
na teoria teleparalela estd além da proposta deste manuscrito,
recomendamos aos interessados o estudo da ref. [34], que possui
extensa discussao das diferengas conceituais entre RG e a teoria
teleparalela.
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pontos relevantes sobre o conteiido de matéria dessas
teorias.

De maneira geral, consideraremos que o contetido de
matéria seja descrito a partir de

Sm[guuaw} :/d4x£m[guww] (8)

em que assumimos que a densidade Lagrangiana L,
depende apenas nos campos de matéria (representados
coletivamente pelo campo ) e suas primeiras derivadas.
Ademais, a invariancia da Lagrangeana por trans-
formagdes gerais de coordenadas (teorema de Noether)
implica na lei de conservagao V,0"*" = 0, em que 0, =
_\/% §§JZ é o tensor energia-momento que caracteriza
a matéria (essa lei de conservagao é vilida para todas as
teorias gravitacionais consideradas aqui [34), [72] [73]).

Ademais, o acoplamento dos campos de matéria
com a gravitacdo é obtido a partir do principio de
acoplamento minimo, em que as derivadas parciais dos
campos (matéria) sdo substituidas por derivadas cova-
riantes (da respectiva geometria), de tal forma que a
Lagrangeana dependerd da métrica (ou vierbein) e
das suas primeiras derivadas.

Portanto, o principio de acoplamento minimo dos
campos de matéria com a gravitagdo é o guia norteador
em todas as teorias discutidas neste manuscrito (uma
vez que elas apresentam o mesmo conteiido de simetria
e geram a mesma lei de conservagdo para o tensor
energia-momento). Entretanto, é importante observar
que o ponto chave para o sucesso dessa prescricdo é
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que ela preserve as simetrias de gauge dos campos de
matéria [74].

Para o propésito deste manuscrito, que é fornecer
um panorama sobre teorias gravitacionais formuladas
em geometrias nao-riemannianas, acreditamos que seja
suficiente estabelecer que o principio de acoplamento
minimo apresenta critérios suficientes para obter o aco-
plamento da matéria com a gravitagdo de maneira con-
sistente. Para os interessados, uma discussao detalhada
do acoplamento da matéria com geometrias métrica-afim
pode ser encontrada na ref [74].

A seguir, iniciaremos a nossa discussdo com uma breve
revisao da geometria riemanniana e da RG a fim de
estabelecer conceitos matematicos importantes para o
desenvolvimento das teorias alternativas.

3. Geometria Riemanniana e a
Relatividade Geral

A teoria da relatividade geral tem como estrutura fun-
damental em sua formulacdo a geometria de Riemann,
a partir da qual desenvolveu-se o modelo cosmolédgico
padrao que possui significativa concordancia com dados
observacionais. Devido ao importante papel que a ge-
ometria do espago-tempo desempenha na descricdo da
interacdo gravitacional, iremos revisar alguns aspectos
da geometria riemanniana antes de tratarmos outras
geometrias a fim de estabelecer modelos alternativos
(e/ou equivalentes) & teoria da RG.

3.1. Transporte paralelo e a conexao de
Christoffel

A fim de definir a nogdo de curvatura e consequente-
mente da geometria de Riemann, usaremos a abordagem
de leis de transformacao de tensores: queremos descrever
a variagdo de tensores sob transformacgoes gerais de
coordenadas. Em especial, faremos uso da nocdo de
“transporte paralelo” [4H7] que consiste na comparacao
de tensores definidos em pontos infinitesimalmente pro-
ximos, o tensor original com a sua versao transformada,
e que permite determinar a variacdo das componentes
de um tensor ao longo de uma geometria.

Podemos ilustrar a nocdo de transporte paralelo pri-
meiramente na geometria euclideana, em que as compo-
nentes de um vetor sdo mantidas constantes [4,[6]. Se A?
sdo as componentes de um vetor no ponto P(z), e A% +
dAP as componentes em Q(x + dz) (infinitesimalmente
préximo a P), observamos que o transporte paralelo do
vetor A do ponto P para @ (esta situagdo é ilustrada na
ﬁgura nao altera as suas componentes e também que a
diferenca entre tais vetores é simplesmente o diferencial
ordinario dA definido porﬁ

0z 022
= g A )+ AN

6 Esta relagdo pode ser obtida a partir da diferenciagio direta
da lei de transformac@o de vetores contravariantes AH(z) =

DT AV (2).

dAP () dz'*. (9)
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A A A* + dAH

P(x*) Q(x* + dx*)

Figura 2: Transporte paralelo sobre uma superficie plana,
adaptado de [4].

DA¥ = dA* — §AH

A AF + 5AH A¥ + dAK

dx*

P(xH") Q(x* + dxH)

Figura 3: Transporte paralelo sobre uma superficie curva,
adaptado de [4].

Ademais, a relacao @D nao corresponde a uma trans-
formacao correta deste vetor, a menos que tenhamos
transformacdes lineares, tal que % =0.

Embora o transporte paralelo do vetor A” no sistema
cartesiano nao produza uma variagdo nas suas compo-
nentes, isso ndo é verdade para geometrias curvas [4] [6].
Como ilustramos na Figura [3] o transporte paralelo do
vetor A? da posi¢ao P(r) para a posicio Q(x + dx) ao
longo de uma superficie curva, resultard numa mudanga
§ AP nas suas componentes, de modo que agora elas sao
AP 4+ §AP. Desta forma, a diferenca entre os vetores na
geometria curva nao é somente dA, mas é dada por

DAP(z) = dAP(x) — 0 AP (x). (10)

Do ponto de vista geométrico, interpretamos a quan-
tidade DAP como a medida do “desvio” oriundo do
transporte paralelo do vetor A® [4l ].

Ademais, como a variacio §A® depende das compo-
nentes deste vetor, podemos assumir que esta variagao
tenha dependéncia linear nas componentes de A? e
também no deslocamento dz® (a fim de respeitar a lei
de transformacao de vetores), de modo que podemos
expressa-la como

0AP(z) = —17  A%(z + dx)da*, (11)

em que as fungoes r? o S80 conhecidas como as com-
ponentes da conexdo métrica-afim. A forma explicita
desses coeficientes depende da escolha do sistema de
coordenadas.

Na geometria riemanniana a conexdo é compativel
com a métrica (Qurs = Vugrs = 0) e também simétrica
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(o tensor de torsdao é nulo T, = 0), neste caso, a
conexao é conhecida como simbolo de Christoffel ou
conexao de Levi-Civita. Portanto, a conexao simétrica da
geometria de Riemann, descrita em termos da derivada
do tensor métrico, é escrita comom

1
Fﬁﬂu = {/ﬁ} = 59% (Ougva + Ovgap — Oaguw) . (12)

Desta forma, define-se a derivada covariante de um
vetor (com respeito a conexao de Christoffel) da seguinte
forma,

DcC#B
Dz

=D, 0" =0, =0,CP + {2} C*  (13)

tal que este operador diferencial seja covariante sob
transformacgoes de coordenadas, DA* = gj,’; DAP| e
que também preserva os aspectos tensoriais de tensores
quando eles sao diferenciados.

Vale a pena mencionar uma importante propriedade
da derivada covariante que nos sera bastante
util na discussdo da conexao teleparalela: a derivada
covariante de um tensor na mesma direcdo em que
ele é transportado paralelamente é sempre zero. Seja
u = u®*d, um vetor tangente a curva C. Logo, ao
transportarmos paralelamente o vetor v# ao longo da
curva C, encontramos que

urVvt = 0. (14)

Para concluir a caracterizagao da geometria de Rie-
mann devemos definir o tensor de curvatura. Para isso,
usaremos a derivada covariante para introduzirmos
o tensor de Riemann (uma medida da curvatura da
geometria), essa abordagem é pertinente pois a derivada
covariante de um tensor em certa direcio mede a
mudancga na orientacao deste tensor ao ser transportado
paralelamente ao longo de uma curva.

3.2. A acao de Hilbert-Einstein e as equacgoes de
campo

O deslocamento paralelo de um vetor, realizado em uma
geometria nao-Euclideana, é, em geral, dependente da
trajetéria. Assim, se deslocamos um vetor ao longo de
um circuito fechado, como uma secdo de uma esfera, a
dire¢do do vetor final ndo coincidird com a sua direcdo
inicial. O tensor de Riemann, como veremos, determina

7 Podemos citar duas maneiras para determinar a forma explicita
de {fy }: i) a andlise da geodésica de particulas em uma superficie
curva, e ii) da identidade Vgxo — Vagop — Vogux = 0. Ademais,
usaremos a segunda abordagem no apéndice [A] para determinar
a expressao geral da conexdo métrica-afim (|1}, em que a conexao
ndo é compativel com a métrica Quxo = Vugrs # 0 e também
ndo é simétrica Tg,,, # 0.

8 Para que essa lei de transformacio seja verificada é neces-
sario que a conexdo tenha o seguinte comportamento F’”)\p =
oz’ 9z 9z pu | da'V 92k
dzH Pg/A dz'P - af ' OzH Px/rox’P’
como um pseudo-tensor.

caracterizando a sua natureza
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Figura 4: Mudanca que um vetor experimenta ao percorrer um
circuito fechado sob efeito da curvatura.

justamente as variagbes de um vetor ao longo do seu
deslocamento paralelo em um contorno fechado infini-
tesimal (que corresponde a uma geodésicaED. Tlustramos
a interpretacao do tensor de Riemann ser uma medida
da curvatura (rotagdo em vetores) de uma geometria na
Figura [4

Dentre as possiveis maneiras de definir o tensor de
Riemann destaca-se duas: i) podemos definir a curvatura
a partir da seguinte integral de linha AA, = fr 0A, =
$o{L.} Apdz™ = 3R, PAAS™ (em que £ ¢ um
elemento infinitesimal da superficie S, limitada pela
curva I'), que é uma medida das variagdes do vetor A
ao longo da curva I' devido a curvatura da geometria
[4, 20]; equivalentemente, ii) o tensor de Riemann pode
ser obtido equivalentemente a partir do comutador de
duas derivadas covariantes, que mede precisamente a
rotacdo que um vetor experimenta a partir do transporte
paralelo em um circuito fechado [4H6].

A partir dessas manipula¢oes encontramos

R0, (9) = 0u {h} = 0v {,i3}
et Uat =GBy (19)

Vale a pena comentar que embora seja possivel escolher
um referencial em que localmente a conexao seja nula
I = dEL as suas derivadas nao necessariamente serao
nulas 9" # 0, logo implicando que o tensor de curvatura
também serd nao-nulo R 5 # 0.

Além do tensor de Riemann, se faz pertinente definir
novos tensores na geometria riemanniana: o tensor de
Ricci R, = RAW)‘ e o escalar de Ricci R = ¢g""R,,.
Essas quantidades tém um importante papel no estudo
da interagdo gravitacional como veremos a seguir a partir
da definicdo da equacgdo de Einstein e também da
acao de Hilbert-Einstein .

O conteudo fisico das equagdes de Einstein relaciona a
geometria do espago-tempo com o contetido de matéria
presente na respectiva regido do espago-tempo. A uni-
versalidade da interagdo gravitacional é presente nesta

9 A equacdo da geodésica corresponde & equacio de movimento de
uma particula, obtida a partir da minimizagdo da trajetéria entre
dois pontos do espago-tempo [4H6].

10 F possivel escolher um referencial (coordenadas adequadas) em
que as componentes da conexdo sejam nulas; todavia, devido ao
carater pseudo-tensorial da conexdo as suas componentes nao serdo
necessariamente nulas em outros referenciais.
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equacao de campo, na qual a natureza nao “escolhe”
nenhuma geometria a prioriE De fato, é a distribuicao
de matéria que é responsavel por criar dinamicamente
a estrutura da geometria. As equacbes de campo de
Einstein para a interacao gravitacional sao
1

R, — ig,wR = KO, (16)
em que k£ = 871G, sendo G a constante gravitacional,
enquanto ©,, é o tensor energia-momento cuja compo-
nentes fornecem todos os aspectos do sistema relaciona-
dos & distribuicdo de energia e matéria (em termos de
uma descricao de fluidos): densidade de energia, pressao,
tensdo (viscosidade), etc [6].

Observamos que as equacoes de Einstein (16| sdo
altamente ndo lineares no campo métrico g,,, e com
derivadas primeiras e segundas do campo gravitacional,
o que resulta num sistema complexo de equagoes diferen-
ciais que somente em casos especiais possuem solucao
analitica. Os principais casos de interesse sdo aqueles
que apresentam contetido de simetria bem definido, por
exemplo: o principio cosmoldgico, que enuncia que o
universo em largas escalas é homogéneo e isotrépico.
Essas condi¢bes permitem propor um ansatz para o
campo g, cujas componentes sao determinadas a partir
das equacoes de Einstein para uma dada fonte ©,,,.

Como exemplo, consideremos a descricdo da cosmo-
logia moderna a partir do principio cosmolégico, em
que a métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walter
(FLRW) é o nosso ponto de partidaE

g = diag (1, —a2(t), —a2(t), —az(t)) , (17)

em que a(t) é o fator de escala do espago-tempo de
FLRW e contém informagao sobre a evolucdo temporal
do Universo.

Ademais, assumimos como fonte desta geometria o
tensor energia-momento de um fluido perfeito O+, =
diag (p, —p, —p, —p), sendo p e p a densidade e pressdo do
fluido, respectivamente [6]. Neste contexto, encontramos
as seguintes equacoes de Friedmann

H = %p (18)
H=—4rG (p+p), (19)

em que H = % é o pardmetro de Hubble. Enquanto que,
a partir da conservagdo (covariante) do tensor energia-
momento V,0, = 0, obtemos

p+3H(p+p) =0, (20)

sendo a derivada temporal definida como p = dp/dt.

O conjunto de equages , e , com uma

11 A ndo ser alguns ansatz iniciais, por exemplo, isotropia e
homogeneidade da geometria.

12 F importante destacar que todas as métricas abordadas neste
trabalho tém natureza lorentziana (inclusive a métrica ), com
assinatura mais negativa (+, —, —, —).
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equagdo de estado p = wp (em que w é uma cons-
tante) [6], permite a completa caracterizagdo da evolugao
temporal do nosso universo, desde os seus instantes
iniciais (singularidade do big bang) até os tempos atuais
(expansao acelerada) [8] 9].

Por fim, podemos obter as equacbes de campo de
Einstein a partir do principio de minima agdo ao
tratarmos o tensor métrico g, como a varidvel dindmica
da teoria. Observamos que o escalar de Ricci R envolve
apenas derivadas de segunda ordem da métrica, e que
pode ser usado para a construgao da acao funcional de
Hilbert-Einstein para a teoria gravitacional

St = 5 [ d'V=gR(9) + Sulgwv] (1)

em que Sy, é a acdo para o conteido de matéria (repre-
sentado pelo campo v). As equagoes de Einstein sao
obtidas ao variarmos a agao invariante (21 em relacao
a métrica g,,,, [4, 6} [7].

O método de obter as equagbes de campo a partir
do principio de minima acao se mostra bastante util e
interessante no contexto de teorias alternativas a RG,
isto se d& porque é possivel fazer uso de conceitos de
simetria, por exemplo, para construir-se agoes funcio-
nais invariantes. Faremos uso dessa abordagem da acao
funcional em nosso estudo sobre a teoria teleparalela e
teleparalela simétrica, discutindo inicialmente as prin-
cipais caracteristicas das geometrias de cada teoria e
as suas particularidades, para entdo apresentar as agoes
invariantes e as suas respectivas equacoes de campo.

4. Geometria de Weitzenbock e a Teoria
Teleparalela

Logo apds a proposta da Relatividade Geral em 1915,
algumas formulagbes alternativas foram sugeridas, como
por exemplo a proposta de H. Weyl em 1918 [30] e poste-
riormente A. Einstein em 1928 [31], que trabalharam na
unifica¢do da gravitagdo e do eletromagnetismo [32 33].
Apesar de Weyl nao ter obtido éxito na construgao da
sua teoria unificada, ele introduziu as nog¢oes de teorias
de gauge na gravitacao [13, [34].

As teorias teleparalelas surgem nesse contexto de
teorias de gauge, em que o tensor de torsao Tg,, # 0
é responsavel pela dindmica do campo gravitacional e
também que o tensor de curvatura da conexao telepara-
lela é nulo R?,,,,, (I') = 0 (condicdo de teleparalelismo).
Observamos assim que teorias teleparalelas sdo descritas
num espago-tempo plano.

Ademais, vale destacar que o spin dos campos de ma-
téria acopla com o tensor de torsao, logo as geometrias
de Einstein-Cartan e a de Weitzenbock sao comumente
usadas para levar-se em consideracao a interacao do
spin com a gravitagao [34] 46]@ Discutiremos a seguir,

13 A teoria telaparalela também pode ser desenvolvida como
uma teoria de gauge do grupo de translagdes, descricdo que
naturalmente inclui a conexdo de spin, para maiores detalhes
recomendamos o livro [34].
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em particular, como podemos desenvolver uma teoria
teleparalela equivalente & RG em termos da geometria
de Weitzenbock [34].

4.1. Geometria de Weitzenbock

A fim de apresentarmos a teoria teleparalela gravitacio-
nal, precisamos definir alguns aspectos da geometria de
Weitzenbock, que é caracterizada em termos do tensor
de torsao. Por sua vez, o tensor torsao estéd relacionado
com a parte anti-simétrica da conexao de Weitzenbdock,
sendo definido como

w
A _ A _ A
T, =20, =T . (22)

Do ponto de vista geométrico, como vimos anterior-
mente, a torsdo se relaciona ao fato de uma trajetoria
nesta geometria nao apresentar um circuito fechado em
um plano tangente a uma dada superficie. Na Figura [j]
podemos visualizar o transporte paralelo de dois vetores
infinitesimalmente em um circuito, mostrando que néao
conseguimos realizar o fechamento do circuito no plano
tangente.

Para entender melhor essa questdo consideremos os
seguintes cenarios: na geometria euclideana a soma de
dois vetores pode ser visualizada como um paralelo-
grama; por outro lado, no caso de uma geometria nao-
euclideana isso pode nao ser mais verdadeiro. Iniciamos a
nossa analise ao realizar o transporte paralelo de vetores
infinitesimais: primeiramente, transportamos um vetor
A* ao longo da dire¢ao de B® (resultando no vetor A’®),
e comparamos essa situacdo com o transporte do vetor
B® ao longo da diregdo de A* (resultando no vetor B'®)
[4, 20]. Essa ilustracdo é apresentada na Figura [

Ademais, podemos identificar que a soma dos vetores
a esquerda do paralelograma é dada por

w
C% =B + A'® = B® + A* — I'®, BrAY,  (23)

que corresponde ao deslocamento OR, enquanto a soma
dos vetores a direita do paralelograma é

w

D% = A® 4 B'® = A® + B* —T° AFBY,  (24)

e corresponde ao deslocamento OS.

p’

-’

a
T%

ek

Figura 5: O n3o fechamento do circuito ao transportarmos um
vetor paralelamente é mensurado pelo tensor de tors3o.
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AB —TF AvBH

a
ocTW

P(xf + dxP)

Be 1% Bvan

xP + dxP
0(x*) A%(xF) Q( )
Figura 6: Representacio geométrica do n3o fechamento do
paralelograma através do transporte paralelo dos vetores infi-
nitesimais A® e B* na geometria de Weitzenbdck.

O fechamento ou ndo do paralelograma infinitesimal
(o deslocamento total quando R = S) nesta geometria é
mensurado pela diferenga

E*=C* - D", (25)

que explicitamente resulta em

w
E® =20%,, A*B" =T, A'B". (26)

Observamos claramente que o ndo fechamento do para-
lelograma é proporcional ao tensor torsdao [20] 34} B5],
e que geometricamente corresponde ao fato de que os
pontos R e S nao se sobrepdem, veja Figura [0}

Definiremos a seguir alguns aspectos mateméticos da
geometria de Weitzenbock necessirios para definir o
tensor de torsao e a conexao de Weitzenbdck: os campos
vierbein.

4.1.1. Propriedades dos campos vierbein

Em nossa discussao da relatividade geral na secao
descrevemos tensores em termos de bases coordenadas,
ou seja, bases que sdo adaptadas para coordenadas,
pois sdo simples e naturais para se trabalhar. Todavia,
podemos definir bases mais gerais que nao sao derivaveis
de sistema de coordenadas, essas sao conhecidas como
bases nao-coordenadas. As estruturas que caracterizam
tal formulagdo sdo os vetores da base nao-coordenada,
os campos vierbein h* [0} 34].

A observacdo anterior sobre bases ndo-coordenadas é
crucial para a caracterizagao da geometria teleparalela
e na defini¢ad da conex@o de Weitzenbock. A geometria
(teleparalela) de Weitzenbock é definida em termos do
formalismo dos campos vierbein h®, que sdo quantida-
des dindmicas no espago-tempo (i.e. relacionadas com
gravitagao). O campo vierbein h* é uma base linear
que permite relacionar, ponto a ponto, quantidades
definidas no espago-tempo (com coordenadas {z*}) com
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quantidades no espago tangente (com coordenadas {x*})
6 5[]

A fim de entender o mapeamento de tensores em
diferentes bases no espago-tempo vamos considerar a
seguinte situagao: para as coordenadas do espaco-tempo
as bases sdo definidas como

0
= iz
01 ={5 ] (@ 27)
para campos vetoriais e covetoriais, respectivamente [6]
34].

A partir dessas observacoes podemos escrever que as
componentes dos wvierbeins estao relacionadas com as
bases a partir d@

h* = h*,dz", h,=H,"0,. (28)
onde introduzimos as componentes dos campos vierbeins
h®, e inversa H,". Ademais, tais componentes satisfa-

N
zem as condi¢oes de ortonormalidade

a v — v

hb,u,(x)Ha (‘T) - 6;[;,7 (29)

h? (@) H, " (x) = .

Por fim, observamos que o campo wvierbein é uma

base linear que relaciona (ponto a ponto) a métrica do

espago-tempo g,,, com a métrica do espago tangente 7qp
a partir de

gﬁ“’(l‘) - h‘au(x)hby(x)nah (30)

9" (x) = H,"(x) HY (x)n,
em que 74, € a métrica de Minkowski 7, =
diag (1, —1,—1,—1). Naturalmente, as relagbes entre as
métricas (30) sdo inversiveis

nab = Ha”(x)Hby(m)gﬂl/(x)7 (31)

= n?,(2)h°, (x)g" (x).
A partir das defini¢does acima temos que o elemento de
linha (invariante) pode ser expresso

ds? = g (v)dztdz” = na h°R°, (32)

em que h® sdo definidos em ([28).

Por fim, vale a pena destacar que um sistema fisico
pode ser descrito de maneira equivalente a partir do
campo métrico g, (z) ou do campo vierbein h?,(z). Isto
se verifica a partir do fato de que essas quantidades
sdo fisicamente equivalentes, pois contém as mesmas

14 A nossa notagdo a partir deste momento, é que as letras gregas
w, v, o... descreverdao o espago-tempo de Weitzenbdck, enquanto
que as letras latinas, a, b, c...1, j... designarao o espago tangente ou
espaco-tempo de Minkowski.

15 importante destacar que existem casos particulares de
vierbeins (triviais) que formam uma base coordenada {h.} =
{0.} = {%} e {h*} = {dz®}. Tal estrutura de vierbeins
(referencial trivial) é presente na relatividade restrita [34].
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informacoes, e também possuem 10 componentes inde-
pendentes, sendo reduzidas a 2 modos de helicidade apés
a fixagdo de gauge [34].

Para concluir esta se¢ao, consideraremos um exemplo
para ilustrar o calculo das componentes do campo vier-
bein para o espago-tempo de Schwarzschild [5], [34]:
um espago-tempo estatico, isotrépico e homogéneo, des-
crito pelo seguinte elemento de linha (em coordenadas
esféricas)

ds* = f(r)dt* — g(r)dr?

— 1% (d6” + sin® 6d¢?) (33)
sendo os fatores f(r) e g(r) determinados a partir das
equagoes de campo [5]. O processo para estabelecer as
componentes do campo vierbein é simples, e resulta que
a base ortonormal para esta métrica é dada por [5]

ho = f1/2 at,
h? =rdo,

ht = g% dr, (34)
h® = rsinfde (35)

ou ainda, em notagao matricial

20 0 0
a 0 ¢2 0 0
o 0 0 r 0 (36)
0 0 0 rsiné

A partir dessas expressoes e da condi¢ao de ortonormali-
dade (29) podemos também determinar as componentes
da inversa H_ " [5].

Com essa discussao concluimos a nossa exposicao
sobre o formalismo dos campos vierbein e usaremos esses
elementos para definir a geometria de Weitzenbdock.

4.2. Conexao teleparalela de Weitzenbdck

Caracterizaremos a geometria de Weitzenbock a partir
da definigio da sua derivada covariante e conexaol™|
A fim de estabelecermos tais quantidades seguiremos a
abordagem do transporte paralelo de vetores, analogo ao
caso da geometria de Riemann.

Iniciamos a analise ao aplicarmos o conceito de trans-
porte paralelo no campo h”, ao longo da geometria
Weitzenbock. Assim, ao transportarmos paralelamente
o campo h?, da posicdo P(r) até uma posi¢do infini-
tesimalmente préxima Q(z + dz), observamos que as

16 Devemos mencionar que no caso geral da teoria teleparalela
temos a presenca de duas conexées, Vi, A, ¢ = 9y A, =17, A%+
a
nb

~ a
tagao, enquanto w,

w Al,b, em que I'? é a conexdo relacionada com a gravi-

%
, ¢ a conexdo de spin relacionada com a
inércia [34]. Essas conexdes sdo manifestacoes da invaridncia local
por transformacoes gerais de coordenadas e por transformagoes
de Lorentz, respectivamente. Em nossa andlise, por simplicidade,
consideraremos uma teoria teleparalela em uma classe especial
de referenciais de Lorentz: aqueles em que a conexdo de spin
teleparalela wuab é nula, isto é, focaremos apenas em efeitos
gravitacionais [34].
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Dh%, = dh%, — 5h%,

he, he, + 8%, he, +dh?,,

dx#

P(xH) Q(x* + dx*)

Figura 7: Representacdo geométrica do transporte paralelo do
campo h%,.

componentes do campo vierbein tornam-se h®, + 0h®,
(devido & geometria), enquanto que a mudanga do
campo entre esses pontos ¢ simplesmente h”, + dh?,.
A derivada covariante é definida como sendo a diferenca

W{l a a
Dhe, = dh®, — 6h°,, (37)

em que % denota a diferenciagdo na geometria de
Weitzenbock. Tlustramos essa situagao na Figura
Assim como observamos na discussao da geometria
riemanniana (vide equagao ), temos que a variacao
6h?, da geometria de Weitzenbéck também apresenta
dependéncia linear nas componentes de h?, e do des-
locamento dx”. Desta maneira, podemos escrever que a

variacdo das componentes 6h®, é descrita por

W
oht,(z) =17, A", (z + dr)dz", (38)

w
em que I'?,, é a conexdo de Weitzenbdck. Portanto,

substituindo o resultado (38)) na equacao (37)), encontra-
mos a derivada covariante de Weitzenbck

W a
Dh?,
Dz

v a a WO' a
=V, h%, =8,h%, — L7, .  (39)

A geometria de Weitzenbock possui uma importante
caracteristica definida em termos da sua conexdo: ao
considerarmos a conexao de Weitzenbock obtermos uma
curvatura R(I") identicamente nula. Essa propriedade
é conhecida como condigao de paralelismo abso-
luto [34].

Podemos determinar explicitamente a forma funcional
da conexdo de Weitzenbock ao admitirmos um para-
lelismo absoluto dos campos vierbeins: isso pode ser
obtido ao lembrarmos que a derivada covariante de um
tensor na mesma diregdo em que ele é transportado
paralelamente é zero (veja eq. ) Impondo essa
condi¢do na equacao , encontramos que

gha = 9,h” VI‘{U h =0 40
vl y — Yl — pr't o = Y- ( )

A partir da condigdo de teleparalelismo (40 é possivel
escrever a conexao de Weitzenbock em termos do campo
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vierbein como senddl’]
W)\ A a a A
r w = H,"0,h u = —h M&,Ha . (41)

Na verdade, a forma da expressao nao é nada
surpreendente, pois ela é valida para qualquer tipo de
teoria teleparalela, vejamos a seguir a justificativa para
essa afirmacao.

A fim de compreender melhor as implicagoes da condi-
¢ao de teleparalelismo absoluto podemos explorar algu-
mas propriedades da conex@o. Primeiramente, podemos
observar que a conexao pode ser localmente eliminada
por uma transformagao de coordenadas adequada (sis-
tema de coordenadas apropriado), mas isso nao implica
que a conexao é nula em todos os pontos, porque ela
nao é um tensor. Vamos formular matematicamente essa
observacao.

A partir da conexao trivial (em que I = 0, relacio-
nada com as coordenadas {Z#}), encontramos que uma
mudanca nas coordenadas de {Z"} — {a#(%)} resulta
em

dx? 9z 93P ~ oz’ 9%gH

T = 55n 0or 0w © 8+ 53m aaw
P ozk Oz OxP O+ Jxror
ox¥ | O0xH
= 9.9 5 (42)
ozH " zP
se identificamos gﬁ’; como as componentes de uma

matriz A, a Ultima relacdo é escrita como
—1 v
Iy, = (A ) Hc‘?,\A“p. (43)

A expressao (43) contém uma relagio valida para
todas as teorias teleparalelas, pois:

o Se o tensor de curvatura (teleparalelo) é nulo em
um sistema de coordenadas, ele continuard sendo
zero em qualquer outro sistema de coordenadas; se
a curvatura é nula para a conexao trivial I= 0, ela
também serd zero para qualquer outra conexao I' #
0 obtida a partir de uma mudanca de coordenadas
em que = 0;

o Uma vez que a mudanga de coordenadas {&"} —
{z*(2)} é complemente arbitriria e que o tensor de
curvatura R, se anula para todas as conexoes
(43) (independente dos detalhes da transforma-
¢d0), podemos concluir que qualquer conexdo que
satisfaz é plana.

Observamos que a discussdo acima também é valida
para a relacao de Weitzenbock 7 pois temos que os
campos de vierbein sao definidos a partir de h®, = ggz,
logo identificamos a matriz A com os vierbein h.

Portanto, ao usarmos que a torsao ¢ identificada como
a parte antisimétrica da conexdo de Weitzenbock e

17 Como mencionamos anteriormente, essa expressido da conexio
de Weitzenbock é valida para referenciais de Lorentz em que a
conexdo de spin teleparalela w “, é nula [34].

w b
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também considerarmos a relagdo (41)), encontramos que
o tensor de torsao é definido por

w
1%, =107, =H%0,h,. (44)

Com esse ultimo resultado vemos que ao estabelecermos
as componentes do campo wvierbein é possivel calcular
diretamente as componentes do tensor de torsao.

Por fim, podemos observar que a conexao de Weit-
zenbock, obtida a partir da conexdo métrica-afim (1)), é
relacionada com os simbolos de Christoffel da RG por
meio de

w
FB},LZI = Fﬁuu<Q = O) = {/ﬁ/} + Kﬂuu (45)

em que o tensor de contorsdo da torsao de Weitzenbdck
é dado por

o j— 1 led g g
K“”:i[T” AT, —T°,]. (46)

w
Com essas quantidades (h“l,,T"W, rs uv | consegui-

mos caracterizar completamente a geometria de Weit-
zenbdck.

4.3. A acgao da teoria teleparalela e equagoes de
campo

Faremos uso do formalismo Lagrangeano a fim de discu-
tir a equivaléncia entre a teoria teleparalela formulada
na geometria de Weitzenbock com a relatividade geral,
isto é, mostraremos que essas teorias sdo fisicamente
equivalentes uma vez que sao descritas pelas mesmas
equagoes de campo.

A fim de desenvolvermos a acao funcional relacionada
com a teoria teleparalela, podemos fazer uso de uma
combinacao irredutivel envolvendo o tensor de torsao
[18] [34]. Essa combinagdo tem forma quadrética e pa-
ridade par, que nesse caso é escrita como

T = ClTaMVTaHV + CQT(XHVTHOW + 3T, T (47)

sendo {c¢;} os parametros livres (e reais) da teoria que
permitem o mapeamento de diversas teorias teleparale-
las, enquanto T}, = T’ 1B é o traco do tensor de torsao.

A ac@o da teoria teleparalela é escrita em termos
do invariante T eq. , enquanto as restrigdes na
agdo (para a curvatura teleparalela e nado-metricidade
nula@ sdo implementadas por meio de multiplicadores
de Lagrange

Stet = — /d%{%ﬁl‘

+ )‘aBHVRO(ﬂMV + AauuQauy ’ (48)

18 E importante destacar que a curvatura (teleparalela) é nula
devido & condi¢do de paralelismo absoluto. E como veremos a
seguir, essa condicdo tem importantes implicacbes na andlise da
equivaléncia fisica entre as teorias teleparalela e RG.
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em que h = det(h?,) = \/—g é o determinante do campo
vierbein. Essa expressdo corresponde a uma estrutura
geral da teoria teleparalela.

Ademais, para discutirmos a formulacdo teleparalela
equivalente a relatividade geral é interessante conside-
rarmos a conexao de Weitzenbock escrita em termos
dos simbolos de Christoffel da RG eq. . O tensor
de Riemann, nesse caso, pode ser obtido a partir de @
e possui a seguinte expressao

Raﬁm/ (F) = Raﬁ,uu (g) + TU/J,VKaaﬁ
+ 2D[MKQV]5 + 2KQ[M‘UKUV]B (49)
em que R%g v (g) corresponde a contribuigdo dos sim-
bolos de Christoffel , enquanto os demais termos
correspondem a contribui¢do do tensor de torsao de
Weitzenbock . Por sua vez, o tensor de Ricci é escrito
como
R;w(l—‘) = Ruu (g) + TUVaKaGﬂ
+ Kpl//l.KaO/,p - Kpa,uKaup
+DuoK®,, —D,K",,. (50)

enquanto o escalar de Ricci é
R(T) = R(g) + T +2D,T*
o 2
= R(g)+T - 20, (1), (51)

em que definimos o escalar de torsao T como
o 1 1
T= ETHVQTHVOC + §TMV(XTV#C¥ —-T"T,, (52)

sendo que o escalar de torsao corresponde a configu-
racio T = T(c; = 1/4,¢0 = 1/2,¢3 = —1) da estrutura
invariante .

Ademais, podemos introduzir, por questao de notagao,
um novo funcional denotado superpotencial (ou conju-
gado & torsdo) por meio de

ST 1
w —
Sa T, 2

(K M + 8°T — 6"T") . (53)

Desta forma, o escalar de torsdo (52)) pode ser reescrito
com o auxilio do superpotencial na forma

T=s,~1°,, (54)

que permite expressar o escalar de torsdo, e consequente-
mente a acdo teleparalela (equivalente) de uma maneira
mais compacta.

Ao lembrarmos que esta teoria esta sujeita a condigdo
de teleparalelismo absoluto, i.e. ao usarmos a conexao de
Weitzenbock obtemos uma curvatura identicamente
nula R(T") = 0. Logo, encontramos a partir da expressao
uma relagdo entre quantidades dinamicas da RG e
da teoria teleparalela

Rig) = ~T+ 20, (hT") (55)
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essa relacao tem papel central para estabelecer a equi-
valéncia entre a teoria teleparalela (Weitzenbock) com a
RG.

Primeiramente, podemos definir a acdo da formulagéo
teleparalela da teoria gravitacional (equivalente a RG)
como

1 o
STel-Eq = o / d*z hT + Sy, [h%,. 0] . (56)

sendo h o determinante do campo wvierbein, T é o escalar
de torsao e S, é a acdo de matéria. Observe
que o funcional é um caso particular da acéo
teleparalela (48)).

A partir da definicdo da acéo funcional para a teoria
teleparalela equivalente a RG podemos calcular as
respectivas equagoes de campo ao variarmos a agao com
respeito ao campo vierbein, obtendo assim

2 1.
0, (hS,"") = 27,5, " — STH," =10, (57)

com o tensor de energia-momento definido de maneira

A_ 1L
usual como O, = + She-

Finalmente, a partir da relagao e das definig¢oes
das acoes de Hilbert-Einstein e da teoria telepara-
lela equivalente , observamos que

1 .
St~ Sra-pa = 5= [ d's b (Rlg) + 1)
- % / d*z0,, (hT"), (58)

ou seja, as agoes de Hilbert-Einstein e a da teoria telepa-
ralela de Weitzenbock diferem apenas por uma derivada
total, que segundo o teorema de Gauss generalizado é um
termo de fronteira que nao tem influéncia nas equagoes
de campo.

De fato, a relagdo indica que as equagOes de
campo das teorias sdo fisicamente iguais, isto é, para
um dado campo métrico/vierbein (por exemplo, FRLW
ou Schwarzschild), encontramos as mesmas relagoes
matematicas e consequentemente conteudo fisico. Essa
observagao demonstra que a teoria teleparalela é fi-
sicamente equivalente a teoria da relatividade geral .

Embora tenhamos desenvolvido uma formulagao da
teoria teleparalela equivalente a RG em ¢é impor-
tante enfatizar que a teoria teleparalela geral é uma
teoria alternativa a RG, ndo somente do ponto de vista
conceitual, mas também no conteido dindmico. Fato
este que levou a um consideravel interesse em aplicacoes

cosmolégicas [49H51], H3H56].

5. Geometria de Weyl e a Teoria
Teleparalela Simétrica

Abordaremos agora a terceira formulagao geométrica da

interagdo gravitacional, subjeita a condi¢do de telepa-
ralelismo e definida na geometria de Weyl tal que a
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dindmica gravitacional é descrita pelo tensor de nao-
metricidade Quua = Vugva # qﬂ esta abordagem re-
cebe 0 nome de teoria teleparalela simétrica [20], [57] 58].

A principal caracteristica geométrica do tensor de ndo-
metricidade, além de definir uma classe de conexoes
que nao sdo compativeis com a métrica, é que ele é
associado a medida da variacao da magnitude de vetores
sob transporte paralelo [20].

Desenvolveremos nesta se¢do conceitos do tensor de
nao-metricidade, da geometria de Weyl e da formulagdo

da teoria teleparalela simétrica e sua equivaléncia com a
RG.

5.1. Geometria de Weyl e o tensor de nao-
metricidade

A classe de geometrias teleparalelas é caracterizada pelo
fato de terem curvatura nula R, (I') = 0 (condigao
decorrente do teleparalelismo absoluto). Abordaremos
nesta secao os fundamentos da teoria teleparalela simé-
trica definida na geometria de Weyl@ que tem o tensor
de nao-metricidade Quua = Vugva # 0 [13, 14] como
quantidade responsavel pela dindmica gravitacional [20]
57, 58],

O grande diferencial dessa geometria estd em torno
do tensor de nao-metricidade, que expressa a falha da
conexao em ser compativel com métricas. Ademais, do
ponto de vista geométrico, o tensor de nao-metricidade
mede quanto a norma de vetores muda ao realizarmos
o transporte paralelo deles, ilustramos essa situagao na
Figura 8]

A fim de melhor entender esta situacdo geométrica
podemos nos perguntar como a magnitude de um vetor

}Qauv

Figura 8: A variacdo da magnitude de um vetor transportado
paralelamente é medida pelo tensor de ndo-metricidade.

19 Vale a pena destacar que originalmente a geometria de Weyl
foi definida a partir da estrutura Quuva = Qugva, em que Q
é identificado com o potencial eletromagnético e mediria a nao-
metricidade [13] M4} B0]. Observa-se, todavia, que a condi¢do
Quva = Viugua # 0 generaliza a proposta original.

20 Deve ficar claro que na geometria de Weyl a conexdo métrica-

L8 8 8
afim é a conexdo de Weyl dada por I'",, = {,W} + L7, que
tem a propriedade de gerar uma curvatura identicamente nula
(condicdo de teleparalelismo).
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muda ao ser transportado paralelamente ao longo de
uma curva C. Podemos responder essa pergunta ao
lembrarmos da condigao w“V“uA = 0 dada em ,
que corresponde ao fato de que a derivada covariante
de um vetor u* é zero na mesma direcio em que ele
é transportado paralelamente (w = w9, é um vetor
tangente a curva).

Essa tltima observacao nos permite determinar como
a magnitude do vetor |u|?® = guutu” varia sob trans-
porte paralelo ao longo da curva C

WV [[ul]* = WV (g utu’)

= (wAVAgW) utu”

+ 2g,u” (WY u") (59)

que resulta em
w Yy Jul]* = Qrpw ulu. (60)

Dessa forma, vemos claramente que a interpretacéo
geométrica do tensor de nao-metricidade é a medida
da variagdo da magnitude de vetores sob transporte
paralelo. De maneira geral, podemos dizer que o tensor
de nao-metricidade mede como objetos que dependem
da métrica variam quando eles sdo transportados para-
lelamente 20, [58].

5.2. Conexao e o gauge coincidente

Como estamos trabalhando com uma teoria teleparalela,
os resultados da secao sao validos, e a condicao
de planitude da conexao F”)\p = (A‘l)'/# 8,\A“p, dada
pela equagao , pode ser usada. No caso da teoria
teleparalela simétrica, temos que o tensor de torsdo é
nulo e isso resulta em

TUHV == FU[;,U/] == O — 3[NAJV] - 0 (61)

Isso implica que as componentes da matriz A podem ser
. . , ~
escritas como A¥) = 9,£", em que £ é uma colegao de
fungdes arbitrarias das coordenadas {z#}, i.e. £ = &(x).
Portanto, uma conexdo plana e livre de torsao é escrita

como
oz

5 EZ NI, E". (62)

Iy, =

De fato, a equacao estabelece uma importante
propriedade de conexdes plana e livres de torsao: elas
podem ser iguais a zero globalmente a partir de uma
escolha apropriada de coordenadas. Portanto, se es-
colhemos as coordenadas como &£* = z# (ou ainda
qualquer ¢ que seja fungdo linear de {z*}), a conexdo
serd identicamente nula pois 9x0," = 0. Essa condigao
é conhecida como gauge coincidente.

Contudo, devemos mencionar que embora o gauge
coincidente simplifique (ingenuamente) a analise ao tor-
nar a conexao nula, devemos tomar cuidado com o tipo
de métrica que podemos usar [20, 21} [58]. Por exemplo,
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se escolhemos um elemento de linha do tipo Schwarzchild
observamos que teremos componentes da conexao
que sdo escritas em termos de fungdes trigonométricas
que simplesmente nao se anulam [6].

De fato, o que o gauge coincidente nos diz é que
em um dado sistema de coordenadas em que I' = 0 a
métrica nio terd mais uma forma simples e diagonal. De
maneira pratica, ndo ganhamos nada ao usarmos o gauge
coincidente, pois toda a informagao que reside inicial-
mente na conexao ¢ “transportada” para a métrica pela
transformacao do gauge coincidente {z#} — {&(x)}
[20, 21}, 58].

5.3. A acdo da teoria teleparalela simétrica e
equagoes de campo

A fim de discutir a equivaléncia entre a teoria te-
leparalela simétrica formulada na geometria de Weyl
com a relatividade geral faremos uso do principio de
minima agdo, isto é, mostraremos que essas teorias sao
fisicamente equivalentes uma vez que elas tém a mesma
acao funcional e portanto fornecem as mesmas equagoes
de campo.

Primeiramente, vamos construir a acao funcional geral
da teoria teleparalela simétrica (sem nos preocuparmos
ainda com a questdo da equivaléncia). Para isso, intro-
duzimos uma combinacao irredutivel contendo o tensor
de ndo-metricidade. Ao impormos que a combinacio
deve ser quadratica e com paridade par, encontramos
a seguinte decomposi¢ao

Q= Qup Q™ = TQupr Q™
- %QQQQ + C4QaQa + %Qa@av (63)

em que os dois tracos independentes do tensor de nao-
metricidade definem os seguintes vetores,

Qo = 9" Qaur = Q. (64)
Qa = Q#AQWX)\ = QAOC)V (65)

Observamos ainda que o conjunto da forma quadratica
tem cinco pardmetros livres e reais {c;}.
Formulamos a acdo da teoria teleparalela simétrica
em termos do invariante Q dado em , enquanto as
restrigoes na agdo (para a curvatura e torsdo nulas) sdo
impostas por meio de multiplicadores de Lagrange

STelSim - - /d4$ |:29Q
+ AR, AT, (66)

Essa expressao corresponde a uma estrutura geral da te-
oria teleparalela simétrica, que é uma teoria modificada
da relatividade geral.

Para estabelecermos a equivaléncia entre a teoria
teleparalela simétrica e a RG devemos encontrar a
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relacao entre o tensor de curvatura da conexao de Weyl
com as demais estruturas da geometria. A conexao de
Weyl ¢é definida a partir da conexdo métrica-afim em
que o tensor de torsao é nulo, tal que

L
e, =17, (T=0={}+1°,, (67)

que é proporcional ao tensor de disformacao
1 5 B
Le,, = 5@% ~Qu =L, (68)

Neste caso, podemos obter o tensor de Riemann da
geometria de Weyl a partir de tal que o respectivo
escalar de curvatura é

R(T) = R(g) +Q+2D, (Q* —Q"),  (69)

em que definimos o escalar de ndo-metricidade Q como

@ = iQaﬁ'\/Qaﬂﬂy - %Qa,@vQﬁa’y
1 « 1 N
- lQaQ + gQaQ ) (70)

onde se faz uso da configuracdo c; =cy =c3=c5=1¢e
c4 = 0 da estrutura invariante . Podemos introduzir,
por questao de notag¢do, um novo objeto (conjugado a
nao-metricidade) por meio de

. 140
Pl = = 3507

1 a 1 Ao a «
iL v Z <Q Guv — Q Juv + 5@@1))) .

(71)

Desta forma, o escalar de ndo-metricidade (|70]) pode ser
€Xpresso como

Q = P, QM. (72)

Como veremos a seguir, tais definigbes permitem escre-
ver a acdo funcional da teoria teleparalela simétrica e
suas equagoes de campo em termos de uma estrutura
mais compacta.

Lembrando que a teoria teleparalela simétrica também
é sujeita ao postulado de teleparalelismo absoluto, i.e. ao
usarmos a conexao de Weyl obtemos uma curvatura
identicamente nula R(I") = 0. Desta forma, encontramos
a partir da expressao uma relagdo entre os invari-
antes dindmicos da RG e da teoria teleparalela simétrica

R(g) = —Q-2D, (Q" — Q") (73)

:f@wi_fgaﬂ V=g (@ —0")].

Definimos a agdo da formulacdo teleparalela simétrica
da teoria gravitacional (equivalente & RG) como

Stasin-ralgs = [ a5 Llg. 61+ Smlg. 4], (79
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sendo S,, a acdo de matéria. E importante enfatizar que
a notagdo [g, &] destaca que o funcional ([74)) depende das
fungoes € que parametrizam a conexéo

Ademais, podemos calcular as equagoes de campo a
partir da agao , em especial as equagoes de campo
para a métrica sao

2

V=4
1 .

- 2P)\U(”Q)\J\V) - 59;11/@ =K elw (75)

Va (V=9P) + Pune @,

com o tensor de energia-momento para os campos de
matéria definido de maneira usual.

Por fim, a partir da condicao de teleparalelismo
e das defini¢oes das agoes de Hilbert-Einstein e da
teoria teleparalela simétrica equivalente , encontra-
mos

SHE — STelSim—Eq
_ 4. V9 8
= / d'z=5 = (R(g)+Q)

4
- [ lva@-a]. )
ou seja, as agoes de Hilbert-Einstein e da teoria telepara-
lela simétrica diferem por apenas um termo de fronteira
que nao tem influéncia nas equacoes de campo, provando
assim a equivaléncia fisica entre essas teorias.

Obviamente, embora exista uma classe de teoria pa-
ralela simétrica equivalente a RG, as demais classses
pertencentes a agao podem ser usadas como teorias
alternativas a RG, ndo somente do ponto de vista
conceitual, mas também no conteido dindmico, onde
fenémenos além do modelo cosmolégico padrao podem
ser analisados [20] 62H7T].

5.4. Teoria da relatividade geral coincidente

Um ultimo aspecto que gostariamos de abordar sobre a
teoria teleparalela simétrica é a sua formulacgao explicita
no gauge coincidente, esta teoria é conhecida como
teoria da relatividade geral coincidente [20, [58]. Para
formularmos tal teoria, lembremos da conexao

L
e, ={4}+L°,,. (77)

Agora, ao impormos a condi¢do de gauge coincidente
L
I' = 0 (obtida a partir de (62])), encontramos que

L, =-{L}. (78)

De maneira geral, podemos reescrever o escalar de
nao-metricidade Q eq. (70) em termos do tensor de
disformacao

o

Q=g (192, — L3, E%0)  (19)
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que ainda pode ser simplificada a partir da relacao ,
0 que implica em

Q=g ({asr {0} - {53 {5 ©o)

A partir da estrutura podemos definir uma acio
funcional para a teoria coincidente

Sre—clg] = StelSim—Eq[g, T = 0]
o [ dev=g (81)
< g ({abh i) — et L)) -

Na teoria coincidente a acdo funcional depende
apenas da métrica, uma vez que a conexao de Weyl
é nula no gauge coincidente. Ademais, vale mencionar
que esta acao coincidente também é conhecida como a
acdo de Einstein, que difere da agao de Hilbert-Einstein
por nao possuir derivadas de segunda ordemﬂ Essa
caracteristica se mostra bastante interessante na for-
mulacdo variacional da teoria gravitacional coincidente
pois, devido & auséncia de derivadas de segunda ordem
na ac¢ao, nao é necessario incluir o conhecido termo de
fronteira de Gibbons-Hawking-York [20, [58].

o

6. Cosmologia na Teoria f(Q)

E possivel generalizar as formulacdes discutidas ao longo
deste trabalho ao nivel nao-linear. Neste caso, substitui-
mos os escalares invariantes R(g), Te Q por funcoes
arbitrarias

S = 55 [ doV=aI(R) (52)
Suty = =55 [ dev=aID), (83)
Sf(@) = _i/d4x\/j9f(©)- (84)

Modificagoes da teoria gravitacional com esta estru-
tura tém como grande motivagdo a liberdade que se
ganha na escolha da funcdo f para explicar fendmenos
que ndo sao completamente descritos pela RG ou ainda
s@o além do modelo padrao cosmologico [23] 511 B8], por
exemplo, a expansdo acelerada do universo, formagcéao
de estruturas, ou ainda outros fendmenos que estao
relacionadas com a introdugdo de contetddos exdticos
(energia escura, matéria escura, etc) no conteudo da
fonte do tensor energia-momento O, .

Ademais, essas extensoes nao-lineares ndo sdo mais
equivalentes entre si, pois a equivaléncia discutida ante-
riormente (a menos de um termo de fronteira) era vélida

21 B interessante observar que a agao também é apresentada
como uma agdo equivalente & RG na secdo 11.6 da ref.[7], diferindo
da RG por termos de superficie. Todavia, nesse livro, ela é obtida
a partir da agdo de Hilbert-Einstein e também que Vjygu, = 0,
ou seja, uma abordagem diferente da teoria teleparalela simétrica
apresentada aqui em que Vgu, # 0.
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apenas no regime linear. Naturalmente, essas novas
teorias nao-lineares possuem seu proprio contetdo fisico,
equagoes de campo e graus de liberdade propagantes.
Nesta secao temos como foco a discussao de aspectos
cosmolégicos da teoria ndo-linear f(Q) (84). As suas
respectivas equagoes de campo para a métrica sao

7 (@) G — a0 (£ (@) - 05 (0))
+ 27" (Q) P* 0.0 = k0, (85)

sendo Gy = Ry (9) — 29, R (g) o tensor de Einstein
definido em termos do campo métrico g.

Vale enfatizar que na teoria (84) a condigdo de
teleparalelismo foi aplicada sobre a curvatura da conexao
teleparalela R(T") = 0, tal que os objetos de curvatura
R, (9) e R(g) na expressao (85) sdo expressos em
termos do tensor de ndo-metricidade e do invariante Q,
veja a eq. (73)).

Ademais, é importante destacar que a teoria gravita-
cional f (Q) tem as solugoes da RG como casos especiais,
isso se mostra interessante em aplicagdes cosmoldgicas e
de fisica de buracos negros. Em particular, observamos

que se f” (Q) =0e f (Q) = cte a expressao
reproduz as equacdes de campo de Einstein com uma
constante cosmoldgica [20], 58] [69].

Por fim, como ilustracdo da discussao anterior, po-
demos assumir uma configuracdo simples em que Q =
@0 = cte tal que 6a@ = 0 em . A partir dessa
consideragdo, as equagoes de campo assumem a
forma

1 -
Guv — igu,,/\ef = KO, (86)

em que identificamos uma constante cosmolégica efetiva
e um tensor energia-momento normalizado dados por

A f (@0) - @io I (Q())’ &7)
(@)
O = #@W (88)

7 (@)

Esses resultados sdo importantes pois mostram ser
possivel recuperar algumas das solugoes da RG a partir

de configuragoes gerais de Q na formulagao f (Q), com

(@) #o.
A fim de concluir a nossa discussao sobre a teoria

f (Q , vamos abordar a cosmologia neste contexto

a partir das equagdes de Friedmann modificadas [20]
58, [69]. Para isso, consideremos o gauge coincidente
(conexdo trivial) e a métrica FLRW como ponto de
partida

Fa,uu =0, (89)
g = diag (N2 (t), —a®(t), —a*(t), —a® (t)) (90)

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2024-0057



Bufalo e Tarciso S.S. Junior

em que N(t) e a(t) sdo a fungdo lapso e o fator de escala
do espago-tempo de FLRW, respectivamente. Para este
caso, o escalar de ndo-metricidade é simplesmente dado
por

o 6H>
Q= N2 (91)
em que H = ¢ é o pardmetro de Hubble. Ademais, a

a

acdo pode ser expressa como

Seg) = —% / dtd®z a® ()N (1) f(Q). (92)

Podemos observar explicitamente a presenca de uma
invaridncia por reparametrizagdo t — ((t) e N(t) —
N(t)/¢(t), sendo ¢(t) uma funcio arbitraria de t. A
partir desta simetria, e sem perda de generalidade,
podemos fixar a funcdo lapso como N(t) = 1 [58].
Neste contexto, encontramos as seguintes equagoes de
Friedmann

—6f'H? — % f=8rGp (93)
(12H%f" + f') H = —47G (p +p) (94)
p=—3H(p+p) (95)

sendo p e p a densidade e pressao do fluido, respectiva-
mente. A fim de ilustracdo, podemos considerar alguns

casos de interesse da funcdo f(Q): o primeiro modelo
seria descrito pela funcao

F(Q) =Q+1/Q, (96)

que representa uma generalizacdo da teoria paralela
simétrica (descrita pelo caso em que A = 0). Ademais,
este modelo possui a mesma evolu¢gdo do background
FLRW como na RG, diferenciando-se da RG em nivel
de perturbagoes [20] 58| 69].

Outra familia de modelos é descrita pela modificagao

7 (@) =@ - 690 (&)7 (97)

em que g e y sao parametros adimensionais. Observa-
mos que a fungao é recuperada para o caso em
que v = 1/2, enquanto a teoria teleparalela simétrica é
obtida quando v = 1.

Neste caso, encontramos a partir de que a equagao
de Friedmann modificada é dada por

o\
H? |1+ (1-27)g <A2> = gp (98)

Ao analisarmos o resultado observamos que:

e no regime em que v < 1 as corregées para a
evolucdo da RG tornam-se relevantes a baixas
curvaturas, ou seja, essas corre¢oes contribuem
para a cosmologia a época tardia;
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e enquanto que para v > 1 as corregoes se tornam
significativas no regime a altas curvaturas, ou seja
contribuem para os estagios iniciais do Universo.

o

Dessa forma, concluimos que modelos f(Q) nos re-
gimes discutidos acima sdo candidatos vidveis para a
descricao do Universo inicial e tardio em termos de
cenarios inflacionarios alternativos e sem a presenca de
energia escura, respectivamente.

7. Comentarios Finais

E incontestével a importancia da geometria na descri¢io
da interacao gravitacional. Podemos dizer que a pro-
posta de Einstein em 1915 da teoria da relatividade
geral é o marco cientifico do uso da geometria na
formulagao de sistemas fisicos, bem como as propostas
de Einstein, Weyl e também de Kaluza-Klein em suas
teorias unificadoras [32] 33]. Buscamos com este trabalho
apresentar diferentes estruturas geométricas que permi-
tem a descricdo de fendmenos gravitacionais.

Neste trabalho abordamos teorias gravitacionais al-
ternativas formuladas em geometrias nao-riemannianas
mas fisicamente equivalentes a RG, elas s@o construidas
a partir de quantidades geométricas distintas (mas
complementares) a curvatura R, a saber, o tensor de
torsdo T e o tensor de nao-metricidade @. Discutimos
inicialmente a geometria métrica-afim que considera
todas essas estruturas para a construcao da sua conexao
métrica-afim. Abordamos também como é possivel obter
casos particulares de interesse: a teoria teleraparale-
lade Weitzenbock descrita em termos da geometria de
Weitzenbock em termos do tensor de torsdo (com @ =
0), e também a teoria teleparalela simétrica descrita
na geometria de Weyl em termos do tensor de nao-
metricidade (com T = 0).

Embora a RG seja construida a partir do tensor de
curvatura na geometria de Riemann, é possivel esta-
belecer novas formulacoes, em particular, a abordagem
teleparalela que implica que a curvatura métrica-afim
é identicamente nula e assim outras quantidades geo-
métricas sdo responsaveis pela descricdo da dindmica
gravitacional. O caso mais célebre (inclusive usado por
Weyl e Einstein em suas propostas unificadoras) é a
teoria teleparalela, que é formulada em geometria(s)
plana(s) (a curvatura teleparalela é nula), sendo descrita
pelo tensor de torsdo ou em termos do tensor de nao-
metricidadd??

As teorias teleparalelas tém contetido geométrico e
fisico bastante interessantes:

« E conhecido que o tensor de torsdo tem um impor-
tante papel na descrigdo de campos de matéria com
spin, uma vez que a torsdo é o objeto responséavel
pela interagao gravitacional com o spin;

22 Naturalmente, temos uma geometria teleparalela geral em que
ambos os tensores de torsdo e ndo-metricidade sdo nao nulos, 7" # 0

e @ #0.
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e Discutimos com detalhes importantes aspectos do
tensor de torsdo, inclusive a sua interpretacio
geométrica como uma medida do nao-fechamento
de paralelogramas (sob transporte paralelo);

e No caso do tensor de nao-metricidade examinamos
a sua interpretacao como uma medida da variagao
da magnitude de vetores (sob transporte paralelo),
a definicdo do gauge coincidente e consequente-
mente o anulamento da conexio globalmente (para
uma escolha apropriada de coordenadas).

Para estabelecermos a equivaléncia das teorias telepa-
ralelas com a RG usamos o principio de minima acao:

e Definimos teorias teleparalelas gerais, primeira-
mente, em nivel de agdo funcional em termos do
tensor de torsao [ndo-metricidade] para construir o
invariante T eq. [invariante Q eq. (63)].

e A equivaléncia é estabelecida ao usarmos a condi-
¢ao de teleparalelismo absoluto na agdo funcional
(seja em termos da conexdo de Weitzenbock ou
da conexao de Weyl); tal que podemos estabelecer
uma teoria teleparalela em termos do invariante
T eq. [teleparalela simétrica, em termos do
invariante Q eq. ] que ¢é fisicamente equivalente
a teoria da RG.

Para concluirmos, escolhemos uma breve discussao
da teoria nao-linear f(Q) a fim de elucidarmos alguns
aspectos de como podemos identificar, por exemplo,

uma descricao efetiva da constante cosmoldgica por uma
teoria f((@) x Q+ )\\/6. Ou ainda, em termos da
estrutura f (Q) x @ + g@“’, que pode ter impacto nos

estdgios iniciais do universo a altas curvaturas (y > 1)
ou ainda na época tardia do universo a baixas curvaturas
(v < 1) e sem fazer uso de mecanismos e/ou contetido
ex6tico de fonte no tensor energia-momento.

Esperamos com essa exposicdo motivar o estudo de
teoria gravitacionais alternativas (mas equivalentes em
certo regime) & RG, mas definidas a partir de um
ponto de vista e conceitos geométricos diferenciados
(geometrias nado-riemannianas), permitindo a aborda-
gem de problemas cosmolégicos que o modelo padrao
nao consegue descrever de maneira satisfatoria.
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A. Conexao Métrica-afim

Como discutimos anteriormente, devido ao seu carater
pseudo-tensorial, a conexao nao contém significado in-
trinseco a geometria. Todavia, ainda é possivel extrair
informacao geométrica da conex@o nao-riemanniana a
partir de uma composi¢do em termos de: simbolos de
Christoffel, e dos tensores de torsdo e nao-metricidade
41, 15, [20].

O nosso ponto de partida é a derivada covariante
da métrica ser ndo nula (implicando no tensor de nao-
metricidade Q. = Vg, # 0) e considerar também
suas permutacoes ciclicas, a saber

QPHV = 8pg,“, - ka,,gim - kaug)\lu (Al)
Quvp = OuGvp — F)\Mpglfk - FAMVQAP’ (A.2)
Qupp = 0uYpu — F)‘ng,\ — F)‘Upgw. (A.3)

Agora, ao subtrairmos a segunda e terceira equagoes da
primeira, encontramos

1
5 (pr - QMVP - QVpu)

1
=5 (OpGuv — OuGup — Ovgpp)
1
+ 9 (FV[MP] + FP(MV) - Fu[pl/]) : (A.4)

Ademais, fazendo uso da identidade I',,, = %Fp(w) +

ir

5 obtemos

pluv]s
o 1 op
r wy = 59 (augup + 8ugp# - 6pg;w)
1 o
+ 59 P (Topp + Tupw + Tpp)

1
+ 590/) (Qpuv — Qupv — Qupp) » (A.5)

em que fizemos uso da definicdo do tensor de torsao

T =T*
B et . .
Por fim, identificando os simbolos de Christoffel
ag 1 g
{,lw} = 59 r (8/tgup + al/gp/t - apg;w) y (AG)
o tensor de contorsao
g 1 g
K, = 59 P(Topp + Tupw + Tppv) (A7)
e o tensor de disformacao
o 1 ag
L w = 59 ’ (Qp;w = Qupv — QVPM) ) (A.8)

encontramos a expressdo da conexdo métrica-afim
dada por

o _ o o o
r /Lu*{p,y}+Kp‘l/+L 722 (Ag)
que representa todas as possiveis contribuicoes a conexao
métrica-afim.
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