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Sobre o teorema quantico de Sommerfeld e de Epstein
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1. Formulacao atual

Nao ha mesmo mais diuvidas de que a condicao de quan-
tizagao para sistemas mecanicos periédicos de um grau
de liberdade seja

_ [, _
/pdq—/pdtdt—nh (1)

(Sommerfeld e Debye). Nessa equagdo a integral deve
ser estendida por um periodo completo do movimento,
q é a coordenada e p a coordenada correspondente ao
impulso do sistema. Além disso, os trabalhos tedricos
espectrais de Sommerfeld indicam com seguranca que,
para sistemas com varios graus de liberdade, devem
surgir, no lugar desta tinica condigao quantica, diversas
condigoes, geralmente tantas (1) quantas sdo os graus de
liberdade do sistema. Estas [ condi¢bes sao, de acordo
com Sommerfeld,

Como esta formulacao nao é independente da escolha
das coordenadas, ela é valida apenas com uma escolha
apropriada das mesmas. Somente apos esta escolha ter
sido realizada, e sendo as ¢; fungoes perddicas do tempo,
o sistema (2)) poderd conter alguma informagao sobre o
movimento.

Outra contribui¢do importante para o principio de
quantizagao foi feito por Epstein (e Schwarzschild). O
primeiro baseia sua regra para a escolha das coorde-
nadas g; de Sommerfeld no teorema de Jacobi que, como
se sabe, tem o seguinte enunciado: seja H (H|[g;p;])
a funcado de Hamilton das ¢;, p; e t, que aparece nas
equagoes canodnicas

)

3)

. OH

e que — caso ela nao contenha o tempo t explici-
tamente - é idéntica & funcdo energia’. Seja ainda
J(t,q1... q,o1... o) uma integral completa da
equacao diferencial parcial de Hamilton-Jacobi

oJ oJ
E+H(qi’87qi)_0' (5)

Entao, a solugao das equagodes canonicas é dada por

oJ
80@ — /Biv (6)
oJ
oq =0 (7)

Se H nao contiver o tempo explicitamente, o que pres-
supomos a seguir, entdo pode-se satisfazer (5) com o
ansatz

J=J" — ht, (8)

em que h é constante e J* nao depende mais explicita-
mente do tempo ¢. No lugar de (5), (6) e (7) aparecem
entao as equacoes

oJ*
Hgs 5) = h. (9)
oJ* oJ*
o, P G Tt (10)
oJ*

sendo que a primeira das Eqgs. (10)) representa apenas
[ — 1 equagoes, no lugar de a; apareceu a constante h e
no lugar de f3;, a constante —t,.2
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Segundo Epstein, tem-se agora que escolher as co-
ordenadas ¢; de tal maneira que exista uma integral
completa de (9) da forma

Jr = Z Ji(q:), (12)

sendo que J; depende de ¢;, mas é independente das ¢
restantes. As condicbes quéanticas (2) de Sommerfeld
devem entao valer para estas coordenadas ¢;, caso as ¢;
sejam fungoes periddicas de t.

Mesmo com os grandes sucessos da extensao do teo-
rema quantico de Sommerfeld-Epstein para sistemas de
varios graus de liberdade, o fato de este depender de
uma separacao das varidveis conforme (12)) permanece
insatisfatorio, pois isso nada tem a ver com o problema
quantico. A seguir é feita a proposta de uma pequena
modificagao da condicao de Sommerfeld-Epstein, que
evita este estado de coisas. Quero esbogar resumida-
mente meus pensamentos basicos e, entao, desenvolveé-
los mais profundamente em seguida.

2. Formulacao modificada

Enquanto pdg é um invariante em sistemas de um grau
de liberdade, isto é, é independente da escolha da coor-
denada ¢, cada produto p;dq; em um sistema de varios
graus de liberdade nao é um invariante; por isso a
condicao de quantizacdo (2) nao tem um significado in-
variante. Apenas a soma Y p;dg; estendida a todos os

K3
graus de liberdade [ é invariante . Para se deduzir agora
dessa soma varias condi¢oes de quantizagao invariantes,
pode-se proceder da seguinte maneira. Consideram-se
as p; como funcoes das ¢;. Falando-se geometricamente
pode-se considerar entéo as p; como vetores (de cardter
“covariante”) no espago I-dimensional das ¢;. Se eu
tragar uma curva fechada qualquer no espago das g;, a
qual nao precisa de modo algum ser uma “trajetéria ”
do sistema mecéanico, a integral de linha estendida sobre

a mesma
[ 3 pida (13)

é um invariante. Se as p; forem fungoes arbitrarias das
¢, entao a cada curva fechada, em geral, corresponderd
um valor diferente da integral (13). Se, entretanto, o
vetor p; é derivavel de um potencial J*, isto é, se valem
as relagoes

Opi  Opg

— R 14
Oqr,  Oqg; (14)
e/ou
oJ*
i = ) 15
Pi= 5 (15)

entdo a integral (13) tem o mesmo valor para todas
as curvas fechadas que possam ser continuamente de-
formadas umas nas outras. Para todas as curvas que

3Pressupde-se que H nao dependa explicitamente do tempo t.
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possam ser reduzidas a um ponto por uma deformacao
continua, a integral (13) se anula. Entretanto, se o
espaco considerado das ¢; for uma superficie varias
vezes conexa, entao hé curvas fechadas que nao podem
ser reduzidas a um ponto por deformagao continua; se
J* nao é uma fungao univoca das ¢; (mas plurivoca de
ordem o0), entdo a integral (13) para tais curvas sera
geralmente diferente de zero. Haverd, entretanto, um
numero finito de curvas fechadas no espago ¢ as quais
todas as curvas fechadas podem ser reduzidas por de-
formagoes continuas. Neste sentido pode-se, entao, de-
terminar um nimero finito de condigoes

/Zpid(b' = n;h, (16)

como condicoes de quantizacao. Essas devem, na minha
opinido, entrar no lugar das condigoes quéanticas (2).
Temos que lembrar que o ntimero de Egs. (14) que
nao podem ser reduzidas umas das outras é igual ao
numero de graus de liberdade do sistema. Se ele for
menor, entao teremos diante de nds um caso de “de-
generescéncia”.

O pensamento bésico (intencionalmente incom-
pleto) esbogado acima serd mais aprofundado a seguir.

3. Derivagao clara da equagao diferen-
cial de Hamilton-Jacobi

Seja P um ponto do espago de coordenadas para o qual
sao dadas as coordenadas @Q; e também as velocidades
correspondentes, i.e., os momentos P;, de forma que
o movimento fique totalmente determinado pelas Egs.
(3) e (4)*. A cada ponto da 6rbita L que passa por
P corresponde entao uma determinada velocidade, ou
seja, os momentos p; sao determinados em funcao dos
¢;- Imagine agora uma superficie (I — 1)-dimensional
no espago de coordenadas onde sao dadas, para todo
ponto P da superficie, coordenadas (); e seus momen-
tos P; correspondentes. Entao, para todo ponto P da
superficie existe uma Orbita L no espago de coorde-
nadas. Se os momentos P; nessa superficie sao funcoes
continuas das @;, essas trajetorias irao preencher con-
tinuamente o espacgo de coordenadas (ou pelo menos
uma parte dele). Por cada ponto ¢; do espago de co-
ordenadas ird passar uma determinada drbita. Serao,
portanto, agregadas a este ponto também determinadas
coordenadas de impulso p;. Existe com isso um campo
vetorial das p; no espago das coordenadas das ¢;. Va-
mos agora estabelecer a lei deste campo vetorial.
Considerando as p; como fungoes das ¢; no sistema
canonico de Egs. (3), temos que substituir o lado es-

querdo por
> e
- oqy, dt
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de modo que, conforme (4)), também
— Oqx Opy

pode ser determinada. Temos, portanto, no lugar de (3)

OH 5 OH Op; an

0q;

Este é um sistema de [ equacgoes diferenciais lineares que
deve ser suficiente para determinar as p; em funcao das
-

Nos perguntamos agora se existem campos vetori-
ais para os quais existe um potencial J*, isto é, para
os quais as condigbes (14) e (15) sdo cumpridas. Neste
caso (17) toma, em virtude de (14), a forma

OH OH Opy,
8—%+Z =0.

Esta equacao demonstra que H é independente das ¢;.
Existem, portanto, campos potenciais do tipo procu-
rado, e seu potencial J* é suficiente para a Eq. (9) de
Hamilton-Jacobi e/ou .J, para a Eq. (5).

Com isso estd demonstrado que as Egs. (3) podem
ser substituidas por (8) e (9) e/ou (7) e (5). Quere-
mos mostrar ainda que com (14) e/ou (6) se satisfaz o
sistema de Egs. (4), mesmo que isso nao seja de im-
portancia para as consideragoes seguintes. Se, apds a
integragao de (9) em virtude de (8), as p; forem ex-
pressas em fungdo das ¢;, as Egs. (4) formam um
sistema de equagbes diferenciais totais para a deter-
minagao das ¢; em fungdo do tempo. De acordo com
a teoria das equacoes diferenciais de primeira ordem, a
equagao diferencial parcial

+ =0 (18)

é equivalente a este sistema de equagoes diferenciais to-
tais. A primeira é, entretanto, dada por

8
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caso J seja uma integral completa de (5)). Colocando-
se este valor de ¢ no lado esquerdo de (18), obtém-se,
considerando-se (7))

0

5 OH 0* | 97 _
8(%) BQkaOéi (92580(1‘
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que se anula por causa de (5). Disso resulta que, através
de (6) e/ou (14), as Eqgs. (4) sao integradas.
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4. O campo p; de uma tnica 6rbita

Chegamos agora a um ponto essencial, sobre o qual
silenciei propositalmente no esbogo provisério do pen-
samento bésico da se¢ao 2. Nas observacoes da secao,
imaginamos o campo p; produzido por um nimero in-
finitamente grande de movimentos (I—1)-vezes indepen-
dentes uns dos outros, os quais estavam representados
no espago ¢; pelo mesmo numero de orbitas. Imagi-
namos agora, entretanto, o movimento nao perturbado
de um sistema isolado acompanhado por um tempo in-
finitamente longo e imaginamos a érbita correspondente
tracada no espago ¢;. A podem surgir dois casos:

1°) Existe uma parte do espago ¢; em que a a drbita
se aproxima arbitrariamente de cada ponto desta parte
do espaco I-dimensional no decorrer do tempo.

2 °) A 6rbita pode ser acomodada completamente
em um continuo de dimensao menor do que [. A este
pertence, como caso especial, aquele do movimento
numa 6rbita perfeitamente fechada.

O caso 1 é o mais geral; o caso 2 surge do 1 como
caso especial. Como exemplo de 1 imaginamos o movi-
mento de um ponto material sob o efeito de uma forca
central, descrito por duas coordenadas que determinam
a posicao do ponto no plano da 6rbita (por exemplo, as
coordenadas polares r e #). O caso 2, por exemplo,
acontece se a lei da gravidade for exatamente propor-
cional a 1/r?, e se os desvios do movimento de Kepler
exigidos pela teoria da relatividade forem desprezados;
a Orbita é entao uma 6rbita fechada e seus pontos for-
mam um continuo de apenas uma dimensao. Observado
num espaco tridimensional, o0 movimento central é sem-
pre um movimento do tipo 2, porque a curva da érbita
pode ser colocada em um continuo de 2 dimensoes;
observado de maneira tridimensional, o movimento cen-
tral tem que ser visto como caso especial de um movi-
mento definido por uma lei dindmica mais complicada
(p- ex. o movimento estudado por Epstein na teoria do
efeito Stark).

A reflexdo seguinte refere-se ao caso geral 1. Obser-
vemos um elemento dr de drea ¢;. Através dele passam
infinitas vezes as 6rbitas do movimento observado. A
cada uma dessas trajetorias corresponde um sistema
(p;) de coordenadas de impulso. Sao possiveis “a prio-
ri” 2 tipos de orbitas que se diferenciam de maneira
fundamentalmente clara um do outro. Tipo a): os sis-
temas p; se repetem de modo que apenas um numero
finito de sistemas p; pertencem a dr. Neste caso as
p; podem ser representadas como fungoes univocas ou
plurivocas das ¢; para o movimento observado.

Tipo b): No ponto observado surgem intimeros sis-
temas p;. Neste caso as p; nao podem ser representadas
como fungoes das ¢; . Nota-se logo que o tipo b) exclui
a condigdo de quantizacdo (16)) formulada na secéo 2.
Por outro lado a mecéanica estatistica classica refere-se
essencialmente apenas ao tipo b), pois somente neste
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caso as médias no ensemble microcanénico sao equiva-
lente as médias temporais sobre o sistema.*

Resumindo podemos dizer: a aplicagao da condigao
quantica (16) exige que existam 6rbitas semelhantes, de
forma que cada érbita determine um campo p; para o
qual existe um potencial J*.

5. O espago de coordenadas racional

J4 foi notado que as p; sao em geral fungdes polivalentes
das g;. Observamos novamente, como exemplo simples,
o movimento plano de revolugao de um ponto sob efeito
da tragao de um ponto fixo. Neste caso o ponto se
movimenta de tal modo que sua distancia r do centro
de tracao oscila periodicamente entre um valor minimo
r1 e um valor maximo r9. Observando-se um ponto do
espago das ¢;, isto é, um ponto da superficie circular de-
limitada pelos dois circulos com os raios r1 e ro, a curva
orbital passa infinitas vezes arbitrariamente proxima a
este ponto ou — um pouco menos precisamente — através
dele. Mas, conforme ocorre a passagem, em uma parte
da oOrbita com r crescente ou em uma parte da érbita
com r decrescente, a componente radial de velocidade
tem sinal diferente: as p, sao funcoes bivalentes das g;..

Essa complicacao pode ser eliminada através do co-
nhecido método introduzido por Riemann na teoria das
fungoes. Imaginamos a superficie do anel entre r; e
r9 duplicada, de tal modo que duas folhas congruentes
circulares fiquem uma sobre a outra. No anel superior
imaginamos marcadas as partes da érbita com dr/dt
positivo, no anel inferior, as partes da 6rbita com dr/dt
negativo, juntamente com o sistema vetorial correspon-
dente das p,. Nas duas linhas circulares imaginamos
as duas folhas ligadas entre si, porque a 6rbita passa
de uma folha circular para a outra se a curva orbital
tocar um dos dois circulos limitrofes. Ao longo destes
circulos, as p; coincidem umas com as outras nas duas
folhas, como se vé facilmente. Interpretadas nessa su-
perficie dupla, as p, sao func¢oes nao sé continuas como
também uniquivocas das ¢,; nisso estd o valor dessa
representagao .

Nesta superficie dupla ha obviamente dois tipos de
curva fechada, que por meio de uma variacdo continua
nao podem ser reduzidas a um ponto nem recolocadas
uma sobre a outra. A Fig. 1 mostra um exemplo (L e
Ls) para cada um destes dois tipos de curvas; as partes
das linhas que se encontram na folha inferior sao repre-
sentadas por linhas tracejadas. Todas as outras curvas
fechadas podem, através de deformagoes continuas na
superficie duplicada, serem reduzidas ou transportadas
em uma ou varias revolucoes dos tipos L1 e Lo. O teo-
rema quantico (16]) deveria ser aplicado aqui aos dois
tipos de linhas Ly e Ls.

E claro que essas observagoes se generalizam para
todos os movimentos que cumprem a condigao da se¢ao
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4. E necessdrio imaginar o espacgo de fase dividido em
um numero de “setores” ligados ao longo de superficies
(I — 1)-dimensionais de tal maneira que, interpretadas
na forma acima surgida, as p; sao fungoes univocas
e continuas (também na passagem de um setor para
outro); denominamos essa constru¢do geométrica auxi-
liar de “espaco de fase racional”. O teorema quéntico
de (16) deve se referir a todas as linhas fechadas no
espago racional das coordenadas.

Ll
0<

Para que o teorema quantico tenha um significado
exato nesta versao, a integral f > dp;dg;, estendida por
todas as curvas fechadas do espago racional ¢;, que
podem ser continuamente transportadas umas nas ou-
tras, tem que ter o mesmo valor. A prova deve ser
apresentada exatamente de acordo com o esquema, cor-
rente. Sejam L; e Lo (veja o esquema na Fig. 2) cur-
vas fechadas no espaco racional das ¢;, as quais po-
dem ser continuamente transportadas umas nas outras,
sem prejuizo do sentido de revolugao marcado. Entao a
linha indicada na figura é uma curva fechada que pode
ser continuadamente reduzida a um ponto. Disso re-
sulta, por causa de (14), que a integral estendida so-
bre o caminho da linha é nula. Se considerarmos além
disso o fato de que as integrais estendidas sobre as li-
nhas de ligagao infinitamente vizinhas A;As e By B>
sao iguais entre si por causa da univaléncia das p; no
espaco racional das g;, entao segue a igualdade das in-
tegrais estendidas sobre L; e L.

Ly

Figura 1 -

Ay
Al N\
\
By —
By
L T
Figura 2 -

4No ensemble microcanénico existem sistemas onde, dadas as ¢;, as p; sio aleatérias (compativeis com o valor da energia).
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No espago racional das ¢g; o potencial J* é infini-
tamente polivalente, mas de acordo com o teorema
quantico, essa polivaléncia é a mais simples imaginavel.
Se J* é um valor do potencial correspondente a um
ponto do espaco racional das g;, entao os restantes sao
J* + nh, sendo n um ndmero inteiro.

Adendo para corregcao. Outra reflexao trouxe
como resultado o fato de que a segunda das condigoes
indicadas na secao 4 para a aplicabilidade da férmula
(16) tem que ser sempre cumprida por si, isto é, vale a
afirmagao: se um movimento fornece um campo de p;,
este possui necessariamente um potencial J*.

Segundo o teorema de Jacobi, cada movimento de
um sistema originado de uma integral J* completa pode
ser deduzido de (9). Existe, portanto, em todo o caso,
pelo menos uma fungao J* das ¢;, da qual podem ser
calculadas as coordenadas de impulso p; de um movi-
mento com base nas equagoes

_ar
B 0q;

para cada ponto de sua érbita.

Precisamos nos lembrar agora que J* é definida por
uma equagao diferencial parcial, que fornece uma ins-
trucao de como a funcao J* deve ser continuada no
espago ¢;. Se nds, portanto, quisermos saber como J* se
altera no decurso de um movimento, precisamos imagi-
nar J* continuada ao longo da drbita (juntamente com
sua vizinhanga) de acordo com a equacao diferencial.
Se agora a érbita, ap6s certo tempo (muito longo), pas-
sar muito proxima de um ponto P ja atravessado an-
teriormente pela curva da érbita, entdo 9J*/d¢; nos
fornece as coordenadas de impulso para ambos os tem-
pos, desde que integremos J* continuamente ao longo
de todo o trecho intermediario da curva orbital. Que

Dbi
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se consiga de volta, com essa continuacao, os valores
anteriores de 9J*/0¢;, ndo é de se esperar de modo al-
gum; é de se esperar muito mais, em geral, que toda
vez que a configuracao considerada das coordenadas
q; € outra vez aproximadamente alcancada no decurso
do movimento, aparece outro valor das p; totalmente
diferente, de modo que se 0 movimento continua infini-
tamente é completamente impossivel representar as p;
como funcao das ¢;. Se, entretanto, as p; — e/ou um
numero finito de valores dessas grandezas — se repetem
no retorno da configuracao das coordenadas, entao as
0J*/9q; podem ser apresentadas como fungoes das g;
para o movimento perpetuado infinitamente. Se existe,
portanto, para o movimento perpetuado infinitamente
um campo de p;, entdo existe também sempre um po-
tencial correspondente a J*.

Podemos afirmar conseqiientemente o seguinte:
existem [ integrais das 2! equacoes de movimento da
forma

Ry(q;, pi) = const. , (19)

sendo Ry fungoes algébricas das p;. Assim > p;dg; é
sempre uma diferencial total, pois as p;, em virtude de
(19)), podem ser expressas em fungao das ¢;. A condicao
quantica diz que a integral f > pidg; estendida so-
bre uma curva irredutivel deve ser um multiplo de h.
Esta condigao quantica coincide com a de Sommerfeld-
Epstein se, em especial, cada p; depender apenas da ¢;
correspondente.

Se existirem menos do que ! integrais do tipo (19),
como é o caso, por exemplo, segundo Poincaré do
problema dos trés corpos, entao as p; nao podem
ser expressas através das ¢; e a condigao quantica de
Sommerfeld-Epstein falha também na forma um pouco
generalizada aqui apresentada.



