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A segunda lei da termodindmica é um dos tépicos de fisica fundamental menos compreendidos por estudantes e
profissionais de ciéncias exatas e engenharias, talvez devido a sua sutileza e abundancia de enunciados. Neste
trabalho analisamos a variagdo de entropia de um sistema isolado, formado por um corpo de capacidade calorifica
C(T) e um ou mais reservatérios térmicos, quando a temperatura absoluta do corpo varia através da troca de
calor com os reservatérios de maneira sucessiva. Obtemos uma expressao geral para a variacdo de entropia total,
AS© em funcio de C(T) e do ntimero de reservatérios térmicos N. Mostramos numericamente que AS© diminui
a medida de N aumenta e, considerando que no limite N — oo a diferenca de temperatura entre reservatérios
sucessivos é infinitesimal, mostramos analiticamente que limy_, o0 AS © = 0, resultado esperado da segunda lei
da termodindmica para um processo quase-estatico reversivel. Por fim, sugerimos que a demonstracdo de que a
variagdo da entropia total é nula quando a temperatura do corpo varia quase-estaticamente pode servir de base
para uma avaliacdo do entendimento da segunda lei da termodindmica por parte de estudantes de graduagdo em
ciéncias exatas e engenharias.

Palavras-chave: segunda lei da termodinamica, transferéncia de calor, variacdo de entropia.

The second law of thermodynamics is one of the least understood fundamental physical laws, even among
science and engineering students and professionals, possibly due to its subtleness and several seemingly different
statements. Here we investigate the entropy variation of an isolated system composed of an object of heat capacity
C(T) and one or more heat reservoirs, as the absolute temperature of the object varies due to heat exchange
with subsequent reservoirs. We obtain a general expression for the total entropy variation, AS(O), in terms of
C(T) and the number of reservoirs N. We numerically show that AS© decreases as N increases, and considering
that as N — oo the temperature difference between subsequent reservoirs becomes infinitesimal, we analytically
show that imy_ oo AS © — 0, in accordance with the second law of thermodynamics for a reversible quasi-static
process. We conclude by proposing an undergraduate exam problem based on the demonstration that the total

entropy variation vanishes in the quasi-static limit.

Keywords: second law of thermodynamics, heat transfer, entropy variation.

1. Introducao

Na sua cléssica obra As duas culturas, C. P. Snow reconta
anedoticamente situagoes em que pessoas consideradas
cultas e educadas criticam a falta de cultura dos cien-
tistas, mas quando questionadas se seriam capazes de
descrever a segunda lei da termodindmica demonstram
ignorancia sobre o tema [1]. Na sequéncia, Snow argu-
menta que conhecer a segunda lei da termodindmica seria
tao importante quanto conhecer ao menos uma das obras
de Shakespeare, e defende que a cultura cientifica é pelo
menos tao importante quanto a cultura literaria. No en-
tanto, mesmo entre cientistas, é possivel argumentar que
Snow escolheu um tépico cientifico particularmente sutil
para apresentar seu argumento. De fato, a segunda lei
da termodindmica é possivelmente um dos tépicos de
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fisica fundamental menos compreendidos por estudantes
e profissionais das areas de ciéncias exatas e engenharias.

A sutileza da segunda lei da termodindmica fica expli-
cita quando consideramos a abundéancia de seus enunci-
ados encontrados em livros-texto de fisica bésica [2H4],
termodindmica [5,/6] e fisica estatistica |[7+11].

Por exemplo, o enunciado de Kelvin afirma que nao
existe processo termodindmico ciclico em que calor é
extraido de um reservatério térmico e convertido em tra-
balho integralmente. O enunciado atribuido a Clausius
por Kelvin afirma que nao é possivel transferir calor de
um corpo mais frio para um mais quente sem realizar tra-
balho sobre esse sistema, ou seja, nao é possivel construir
um refrigerador que opere sem consumir energia. Por fim,
temos o enunciado de Clausius, que utilizaremos aqui,
proposto apés o desenvolvimento da termodindmica e da
introducao da idéia de entropia, que afirma que em um
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sistema fechado a entropia aumenta ou permanece cons-
tante, mas nunca diminui. Alguns aspectos fundamentais
da segunda lei da termodindmica ainda sao abordados em
publicacdes recentes, como por exemplo de Oliveira [12]
e Dourado e Marchiori [13], explicitando ainda mais seu
carater peculiar.

A segunda lei da termodindmica pode ser expressa
sucintamente na forma

AS© >0, (1)

onde o sobrescrito (%) indica que se trata de um sistema
isolado. A desigualdade é valida quando o processo que
leva & variagdo da entropia é irreversivel e a igualdade é
satisfeita para processos reversiveis. Processos que ocor-
rem de forma abrupta, onde o estado do sistema muda
bruscamente, tendem a ser irreversiveis, enquanto pro-
cessos que ocorrem de maneira suave, onde os estados
do sistema evoluem lentamente podem ser idealmente
reversiveis. Um processo quase-estatico é um processo
onde um sistema vai lentamente de um estado inicial
de equilibrio a um estado final de equilibrio, passando
por uma série de estados intermediarios de equilibrio, de
maneira que o sistema encontra-se sempre em um estado
de equilibrio. Um reservatério de calor é um sistema que
pode fornecer ou absorver calor indefinidamente, sem que
sua temperatura sofra alteracées. A capacidade calori-
fica (também chamada de capacidade térmica) é definida
como a razao entre o calor recebido (ou perdido) e o
aumento (ou diminui¢do) da temperatura de um corpo, e
pode-se afirmar que a capacidade calorifica de um reserva-
torio térmico é infinita. Em geral a capacidade calorifica
é uma fungdo da temperatura, mas existem muitos casos
em que esta grandeza é aproximadamente constante.

Calkin e Kiang analisaram a variacdo de entropia para
um corpo de capacidade calorifica constante em contato
com um ou mais reservatérios térmicos sucessivamente,
mostrando que a variacado de entropia se anula quando o
nimero de reservatérios tende ao infinito [14]. Thomsen
e Bers analisaram a relacdo entre producao de entropia
e reversibilidade no mesmo tipo de sistema |15]. Stilck e
Brum generalizaram a anélise de Calkin e Kiang para o
caso de um corpo com capacidade calorifica dependente
da temperatura, e mostraram que a variagdo de entropia
é inversamente proporcional ao niimero de reservatorios
quando o nimero de reservatdrios é grande [16]. Lima, e
posteriormente Freire e Leite, analisaram a variagao de
entropia na transferéncia de calor entre dois corpos dis-
tintos de capacidades calorificas constantes, concluindo
que a variacao de entropia é de fato positiva, satisfazendo
a segunda lei da termodindmica [17,18].

Neste trabalho abordamos a segunda lei da termodi-
namica analisando a variacao de entropia de um sistema
isolado, formado por um corpo de capacidade calorifica
C(T) e um ou mais reservatérios térmicos, quando a
temperatura absoluta do corpo varia de um valor inicial
T; a um valor final Ty através da troca de calor com
os reservatérios de maneira sucessiva. A cada estagio
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é necessario aguardar que o corpo esteja em equilibrio
térmico com o reservatério, ou seja, que sua temperatura
seja igual a do reservatério, antes de prosseguir para o
préximo reservatério. Mantendo o intervalo [T}, T] fixo,
quanto maior for o nimero de reservatérios N menor
serd a diferenca de temperatura entre reservatorios suces-
sivos, e a medida que [N aumenta o processo aproxima-se
do limite quase-estatico. Considerando a variagao de
entropia do corpo e dos reservatorios, obtemos uma ex-
pressdo geral para a variacdo de entropia total, AS(®)
em fun¢do de C(T') e do nimero de reservatérios térmi-
cos N. Mostramos numericamente que AS(® diminui &
medida que N aumenta e, considerando que no limite
N — o a diferenga de temperatura entre reservatérios
sucessivos ¢é infinitesimal, mostramos analiticamente que
limpy 00 AS© = 0, resultado esperado da segunda lei
da termodindmica para um processo quase-estatico rever-
sivel. Na sec¢do [b| argumentamos que a demonstracao de
que a variagdo da entropia total é nula quando a tempe-
ratura do corpo varia quase-estaticamente pode servir de
base para uma avaliacdo do entendimento da segunda lei
da termodinamica por parte de estudantes de graduacao
nas areas de ciéncias exatas e engenharias.

2. Reservatorio térmico tinico

Consideramos o corpo sendo um sistema A, o reservatorio
térmico A’ e o sistema isolado formado pelos dois: A(©) =
A+ A’ tal que a variacao da entropia total é dada por

AS® = AS + AS'. (2)

A variacado de entropia do corpo A depende apenas da
sua temperatura inicial e final e pode ser calculada a
partir de dS = dQ/T, tal que

~(faQ M o@mdr
Asf/i T/Ti — (3)

onde C(T) é a capacidade calorifica do corpo. Enquanto
isso, a variacdao de entropia do reservatoério de calor A’ é

o[l g

onde @’ é o calor recebido pelo reservatério e Ty é a sua
temperatura absoluta. Sendo A®) um sistema isolado,
sabemos que @Q + Q' = 0, entao

Ty
@=-@=- [ omar (5)
Logo
’ e
AS' = — —d
/T T, ©

onde lembramos que T, a temperatura absoluta do re-
servatoério, é constante.
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Finalmente, a variacao da entropia total é

Ty Ty
AS©) = / SICOFT. / D o, (7)

Sendo T' < T sabemos que o segundo termo é menor
que o primeiro tal que AS(® > 0, satisfazendo a segunda
lei da termodindmica para um processo irreversivel.

3. Varios reservatorios térmicos em
sucessao

Consideramos agora que o corpo A é colocado sucessi-
vamente em contato com uma série de N reservatérios
térmicos, com valores de temperatura igualmente espa-
cados.

A cada estdgio é necessario aguardar que o corpo es-
teja em equilibrio térmico com o reservatério antes de
prosseguir para o proximo reservatorio.

A temperatura do n-ésimo reservatério pode ser escrita
como
Ty

Ty _gynar), ®

T,=T;+n( ~

comn=1,2---,N.
A variacdo de entropia de cada reservatorio serd

AS, = — / "Dy (9)

Thn-1 Tn

tal que a variacdo de entropia considerando todos os
reservatorios é dada por

N N T,
~ C(T
AS’:ZAs;l:_Z/ C; )dT (10)
n=1 n=1 Tn—1 n

que é uma relacao exata.
Finalmente, a variacdo da entropia total fica

f N n
AS© /T C(TT)dTZ/T @ . (11)
T,

Th-1 1

i n=1

De posse da equacao (11)), podemos agora verificar nu-
mericamente se a descri¢do acima estd de acordo com a
segunda lei da termodindmica.

3.1. Caso C(T) =C

Tomemos, inicialmente, um sistema simples cuja capaci-
dade calorifica seja aproximadamente independente da
temperatura no intervalo considerado, como por exemplo
a dgua em temperaturas da ordem de 20 °C ou um sélido
acima da sua temperatura de Debye.

Neste caso, C(T") = C e a equagao fica

Trar L ¢ (T
) — LI
AS C T ZTn/T, ar.  (12)
i n=1 n—1
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Realizando as duas integragoes obtemos

N
mQ_Zg

ASO) —
S C T 2 T

(13)

Em principio, a expressao acima pode ser utilizada para
obter valores de AS(® em funcéo da capacidade calorifica
constante C para qualquer intervalo de temperaturas
finitas T; < T' < T%. Vamos considerar, por exemplo,
uma situacdo onde Ty = 2T, tal que AT = T;/N e
T, =T;(N +n)/N. Neste caso, a expressao fica

N

AS© =C lm—z !

— (14)

n=1

Esta expressao pode ser utilizada para obter valores
numéricos para AS(®)/C para qualquer valor de N com
uma calculadora cientifica, uma planilha eletronica, ou
uma simples rotina numérica implementada em lingua-
gem de programacgdo como C ou Python. A Tabela
apresenta alguns valores calculados a partir da equacgao
[14).

Na Figuramostramos o comportamento de AS(©) /C
em fungdo de 1/N para valores de N = 102 ---10%, obti-
dos com a expressdo acima (circulos na figura). A escolha
de 1/N ao invés de N permite uma extrapolacio direta
para o limite N — oo, j4 que este corresponde a origem
do grafico, 1/N — 0. A linha tracejada apresenta um
ajuste linear por minimos quadrados para os pontos obti-
dos pela rotina numérica considerando apenas N > 100.
Observe que no limite 1/N — 0 temos AS(®/C — 0,
como esperado da segunda lei da termodinamica para um
processo quase-estatico reversivel. No Apéndice A apre-
sentamos uma derivacdo analitica do coeficiente angular
da reta na Figura[l]

3.2. Caso C(T) = coT"

Vamos considerar agora um segundo caso, onde a capa-
cidade calorifica do corpo depende da temperatura na
forma de uma lei de poténcia C(T') = ¢¢T" com r > 0 no
intervalo de temperaturas finitas 73 < T < Ty. Observe
que este comportamento esta de acordo com a terceira
lei da termodinimica, ji que C(T') — 0 no limite de zero
absoluto, e descreve adequadamente metais (r = 1) e
isolantes (r = 3) [7].

Tabela 1: Valores para a variacdo da entropia total em funcdo
do niimero de reservatérios obtidos das equacdes (14) e (17)
para 7 =1 e 3. AS© diminui 3 medida que N aumenta.

N AS®/C ASO e, 7= AS©) /e, 17=3
1 1.93 x 10— 1T 2.50 x 10~ 1 458 x 10~ 1
2 1.10 x 10—1 1.46 x 10~1 2.89 x 10~1
5 4.75 x 1072 6.46 x 102 1.35 x 101
10 2.44 x 10~2 3.34 x 102 7.10 x 10~2
100 2.49 x 1073 3.45 x 1073 7.46 x 1073
10 000 2.50 x 10~° 3.47 x 1075 7.50 x 10~°
1000 000 2.50 x 10~7 3.47 x 1077 7.50 x 10~7
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Figura 1: Variacdo da entropia total em funcdo do inverso do
nimero de reservatdrios térmicos 1/N. Os pontos s3o obtidos da
equacio . A linha tracejada é um ajuste linear por minimos
quadrados considerando apenas N > 100. No limite N — oo
vemos que AS(O)/C — 0, como esperado da segunda lei da
termodindmica para um processo quase-estatico reversivel.

Neste caso, a equacao fica

As<0>:/ ol” 4y _ Z/ ICOT . (15)

TL
Integrando ambos os termos, ficamos com

r N
AS©) = ¢, [TfT] “
r

T;LHLI,
r+1

T+
nlh(
T, (16)

n=1

Considerando novamente o caso especial Ty = 2Tj, tal
que AT =T;/N e T,, = T;(N + n)/N, obtemos entéio

2" —1
AS©) — 17 [_
T
N r+1
r—l—l (N +n)NT

n=1

1)7‘+1] (17)

Lembrando que ¢yT] = C(T;), podemos agora fazer
uma anélise numérica do comportamento de AS(®) /C(T;)
no limite N — oo para varios valores de r. A Tabela
apresenta alguns valores calculados a partir da equacgao
para os casos r =1 e r = 3. Na Figura as linhas
tracejadas sao ajustes lineares por minimos quadrados
para os dados obtidos da equacao (17) considerando ape-
nas N > 100. Novamente, vemos que AS(O)/C( i) — 0
no limite 1/N — 0 para todos os valores de r consi-
derados, de acordo com o esperado da segunda lei da
termodindmica para um processo quase-estatico reversi-
vel.
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Figura 2: Variac3o da entropia total, em func3o do inverso do
niimero de reservatérios térmicos 1/N quando o calor especifico
do corpo é da forma C(T) = coT". Os pontos sdo obtidos
da equacdo . As linhas tracejadas sdo ajustes lineares por
minimos quadrados para N > 100. No limite N — oo vemos que
AS© /C(T;) — 0 para todos os valores de r considerados, como
esperado da segunda lei da termodindmica para um processo
quase-estatico reversivel.

4. Limite quase-estatico N — oo

As verificagoes numéricas apresentadas na se¢do ante-
rior sao uma boa indicacdo de que no limite N — oo
a variacdo de entropia total toma o valor AS© = 0,
que indica tratar-se de um processo reversivel, ja que a
temperatura do corpo varia quase-estaticamente através
do contato térmico com reservatorios de temperaturas
cada vez mais préximas. No entanto, podemos ir além
da verificacdo numérica e mostrar analiticamente que, de
fato, quando o ntimero de reservatérios é muito grande,
e consequentemente a diferenca de temperatura entre
reservatorios subsequentes € infinitesimal, a variacao da
entropia total é nula. Observe que nesse limite podemos
considerar C(T') constante no intervalo AT =T, —T,,_1,
tal que a integral na equagao @ pode ser escrita como

Tn
Tn-1 Tn Tn

(18)

Agora, a somatéria na equacgao (10) toma a forma de
uma integral de Riemann,

N Ty
lim AT = / dT, (19)
T;

N—oc0
=1

de forma que a equacao fica escrita como

, 2 C(T,1)AT Tr (1)
I _ p— S — —_
M A= nzzl T, / T
(20)
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Finalmente, da equagdo (11)) temos

Ty Ty
AS©) :/ @dT—/ D yr g (21)
r, T r, T

i

demonstrando que no limite N — oo a variagdo de en-
tropia total é nula ja que trata-se de um processo quase-
estatico e reversivel. E importante salientar que a trans-
feréncia de calor de um reservatorio térmico para um
corpo sem aumento da entropia tem aplicacdo pratica
muito limitada, j& que um processo quase-estatico com
N — oo requer um tempo infinitamente grande para sua
realizacdo. Nosso objetivo principal neste trabalho é ex-
plorar a passagem de um processo abrupto (irreversivel)
quando N é pequeno, para um processo quase-estatico
(reversivel) & medida que N torna-se cada vez maior.
No Apéndice B mostramos que nossa andlise permanece
valida mesmo quando a capacidade calorifica do corpo
se anula préximo ao zero absoluto.

5. Avaliacdo do entendimento

A demonstracao de que a variacdo da entropia total
é nula quando a temperatura do corpo varia quase-
estaticamente pode servir de base para uma avaliacao
do entendimento da segunda lei da termodindmica por
parte de estudantes de graduacao. Interessante notar
que a questao pode ser utilizada tanto numa disciplina
introdutoria de termodindmica baseada em livros-texto
de fisica bésica [24], quanto numa disciplina de termodi-
namica e fisica estatistica baseada em livros-texto mais
avangados [5-11].

O enunciado da questao pode ser colocado como: Um
corpo A com capacidade calorifica C' e temperatura ab-
soluta T; é colocado em contato térmico com um reser-
vatério de calor A’ a uma temperatura 7y > T;. Quando
o corpo atinge o equilibrio térmico com o reservatério,
sabemos que a temperatura absoluta de A sera igual a 7.
Podemos considerar que o sistema total A = A + A’ é
um sistema isolado.

e Obtenha uma expressao para a variagdo de entropia
do corpo A, AS, do reservatério térmico AS’ e do
sistema fechado AS(® | em funcéao de T}, TreC.

e Argumente por que a expressdo obtida estd de
acordo com a segunda lei da termodindamica.

e Considere agora que a temperatura do corpo A
varia de T; a T utilizando sucessivamente N re-
servatérios de calor com temperaturas igualmente
espacadas. Mostre que a temperatura do n-ésimo
reservatorio pode ser escrita como

AT
Th=Ti+n N
onde n=1,2.Ne AT =Ty — T;.

¢ Obtenha uma expressao para a varia¢ao da entropia
do sistema fechado AS(® em funcéo de Tj, Ty, C,
T, e AT.
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e Um processo quase-estatico corresponde ao caso
N — o0, tal que AT — dT'. Mostre que nesse caso

lim AS®© =o.

N —oc0

6. Conclusao

A variacao da entropia de um sistema isolado, formado
por um corpo de capacidade calorifica C(T") em contato
com um ou mais reservatérios de calor, deve satisfazer
a segunda lei da termodindmica, AS©® > 0, tal que a
igualdade é satisfeita apenas quando a processo que leva
a variacdo da entropia é reversivel. Utilizando apenas
um reservatério térmico o processo nao é reversivel e
AS© > 0. Considerando sucessivamente N reservatorios
com temperaturas igualmente espagadas, mostramos nu-
mericamente que AS(® diminui & medida de N aumenta,
e analisando o comportamento de AS(®) em funcio de
1/N mostramos numericamente que limy_; o, AS ©) 0.
Finalmente, considerando que no limite N — oo a dife-
renga de temperatura entre reservatorios sucessivos € infi-
nitesimal, o processo torna-se quase-estatico e mostramos
analiticamente que limy_,oo AS©) =0, de acordo com a
segunda lei da termodindmica para um processo quase-
estatico reversivel. Por fim, sugerimos que a demonstra-
¢ao de que a variacdo da entropia total é nula quando
a temperatura do corpo varia quase-estaticamente pode
servir de base para uma avaliacdo do entendimento da
segunda lei da termodindmica por parte de estudantes
de graduacao nas areas de ciéncias exatas e engenharias.

Agradecimentos

Agradecemos Ananias M. Mariz, F. G. Brady Moreira,
Leonardo C. de Melo e Tommaso Macri pelas criticas
e sugestoes. Os autores agradecem ao apoio financeiro
da CAPES e do CNPq (processo 309961/2017-3). LFCP
dedica este trabalho & memoéria do Prof. M. Howard
Lee [19].

Material suplementar

O seguinte material suplementar estd disponivel online:
Apéndice A
Apéndice B
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