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Pocgos de potenciais quadrados tém sido bastante explorados, tanto do ponto de vista de aplicagdo como
introducao didética & mecanica quantica. Existem bem poucos potenciais desse tipo que sao tratados analiti-
camente na literatura, embora varias geometrias envolvendo esses pocos de potenciais possam ser construidas.
Nesse trabalho estudamos o pogo duplo quadrado unidimensional assimétrico que possui potencial para uma
variedade de aplicagdes, por exemplo, o aprisionamento atémico devido & diferenga de profundidades entre pogos
vizinhos. As fungoes de onda e autovalores de energia sdo determinados explicitamente para um caso ressonante
e outro nao ressonante.

Palavras-chave: pogo duplo quadrado unidimensional assimétrico, equacdo de Schrodinger, autovalores de
energia.

Square potential wells have been extensively explored, both in terms of application and teaching introduction
to quantum mechanics. There are very few such potential who are treated analytically in the literature, although
various geometries involving these potential wells study the Double Square Well Asymmetric Unidimensional
that has potential for a variety of applications, for example, the atomic trapping due to the difference in depths
between neighboring wells. The wave functions and energy eigenvalues are determined explicitly for a resonant

case and others not resonant.

Keywords: double square well asymmetric unidimensional, Schrédinger equation, energy eigenvalues.

1. Introducao

Os pogos de potenciais podem ser construidos de varias
formas (vide, por exemplo, Refs. [1-10]). Devido as
suas aplicagoes [11-13], esses potenciais sdo bastante
estudados em mecanica quantica podendo simular sis-
temas fisicos, quimicos e biolégicos. A simplicidade
matematica desses sistemas permite, em muitos ca-
sos, um tratamento formal completo da equacao de
Schrodinger. Esse tratamento envolve a determinagao
dos autovalores, em termos de uma férmula fechada
ou através de uma equagao transcendental, e das auto-
fungoes, escritas em termos de funcoes elementares.

O pogo quadrado mais simples de ser estudado é o
pogo quadrado infinito, no qual todos os estados estao
ligados. Outro tipo de poco, o pogo quadrado finito,
pode servir como um modelo simples de um elétron
confinado em uma placa metdlica se deslocando per-

1E-mail: karepaulino@hotmail.com.

Copyright by the Sociedade Brasileira de Fisica. Printed in Brazil.

pendicularmente a superficie. Neste caso o elétron pode
se mover livremente no interior do metal, mas tera de
escalar uma barreira de potencial para escapar da su-
perficie [1]. A equacdo de Schrodinger para estes pogos
é facilmente resolvida e suas solugoes podem ser en-
contradas em livros bdsicos de mecanica quantica [1-6]
fazendo parte do conteido programatico dos cursos ini-
ciais dessa disciplina.

As aplicagoes dos pocos de potenciais sao diver-
sas, abrangendo varios ramos da fisica. Classicamente,
o enovelamento de proteinas pode ser estudado con-
siderando a difusao unidimensional em um potencial
composto de varios pogos quadrados, sendo que as
barreiras de potencial representam as espécies inter-
medidrias do enovelamento [11]. Pogos quadrados bi-
estaveis infinitos com assimetria na largura dos pogos
tém sido explorados na literatura para discutir niveis
de energia com curvatura zero [12] e para comparar



4306-2

distribuicoes de probabilidades clédssica e quantica [13].

Um aspecto importante a ser destacado é que os
pogos quadrados, principalmente aqueles envolvendo
dois minimos (biestdveis), permitem cédlculos exatos de
tempo de tunelamento. O tunelamento é um fenomeno
quantico bastante importante que estd em conexao
com barreiras de energia potencial [7]. Ele é usado
para explicar o movimento de prétons em ligagoes de
hidrogénio [7], a inversao intramolecular da amoénia [7]
e a transferéncia de elétrons em proteinas [8].

Pocos de potenciais quadraticos biestaveis podem
ser classificados como simétricos [9] ou assimétri-
cos. Pogos duplos simétricos sao aqueles em que os
dois pogos tém mesma largura, profundidade e bar-
reiras. Nos pocos assimétricos, pelo menos um desses
parametros é diferente. Os casos em que estamos in-
teressados sao aqueles em que apenas as profundidades
dos dois pocos, que formam o poco duplo assimétrico,
sao diferentes. Esse tipo de poco duplo quadrado as-
simétrico unidimensional possibilita o aprisionamento
de uma particula, devido a diferenga de profundidade
dos dois pocos.

Observando que os resultados encontrados na li-
teratura nao contemplam a solugao de um pogo du-
plo quadrado e assimétrico com relacdo & profundi-
dade dos pogos, o objetivo deste trabalho é utilizar a
equagao de Schrodinger independente do tempo para
estudar um poco duplo quadrado unidimensional as-
simétrico, determinando as autofuncgoes e os autovalo-
res. A andlise do sistema sugerido permite aprofundar
a discussao sobre sistemas quanticos tanto no aspecto
formal, uma vez que é possivel obter solugoes exatas,
quanto conceitual, permitindo a introdugao do tunela-
mento quantico, por exemplo. Nesse tipo de problema
duas situagoes distintas podem ocorrer. Em primeiro
lugar, considerando os pogos individuais, é possivel que
dois niveis de energia coincidam, esse caso é chamado
de ressonante. Por outro lado, os niveis dos pogos
individuais podem nao coincidir, o que leva ao caso
nao ressonante. Essa distincao é muito 1til em estu-
dos de tunelamento [10], sendo que quando os estados
sao ressonantes a probabilidade de tunelamento é muito
maior que aquelas dos casos onde nao ha ressonancia
(vide, por exemplo, Ref. [7] para discussdo sobre o as-
sunto).

Esse trabalho estd dividido em segoes, sendo que na
secao 2 é indicada a solucao analitica para o pogo duplo
quadrado unidimensional simétrico. Essa solugao é usa-
da como teste posterior para as solu¢des do problema
assimétrico. Os célculos envolvidos nessa se¢ao nao sao
apresentados em detalhes uma vez que eles podem ser
obtidos na referéncia [9], por exemplo. Na secao 3 é
determinada a solugao para o pogo assimétrico. Na
secao 4, é indicado como obter a solugao do problema
simétrico partindo da solucao encontrada do pocgo as-
simétrico. Isso é obtido fazendo a profundidade dos
pocos convergirem para um mesmo valor. Como exem-
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plo, solugdes numéricas, obtidas fixando os parametros
do potencial, sao determinadas na se¢ao 5. Por fim, na
secao 6 sao colocadas as conclusoes do trabalho.

2. Poco duplo quadrado unidimensional
simétrico

Um pogo duplo quadrado pode ser considerado como a
soma de dois pogos simples com barreira infinita em um
lado e no outro um potencial finito (Vp), unidos por este
potencial, ficando as barreiras infinitas nos extremos.
Caso os pocos simples possuam as mesmas alturas e
larguras o resultado da juncao dos dois consiste em um
pogo simétrico conforme mostrado na Fig. 1. Nessa
figura observamos que a € a largura do cada pogo e L
a distancia entre o centro de cada pogo ao outro.

O pogo duplo quadrado unidimensional simétrico Vs
() possui cinco diferentes regides como indicado na
Fig. 1. A regiao III consiste numa barreira de potencial
Vo que separa os pogos mais profundos das regioes II e
IV, onde o potencial é considerado nulo. Nas regices I e
V, o potencial é infinito. A expressdo para o potencial
Vs pode ser escrita da seguinte forma

V)=  z<-EFY <I>

V, (z) =0 —(L;Fa)<x<—( QG) (11)
Vo) =ve =9, E > 9 am ()
V=0 & - ) oL ‘; 9 avy

V. (2) = oo z> & - ) (V)

I I m A A

Figura 1 - Representacao do pogo duplo quadrado unidimensional
simétrico.

Os autovalores de energia para esse caso simétrico
sao obtidos resolvendo as equacoes transcendentais que
surgem da resolucao da equagao de Schrodinger inde-
pendente do tempo aplicando a continuidade da funcao
de onda e da sua derivada em todas as regioes. Dois ca-
sos tipicos devem ser analisados, a saber: (i) a energia
do sistema menor que Vp e (ii) maior que Vy. Esses re-
sultados sdo obtidos na Ref. [9] e sdo apenas indicados
aqui para comparagao com o caso assimétrico.
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As equagbes transcendentais para a energia total 3. Poco duplo quadrado unidimensional
menor que a barreira de potencial sao assimétrico

O pogo duplo quadrado unidimensional assimétrico

tan(ka) _ 1 tanh B(L —a) (2) pode ser considerado como a jungao de dois pogos sim-
k B 2 ples com profundidades distintas Vy e Vi (Vi > Vp)
tan(ka) 1 th B(L — a) 3 como indicado na Fig. 2. Nesta figura existem cinco
k o _B o 2 (3) regides indicadas, onde a barreira de potencial Vj esta
situada a esquerda da regiao III e a outra de potencial
em que k e ( sdo parametros relacionados com a ener- V1 localizada a direita. Esta regiao separa os pogos da
gia: k% = 2}72E e 3% = M. regiao II e IV. O potencial na regiao I é V3 — 1} e na
Quando se esta 1nteressado em estudar o caso em regiéo IV é nulo. Nas regiées ITeVo potencial é infinito.
que a energia total é maior que a barreira de potencial
Vo, entao as equagoes transcendentais sao o
I i m v v
L—a
—kcotk‘azﬁcotﬁ( 5 ) (4)
Vo
L—a
B tan [6(2)} = k cot(ka) (5) "
sendo que k% = sz e 3 = 7]3 Vo)
Resolvendo as equagoes transcendentais obtidas v

. o , , (L+a)2 {L-ar 0 (Lan (L+a)2
acima, numérica ou graficamente, é possivel obter os

autovalores de energia uma vez que a dependéncia de k Figura 2 - Representagio do Vas(z) no pogo duplo quadrado uni-

e 3 com a energia é conhecida. dimensional assimétrico.
J
O potencial assimétrico, V,s(x), como descrito acima e indicado na Fig. 2, pode ser escrito por
Voo (1) = o0 > ey
Vas (x) = (Vi = Vo) —@ <z< ) (I1) .
ewev gy Y
Vis (2) =0 @<x< (L;“) (IV)

Uma vez que a funcao de onda é zero nas regioes I e V, a equagdo de Schrodinger independente do tempo é
aplicada nas regioes II, Il e IV

Regido II: —r:;jqz\l' (2) + V10 (z) = VuU (2) = ET (x), (7)
Regiao III: hql dlé U(z)+ WY (x)=FEVY(x), (8)
Regiio IV: —7———¥ () = BV (x), 9)

O processo para obtencao das solugoes da equacao de Schrodinger para esse potencial é semelhante ao reali-
zado para o pocgo simétrico (secdo 2). Assim, os mesmos passos para a obtengdo da solugdo devem ser seguidos.
Entretanto, algumas diferengas devem ser ressaltadas, a principal delas é que podemos identificar, dependendo da
energia da particula, trés casos distintos para o poco assimétrico. O primeiro ocorre quando a energia é menor que
V1 —=W[0 < E < V3 — Vg, nesse caso hé apenas possibilidade de ocorrer niveis de energia no pogo mais profundo. O
segundo caso ocorre quando o valor da energia total esta entre os valores da altura das barreiras [(V1—V)) < E < V4],
nessa situacao é possivel que a fungao de onda se distribua nos dois pogos. Por fim, quando a energia é maior que
Vi [E > V4] os niveis de energia estardo acima da barreira de potencial interna.

3.1. Energia do sistema abaixo de (V; - V)

O primeiro caso estudado refere-se a [F < (V5 — Vp)], no qual o nivel de energia estd localizado somente no pogo
de maior profundidade. Nessa situagao, a solu¢ao da equagao de Schrodinger independente do tempo para as cinco
regioes do pogo duplo quadrado unidimensional assimétrico é dada por
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Regides T e V: ¥ (z) =0, (10)
Regiao II: U (z) = Ajef® 4 Age F® (11)
Regigo III: U (z) = BeP* + CeP” (12)
Regido IV: U (z) = Dysen(kax) + Do cos(kaz), (13)

com Ay, Ay, B, C, Dy, D> constantes a serem determinadas pela continuidade da funcao de onda e sua derivada,
além da condi¢do de normalizacdo. Os parametros ki, ko e 0 foram introduzidos para simplificar a notagdo, para

esse caso eles valem

2m (Vi — Vo) — E]

ki = 5 ,
2m (Vl — E)
52 = 77 (14)
9 2mE
k2 == h2

Nas regioes I e V a fungdo de onda é nula devido
ao potencial ser infinito. Isso significa que, nas fron-

. ; . (Lta) | _
teiras externas dos pocos, ¥ () satisfaz: ¥ [—T} =
v (LzLa)} = 0. Aplicando esta condi¢ao na regiao II,
Eq. (11), obtemos a seguinte relagao

Al = —Ag@kl(L+a) (15)

Para satisfazer as condigoes de contorno na barreira
infinita na regiao IV, Eq. (13), em que a fungdo de
onda é zero, foi feita uma aproximacao em que o pogo é
deslocado e a solucao da regiao IV é reduzida da forma

<L;a>]

U () = Dysenks {x - (16)

Outra condicao a ser usada é a continuidade das
funcoes de onda e suas derivadas nos pontos r =

i@. Isso implica para x = —@ nas Egs. (11) e
(12) que
—ky1(L—a) ki(L—a)
Ale% + AQG% =
Be "5 40" (17)
—ky(L—a) (L—a)
Alkle = 2L — Aleekl L2 =
BBe™ 5 — Cpe” (18)

e para & = @ nas Egs. (12) e (13) que

B(L—a) —B(L—a)

— Dysen(kea) =Be™ 2 4+ Ce™ 2| (19)

B(L—a)

lez COS (kga) = Bﬂe 2 — Cﬂe

—B(L—a)
2

(20)

As Egs. (17) e (19) correspondem & continuidade
da fungéo de onda nos pontos indicados e as Egs. (18)

e (20) correspondem a continuidade das derivadas das
fungoes de onda.

Para obter uma relacao entre essas equagoes, o
primeiro passo é substituir a Eq. (15) na Eq. (17)
encontrando uma expressao de A, em funcao das cons-
tantes B e C' como na equagao a seguir

—B(L—a) B(L—a)
Be 2 +Ce™ 2
A2 = (e RMT=a) - (21)
(—ekr(Lta)e=t5== 4 72

e

Outra expressdo para A, em fungdo das mesmas
constantes pode ser encontrada substituindo a Eq. (15)
na Eq. (18).

—B(L—a) B(L—a)
Ay = B(Bem =z —Ce =z ) . (22)

—ky(L—a) ki(L—a)
7k1(ek1(L+a)elf o 2

Igualando a Eq. (21) e a Eq. (22) é possivel obter
a seguinte relacao

B [(kl _ ﬂ)ekl([zfa) + (k1 + B)le(LJra)] eB(L—a)

Cc [(—k1 + B)ekr(Lta) — (ky + B)ekr(L-a)]

(23)
Por outro lado, isolando D; da Eq. (19) e substi-
tuindo na Eq. (20) chega-se a

E — (6 - kg cot(kQa)) e*B(lg—a) . (24)

c (6 + k2 cot(kaa)) e 255
Para obter a equagao transcendental para o caso em
que [0 < E <V} — Vp] basta igualar a Eq. (23) com a
Eq. (24), resultando em

[(kl _ ﬂ)ekl([’_a) + (kl 4 ﬁ)ekl(L+a)] 6ﬁ(L—a)

[(_kl 4 ﬂ)ekl(L+a) — (k1 + B)Bkl(L_a)] —

[B — ko cot(kga)] e PE—a)
[B + k2 cot(kza)]

(25)

Com a equacao transcendental (25]) é possivel obter
os autovalores de energia contidos em kq, ko e 3 grafi-
camente, através da interseccao das curvas que repre-
sentam, uma o lado direito da equagao e outra o lado
esquerdo, em funcao da energia.
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3.2. Energia do sistema entre os dois minimos de potencial

Considerando o segundo caso [V} —

Regides I e V: W (x)=
Regiao II: U (
Regiao III: U (x
Regiao IV: U (

) (26)
x) = Alsen(klx) + Ascos(kiz), (27)
) = Be* + Ce P2, (28)
x) = Dysen(kaoz) + D2 cos(kaz), (29)

Vo < E < V1], a solugdo da equagao de Schrodinger em cada regiao é dada por

2
2

2

sendo que Ay, Ay, B, C, D1, D5 sao constantes obtidas pela continuidade da funcao de onda e sua derivada e
pela condicao de normalizacao e os numeros de onda das diferentes regices sao dados por

_2m[E— (Vi — W)l

(30)

Lembrando que nas regices I e V a funcao de

onda é nula, resultando na condigao W {—w}

(L+a)
v 2

] = 0 . Aplicando esta condicao nas solugoes
da regiao II e da regiao IV obtemos as fung¢oes de onda,
respectivamente

: (31)

W (2) = Arsenk, { . <L;>]

L
U (2) = Dysenks {x _{ ;“q . (32)
Outra condigdo a ser usada é a continuidade das

funcoées de onda e suas derivadas nos pontos r =

L—a . . L—a
:I:%. Isso implica para x = —(27) que
Azsen(kia) = Be 5 4 o , (33)
— 8¢ f(L—a)
Aikicos(kia) =BBe™ 2 —CfBe =z | (34)
e para T = ( a) que
— Disen(kga) = Be™ 5 4 e ) (35)

B(L—a)
2 .

D1 ks cos (kaa) = BﬁeB(L;a) — CBe~ (36)

As Egs. (33) e (35) correspondem a continuidade da
fungao de onda nos pontos indicados e as Eqgs. (34) e
(36) correspondem & continuidade das derivadas dessas
fungoes de onda.

Para obter uma relacdo entre essas equagoes, é

possivel isolar A; da Eq. (33) e substituir na Eq. (34)
obtendo

B(L—a)
2

_ (B + k1 cot (kra)) e

B
C : 37
¢ (B—hicot (k) e T (37)

Por outro lado, isolando D; da Eq. (35) e substi-
tuindo na Eq. (36) chega-se a

—B(L—a)
pl

(8 — ko cot(kqa)) e
BE—a) °

B_
C (B4 ko cot(kqa)) e 2

(38)

Finalmente, para obter a equagao transcendental
para o caso em que [(V3 — V) < E < Vj]basta igualar
a Eq. (37) e a Eq. (38), resultando em

(B + ky cot(kra)] P
[ — kq cot(kra))

[B — ky cot(kqa)] e PE—a)
[B + k2 cot(k2a)]

(39)

3.3. Energia acima da barreira de potencial central

O terceiro caso para o poco duplo assimétrico é quando a energia é maior que a barreira de potencial V; (E > V7).
A solugao da equagao de Schrodinger independente do tempo para as cinco regides do pogo duplo quadrado unidi-
mensional assimétrico, neste caso, é dada por

Regices T e V : U (x) =0, (40)
Regiao II: U (z) = Aysen(kix) + Ay cos(kyx), (41)
Regiao III: U (x) = Bsen(fz) + C cos(Bx), (42)
Regigo IV : U () = Dysen(kqox) + Do cos(koz). (43)
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Novamente, as constantes Ay, Ay, B, C, Dy, Ds
sdo obtidas pela continuidade da funcao de onda e sua
derivada e pela constante de normalizagao. Também
foram introduzidos os parametros

2m[E — (Vi — Vo)l

2
k2 = = :
2m (E -V
pr= 2B 2 V) (49
2mE
2 _
K=

Seguindo os mesmos passos indicados nos casos an-
teriores, ou seja, adotando a funcao de onda igual a
zero quando o potencial for infinito e considerando a
continuidade na funcao de onda e na sua derivada em
r =+ (L;a), tem-se a equagao transcendental que per-
mite a determinagao dos autovalores de energia para
(E > Vl)

~ka cot(ksa) + G tan [ 242

B+ ko tan [@} cot(kaa)

0 tan {w] + k1 cot(kra)

—kq tan [#] cot(kra) + ﬂ.

Com esse resultado o problema original é completa-
mente resolvido. Particularmente, a energia do sistema
é dada pela Eq. (25), Eq. (39) ou Eq. (45), dependendo
do caso a ser analisado.

4. Reducgao da solucao obtida para o
caso simétrico

Usando as solugoes conhecidas para a energia do pogo
simétrico é possivel testar a validade da solugao encon-
trada no caso assimétrico. Para que o pogo duplo as-
simétrico se reduza ao poco duplo simétrico basta fazer
Vo = V4, isso implica em que k = k1 = k. Usando
essas relagoes na expressao (39), F < Vi, chega-se na

equacao: 7ngzzgzgzzgg = deAll—a),

gebricamente essa relagao, reescrevendo-a em termos de
funcoes hiperbdlicas, é possivel verificar que ela corres-
ponde exatamente as Egs. (2) e (3).

Por outro lado, para E > V), a substituicao de k; e
ko por k (lembrando que k = k1 = k2) na expressao (45)
fornece diretamente as Eqgs. (4)) e (5), como esperado.

Esta andlise mostra a consisténcia entre as solugoes
obtidas para os pogos duplos quadrados unidimensio-
nais simétrico e assimétrico.

Manipulando al-

5. Autovalores de energia para o poco
duplo assimétrico

Analisando os niveis de energia menores que a barreira
de potencial (V7), basicamente, aparecem dois exemplos
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numéricos tipicos, a saber: quando h& ressonancia en-
tre os niveis de energia dos dois lados do pogo e quando
nao ha.

No problema do poco duplo simétrico, por cons-
trugao, todos os niveis de energia sao ressonantes. Um
efeito dessa situagao é o aparecimento de niveis de ener-
gia aos pares muito préximos. Isso pode ser observado,
no caso geral de potenciais biestaveis, por exemplo, no
livro de Landau [10] onde a solucdo do pogo duplo é
escrita como uma combinacao linear das solugoes en-
contradas para o pogo simples. Esse tipo de anélise,
apesar de ser aproximada, mostra claramente o apare-
cimento das solugoes aos pares.

No caso em que nao ha ressonancia, os valores
numéricos utilizados como exemplos para as barreiras
de potencial sio Vo = 50 eV (8,010 x 10718 J) e V; =
100 eV (1,602 x 10717 J). Para esses valores os niveis
de energia dos pocos quando analisados separadamente
nao coincidem. Uma maneira de determinar os auto-
valores de energia, dados pela equagao transcendental
correspondente, é através de anélise gréafica. Isso ¢ feito
desenhando as curvas resultantes das funcoes escritas
nos dois membros da Eq. (39) e observando a inter-
secgao das curvas Fig. 3. Os pontos de interseccao
entre as curvas mostradas na Fig. 3 correspondem as
solugoes da equagao transcendental (39), onde kq, ko e 8
estao definidos na Eq. (30). Nessa condigao a funcao de
onda é distribuida nos dois pogos. Os valores numéricos
utilizados para exemplificar os resultados foram: a =
1x107% me L =2 x 107'% m, que correspondem
a largura do poco de um angstron e a distancia entre
eles de dois angstrons, respectivamente. Outros valores
fixados foram m = 9,109 x 1073! kg, que corresponde
4 massa do elétron, e h = 1,055 x 1073* J.s que cor-
responde, como usual, a constante de Planck dividida
por 2m.

T T 1
1,20E-017 1,50E-017 1,80E-017

Energia (J)

- [ﬁ*kl Cm(kla)]@ﬂ“"a) _ 8-k, Cot(kza)]e_ﬁ(L_“)
[ﬂ—lq cm(lqa)] [ﬂ+k2 cot(kzn)]

9,00E-018

Figura 3 - Curvas das funcées obtidas na Eq. (39). O lado es-
querdo dessa equagao corresponde & linha continua enquanto a
curva tracejada representa a funcdo descrita pelo lado direito,
conforme indicado no destaque. As profundidades dos pogos cor-
respondem a Vp = 50 eV e V3 = 100 eV.

A analise gréfica refinada fornece, para esse exem-
plo, os niveis de energia Eo; = 72,165 eV e E3 =
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94,755 eV. O autovalor de energia para estado funda-
mental é obtido de forma anéloga, usando a Eq. (25), e
conduz a E; = 25,912 eV. Assim, nesse exemplo, existe
um nivel de energia entre 0 e (V1 — V}) e dois niveis en-
tre (V1 —Vp) e V1. Ajustando a profundidade de um dos
pogos, como por exemplo, Vy = 50 eV e Vi = 130,62
eV (2,0925 x 10717 J), é possfvel obter a ressonancia
entre estados provenientes dos dois pocos simples. A
Fig. 4 mostra os pontos de interseccao das curvas que
representam os dois lados da equagao transcendental
(89) em fungao da energia. Os niveis de energia obtidos
neste caso foram: E; = 27,126 eV (obtida da Eq. (25)),
E; =101,635 eV e E3 = 104,089 eV (esses dois tltimos
valores s@o obtidos da Eq. (39) analisando o grafico
contido na Fig. 4).

T T T
1,60E-017 1,80E-017 2,10E-017

Energia (J)
[k oty AL Bkt cottyak AL
[B+k7 cot(kaa)] Bk cortqa]

Figura 4 - Curvas das fungdes obtidas na Eq. (39). O lado es-
querdo dessa equacgdo corresponde a linha continua enquanto a
curva tracejada representa a funcgdo descrita pelo lado direito,
conforme indicado no destaque. As profundidades dos pogos cor-
respondem a Vy = 50 eV e V7 = 130,62 eV.

6. Discussao dos resultados e conclusao

Como esperado, os resultados obtidos para o potencial
simétrico, Egs. (2), (3), (4) e (5), coincidem com aquele
encontrado na literatura [9].

No caso do potencial assimétrico sem ressonancia,
Vo = 50 eV e V73 = 100 eV, é possivel observar dois
niveis de energia (72,165 eV e 94,755 eV) que podem
ser interpretados como resultado da interacao entre os
pogos. Dessa maneira é possivel observar que cada
autovalor de energia no pogo simples individual pro-
duz dois autovalores distintos de energia no pogo du-
plo assimétrico. Este desdobramento é produzido con-
siderando as funcbes de onda resultantes do acopla-
mento de dois pogos simples como sendo aproximada-
mente uma combinagao linear simétrica a anti-simétrica
das autofungoes originais [10]. Assim, o potencial bi-
estavel pode ser formado por intermédio da juncao de
dois pogos simples.

O caso chamado de ressonante foi encontrado para
os valores Vy = 50 eV e V; = 130,62 eV. Essa con-
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figuracao permite uma discussao a respeito do tunela-
mento; o fato dos niveis de energia dos dois pocos indi-
viduais (sem interacao) estarem & mesma profundidade
proporciona uma maior probabilidade de haver tunela-
mento entre os dois pocos. Isso pode ser observado
diretamente na formula de Rabi usada para descrever a
taxa de tunelamento nesse caso. A deducao da férmula
de Rabi envolve algumas aproximagoes, por exemplo,
a suposicao de que apenas dois niveis de energia par-
ticipam do processo. Uma dedugao completa dessa ex-
pressao, bem como a discussoes de algumas aplicagoes,
pode ser encontrada na Ref. [7].

Uma caracteristica do pogo duplo assimétrico que
vale ressaltar é que o estado fundamental est4 localizado
somente no pogo de maior profundidade, visto que, pela
assimetria do problema nao hé correspondente no pogo
de menor profundidade. Nos casos apresentados neste
trabalho com Vo = 50 eV e V; = 100 eV, e Vj = 50 eV
e V1 = 130,62 eV, o estado fundamental foram 25,912
eV e 27,126 eV, respectivamente.

Dessa forma, o pogo duplo quadrado unidimensional
assimétrico fica completamente resolvido com as ener-
gias dadas em termos das equagoes transcendentais,
Egs. (25), (39) e (45)) e as autofungoes escritas em ter-
mos de fungoes elementares. O caso ressonante aqui
estudado nao é o tunico que pode ser encontrado, é
possivel encontrar outros valores dos parametros de po-
tencial (Vp, Vi, L e a) para os quais entre as barreiras
de potenciais que conduzam a esta condicao. E um e-
xercicio interessante procurar outras geometrias do po-
tencial assimétrico para as quais hé ressonancia.

Por fim, vale ressaltar que o estudo de pocos as-
simétricos permite ilustrar diversas caracteristicas de
sistemas quanticos sem a exigéncia de um formalismo
matematico muito avancado. Essa caracteristica re-
forca o seu carater didético.
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