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Apresentamos uma abordagem essencialmente geométrica do problema da braquistécrona. Utilizamos con-
ceitos de trigonometria béasica, acessiveis a estudantes de Fisica Geral e Experimental I e II, de modo a permitir
que o problema ja seja apresentado num primeiro momento ainda no primeiro ano de um curso de fisica ou
engenharia. Mostramos que a aceleragao resultante sobre uma particula descrevendo uma braquistécrona tem
médulo g da aceleragao gravitacional e aponta na dire¢do do centro do circulo que gera a cicloide. Apresentamos
um método geométrico que permite deduzir a equagao diferencial da cicloide sem langar méo do céalculo varia-
cional. Mostramos que o tempo de descida ao longo desta trajetoria é sempre o mesmo, independentemente da
posicao inicial.

Palavras-chave: braquistocrona, cicloide, geometria.

We present an essentially geometric approach to the brachistochrone problem. We apply basic knowledge
of trigonometry, accessible to the students in a one or two semester basic physics program, in such a way to
allow the problem to be introduced at the beginning of an undergraduate course of Physics or Engineering. We
show that the resulting acceleration on a particle describing a brachistochrone has gravitational acceleration of
magnitude g and points towards the center of the circle that generates the cycloid. We present a geometrical
method to deduce the differential equation for the cycloid, without using variational calculus. We show that the

descending time along this trajectory is always the same, independently of the starting point.

Keywords: brachistochrone, cycloid, geometry.
1. Introducao

Em Junho de 1696, na revista Acta Eruditorum, fun-
dada por Gottfried Wilhelm Leibniz [M], o matemético
suico Jean Bernoulli publicou um problema que cha-
mou a atencao dos maiores matematicos e fisicos da
época. O problema consistia em encontrar a forma que
deveria ter uma trajetoria sobre a qual uma particula
deslizaria, partindo do repouso e sob agao apenas da
gravidade, levando o menor tempo possivel para atin-
gir um outro ponto mais abaixo nessa trajetéria. Nas
palavras de Bernoulli: “Dados dois pontos A e B em
niveis diferentes e ndo sobre a mesma, vertical, determi-
nar o caminho em que uma particula mével vai de A até
B em tempo minimo, assumindo que sua aceleragao é
apenas devida & gravidade” (Jean Bernoulli, 1696) [B].
Leibniz enviou o problema por carta aos maiores ma-
temdticos da época. A solucao foi rapidamente encon-
trada por varios deles, inclusive o préprio Leibniz, além
de Isaac Newton e os irmaos Jacques e Jean Bernoulli.
Nesta solucao, todos indicaram que a curva mais rapida
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era uma cicloide, também denominada braquistécrona.
A palavra Braquistécrona é composta por dois radicais
gregos, brakhisto, que significa o menor e chronus que
significa tempo, e se refere & curva que une dois pontos
A e B, que pertencem ao mesmo plano vertical, onde
o ponto A estd acima do ponto B, sobre a qual uma
particula partindo do repouso desliza apenas sob a acao
da gravidade, com o menor tempo. Para além de apenas
solucionar este problema, no processo, o trabalho desses
matematicos redundou também na criagao do calculo de
variacoes ou calculo variacional. Esta ferramenta ma-
teméatica poderosa estd no fundamento da formulacao
Lagrangiana da mecanica classica, também denomi-
nada mecanica analitica [8,H], e consequentemente fun-
damenta toda a revolugao cientifica ocorrida na virada
do Século. XIX para o Século. XX, com a formulagao da
mecanica quantica e da mecanica relativistica. Nos re-
visitamos o problema da braquistécrona utilizando uma
abordagem essencialmente geométrica. Mostramos que
o vetor aceleracao resultante sobre uma particula des-
crevendo esta trajetoria, tem médulo igual a aceleracao
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da gravidade g e aponta na direcao do centro da cir-
cunferéncia que gera a cicloide. Deduzimos a equagao
diferencial da cicloide utilizando conceitos bésicos de
trigonometria, acessiveis a estudantes em um curso de
Fisica Geral e Experimental I. Apresentamos também
um método, acessivel a estudantes do ciclo béasico de
um curso de fisica ou engenharia, para demonstrar que
o tempo transcorrido ao longo da cicloide independe do
ponto de partida.

2. Solucao geométrica da braquisto-
crona

A palavra braquistécrona nos remete & época em que
Galileu investigou qual era curva que corresponde a
mais rapida descida de um corpo sob agao da gravidade
entre dois pontos horizontalmente separados e situados
em niveis com alturas diferentes. Galileu erroneamente
achava que um quadrante de circunferéncia ligando os
dois pontos era a solugao [H]. A histéria esperou até
Bernoulli encontrar que a solugao correta era uma se-
micicloide ligando os dois pontos.

A cicloide pode ser delineada por um ponto fixado
a borda de um circulo, enquanto o circulo rola sem des-
lizar em uma linha reta. Tomando a linha reta como
sendo o eixo-z, considerando que o raio do circulo tenha
valor a e escolhendo como pardmetro 6 o &ngulo (em ra-
dianos, medido no centro do circulo) formado pela ver-
tical (orientada para cima) com a linha que se dirige ao
ponto P que delineia a cicloide (Fig. M), podemos inferir
desta figura as conhecidas equagGes paramétricas

x=a(@ —send), y=a(l—cosh). (1)
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Figura 1 - A braquistécrona é a cicloide.

Para prosseguir com o tratamento geométrico do
problema da cicloide, é mandatério encontrar qual o
ponto em que a reta tangente a cicloide corta a hori-
zontal sobre a qual estd localizado o ponto mais baixo
da cicloide, y = 2a, que de agora em diante chamaremos
B. Logo, o préximo passo a ser dado sera o célculo da
equacao da reta tangente a cicloide no ponto P. Con-
siderando o angulo ¢ que a tangente a curva faz com
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a vertical, a equagao da reta tangente vai ser expressa
por

y — yo = cotgy - (x — xp), (2)

onde P(xg,yo) é um ponto que pertence a reta. O
tnico ponto da reta tangente que estda em principio dis-
ponivel é justamente o ponto que ela comunga com a
cicloide, que com o emprego dos resultados dados na
Eq (1), pode ser expresso em termos do pardmetro 6
como P (a(f —send), a(l — cosf)). Podemos verificar
diretamente da Fig. B que 6 = 2¢p. Considerando a
férmula do arco metade da cotangente

14 cos6
cotgp = cotg(0/2) = 4/ T cos0’ (3)

a equacao da reta tangente expressa completamente em
termos do parametro 6 fica

1+ cosf

T cos 0 (x —ab +asend). (4)

y—a-+acost =

A partir desta ultima equagao, apés um pouco de
algebra, obtemos que o ponto da reta tangente com
ordenada 2a é dado por Q(ab,2a), que é diametral-
mente oposto ao ponto de contato do circulo rolante,
que chamaremos R(ad,0). (E importante enfatizar que
as posigoes dos pontos P, (Q e R variam a medida em
que o circulo gerador da cicloide rola). Estes ultimos
resultados nos remetem a um dos conhecidos teoremas
cuja autoria foi atribuida a Tales [B], que pode ser enun-
ciado como:

O angulo formado por duas retas que se
originam em um ponto da circunferéncia e
atingem pontos do circulo diametralmente
separados € reto.

Este teorema pode ser facilmente verificado a partir da
Fig. B, onde destacamos o triangulo PQR com P sendo
um ponto da circunferéncia e QR o diametro, e além
disto observamos dois triangulos isosceles; o primeiro
com vértice em C, e tendo como base o segmento de
reta s e seus dois angulos congruentes iguais a ¢; o se-
gundo também com vértice em C', porém tendo como
base o segmento de reta r e seus dois angulos congru-
entes iguais a a. Assim, a soma dos angulos internos
do triangulo PQR é 2¢ + 2a, o que demonstra que o
angulo ¢ + a é reto e, em consequéncia, o triangulo
PQR é retangulo.
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Figura 2 - O centro do circulo rolante é o vértice comum aos dois
triangulos isdsceles, um com base dada pelo segmento de reta r,
outro com base dada pelo segmento de reta s.
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Figura 3 - No triangulo PQR, os catetos de comprimentos r e s
s80 respectivamente normal e tangente & cicloide no ponto P e
a hipotenusa de comprimento 2a é o diametro vertical do circulo
rolante.

Para procurar por alguma relacao trigonométrica
que resulte na equacao diferencial da cicloide, va-
mos destacar na Fig. B o tridngulo retangulo inscrito
no circulo rolante, com hipotenusa coincidente com o
diametro vertical e com seus catetos coincidentes com
os segmentos de reta r e s respectivamente normal e
tangente a cicloide no ponto P. Com os simbolos indi-
cados no triangulo, podemos obter as relacoes

r

seny =5 = ; = 7% = 2an, (5)
cosp === = s =2am, (6)
S m

cotgp = - = e (7)

Com as identificagdes cotgp = dy/dz, m = 2a —y e
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n =y, podemos prontamente ler na Eq. (@) a seguinte
equacgao diferencial

Yo 0
€T Y
que pode ser reexpressa em um formato mais convenci-
onal como

y(1+(y)) = 2a. (9)
A Eq. (8), ou Eq. (B), vale para valores de x no inter-
valo, com os valores extremos excluidos, 0 < x < 2am,
onde a derivada 3’ ndo toma valores infinitos. Por-
tanto, podemos verificar diretamente, através das figu-
ras, tanto a equagao diferencial da cicloide quanto sua
solugdo paramétrica. A Eq. (B) pode ser também ob-
tida na investigacao da curva braquistécrona que pode
ser conduzida por meio do principio de Fermat [B] ou a
partir de métodos baseados no cédlculo variacional [H].
Esta equacao diferencial é separavel, porém é mais con-
veniente substituir a varidvel x por ¢. Temos que
dy/dx = cotg ¢, logo

2a — 2
a y:cosch7 (10)
Y sen?
ou
y =ycos ¢+ ysen? ¢ = 2asen? . (11)
Diferenciando em relacao a ¢, encontramos que
d
% = 4asen ¢ cos p, (12)
e consequentemente
d dx d
% = cT; % = 4asen® p = 2a(1 — cos2¢p),  (13)

onde foi considerado que dx/dy = sen p/cos ¢ e foi em-
pregada a férmula do seno do arco metade. (A derivada
dz/dy nao é definida no ponto mais baixo da cicloide,
B, pois neste ponto cosp se anula. Entretanto, dz/dy
nao aparece sozinho, e sim no produto % . j—y. Assim,
o problemadtico cos é eliminado e no final das contas
a Eq. (I3) como um todo mantém-se bem definida no

ponto B). A Eq. (I3) pode ser integrada como

x = 2a/(1 —cos2p)dy = a(2¢ — sen 2¢p). (14)

(Para anular a constante de integraco utilizamos o fato
de que x = 0 corresponde a y = 0, e portanto a ¢ = 0,
incidentalmente mostrando que a tangente a curva é
vertical no ponto inicial.) Para organizar nossa anélise
vamos reunir a Eq. (I) modificada com o emprego da
férmula do seno do arco metade e a Eq. () como

x=a(2p —sen2p), y=a(l—cos2p), (15)

que podem ser interpretadas como o conjunto de
equagoOes paramétricas para a curva y(z), com ¢ sendo
evidentemente o parametro. Estas equagoes coincidem
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com aquelas previamente dispostas na Eq. ([) apds a
6bvia identificagao de parametros 6 = 2.

Qual a velocidade angular que o circulo rolante deve
possuir para que o ponto fixado na sua borda tenha mo-
vimento equivalente ao da descida sob a gravidade? A
resposta desta pergunta pode ser facilmente obtida com
o seguinte procedimento: a velocidade angular é defi-
nida pela diferencial em relacdo ao tempo w = df@/dt.
Entao, podemos diferenciar as equagoes paramétricas
em 6 no tempo para encontrar as equagoes paramétricas
da velocidade, que podem ser lidas como

vy = aw(l —cosd), v, =awsend. (16)

No ponto mais baixo da trajetoria, onde 8 = 7, obtemos

que
v =4/v2 + 02 = 2aw. (17)

Por outro lado, uma vez que a energia total de um corpo
de massa m no ponto mais baixo e no ponto mais alto
da trajetoria tém o mesmo valor, ou seja

mv2

2

=mg(2a), (18)

segue que
v = 2y/ag. (19)

Comparando as velocidades na Eq. () e na Eq. (I9),
que devem ser idénticas, obtém-se o seguinte valor para
a velocidade angular do circulo

o=l -

Usamos que a forga gravitacional é conservativa e estd
associada a energia potencial U = mgh, sendo h a
distancia vertical entre os dois pontos. Podemos entao
calcular o tempo de descida T como a metade do
periodo correspondente a uma volta completa do circulo

s
T=—= —. 21
Lm (1)
A x R
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Figura 4 - As projegoes da aceleracdo do corpo na braquistécrona
sdo lidas como v?/p = gsen e dv/dt = gcose. O raio de cur-
vatura p no ponto P da cicloide tem a dire¢do do segmento de
reta r e pode ser facilmente visualizado pois seu comprimento
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tem valor 2r. A aceleragdo do corpo a e a acelera¢ao do campo
gravitacional g possuem o mesmo médulo.

Qual a velocidade do corpo que desce? Sem parti-
cularizar 6, encontramos das equacoes paramétricas da
velocidade que

v = /v +v2 = 2awsen(0/2). (22)

Considerando o valor de w encontrado, a velocidade
pode ser lida como

v = 2y/agsen(6/2). (23)
Convém observar na Fig. @ que
r=2asen(0/2) , s=2acos(0/2); (24)

o cateto de comprimento r coincide com o raio ve-
tor no circulo rolante que liga o eixo instantaneo de
rotagdo (situado no ponto de contato R) ao ponto P
que traga a cicloide. Com base no estudo da rotacao
de um corpo rigido, sabemos que a partir do eixo ins-
tantaneo de rotagao o movimento deve ser tratado como
uma rotagao pura e segue que a velocidade do ponto P
deve ser perpendicular a este raio vetor, ou seja, coin-
cidente com a direcao do outro cateto que é tangente a
cicloide, e deve ter médulo igual a wr, onde r é dado
na Eq. (), o que confirma o valor da velocidade dado
na Eq. (£2).

Qual a aceleracao do corpo que desce? Qualquer
movimento no plano pode ser representado de uma ma-
neira que independe do sistema de referéncia. A ve-
locidade vai ser sempre tangente a trajetoria e a ace-
leragao pode ser decomposta nas componentes tangen-

cial ag = %’ e normal a, = v?/p, onde p é o raio de

curvatura local (ou instantaneo) definido por p = ‘j—;

[@,8]. Podemos interpretar dy como o angulo infinite-
simal em radianos subtendido pelo elemento de arco ds
da trajetoria, enfatizando que ds nao tem relagao apa-
rente com o segmento de reta s definido na Eq. (E4).
Em coordenadas cartesianas o raio de curvatura fica
exXpresso como

(1+y%)3/2
y//

: (25)

o que pode ser verificado em [B,MM]. Da equagao dife-
rencial expressa pela Eq. (H) obtemos os seguintes re-
sultados

2 2a I a
=— e y'=——. (26)
y y?
Assim, podemos facilmente calcular o raio de curvatura
da cicloide como

p=2+/2ay = 2av2 —2cosf = 4asen(6/2), (27)

onde foram empregadas a equagao paramétrica de y
dada na Eq. (0), e na tultima igualdade a férmula do
arco metade do seno. Com o uso de a, = v%/p,

1+ (y)
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a; = %@ da Eq. (I2) e considerando que aw? = g,

segue entao que
a, = gsen(0/2), as = gcos(0/2). (28)
Considerando o vetor r com médulo 7 apontando de P
para o ponto de contato R do circulo rolante e o vetor
s com modulo s apontando de P para o ponto ) dia-
metralmente oposto ao ponto contato. Comparando a

Eq. (B8) com a Eq. (24) segue que
r S

ar=¢g— , ag =g —. 29
r =95 s=95, (29)
Por outro lado, diferenciando em relacao ao tempo
as equacoes paramétricas da velocidade expressas na
Eq. (IB) e considerando que aw? = g, encontramos que
ay = gsenf, a, = gcosé. (30)
O que resulta em uma aceleracao a de médulo g apon-
tando para o centro do circulo rolante, cujas projegoes
na linha normal & curva é dada por a, e na linha tan-
gente & curva é ag, como pode ser verificado das relagoes

a=yaltal= fa2tal=y,

a, a
tg(0/2) = =, tgf=—. (31)

s ay

Lembrando que ¢ = /2, a diregdo de a pode ser ve-
rificada através de uma andlise grafica dos valores das
tangentes expressas nas relagoes dadas logo acima, que
pode ser efetuada com o auxilio da Fig. .
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Figura 5 - Diagramas de forcas que atuam sobre um corpo de
massa m situado na pista sobre o ponto P considerando que o
atrito entre a pista e o corpo seja desprezivel. As duas forcas que
atuam sobre a massa m sao o peso mg e a reagao normal da pista
N. Também é indicada na figura a forca resultante F = mg+N
que tem o mesmo médulo do peso.

Em seguida vamos calcular a reacao normal da pista
em forma de braquistécrona em um corpo de massa m.
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O diagrama de forgas do caso onde o atrito é desprezivel
pode ser visualizado na Fig. B e pela segunda lei de
Newton na direcao r de P até o ponto de contato R

ma, = N —mgseng (32)
ie.

N = ma, + mgseny = mgsen(6/2) + mgsen(6/2),
(33)
pois valem a Eq. (Ed) e § = 2p. Pela Eq. (£4),
— =sen(0/2), entdo

2a

r
N =2mg (o). 34
mg (5o (34)
Multiplicando pelo versor # definido por # = 7, e em-
pregando que N = N #, obtemos

r
N = —-.
mg , (35)

No ponto mais alto em forma de braquistécrona, 8 = 0,
entdo r = 2asen(0) = 0 (vide a Eq. (EA)) e, conse-
quentemente, N = 0. No ponto mais baixo da pista,
6 = 180°, entao r = 2asen(90°) = 2a ¢ N = 2mg.

Nao se pode finalizar esta discussdo sem mencionar
a seguinte propriedade notavel desta “curva de tempo
minimo”: se vocé soltar sua bilha de ago (ou carrinho
de montanha russa, ou skate, faca sua escolha) do re-
pouso em qualquer ponto da pista, o tempo de descida
até o ponto mais baixo serd o mesmo, nao importando
de onde na pista vocé solta-lo.

Isto parece ser impossivel? Eis entao a prova de que
este resultado se verifica. O tempo de descida pode ser
obtido com a integracdo de dI' = ds/v, onde ds é o
elemento de deslocamento do objeto na braquistécrona
e v é o modulo da velocidade do objeto. Expressando
ds em termos dos infinitésimos cartesianos,

ds = \/dz? + dy? = /(1 + y'2) dx . (36)

Consideragoes a respeito de energia idénticas aquelas
que nos conduziram & Eq. (I9), porém com a distancia
vertical entre dois pontos dadas por y — yg, refletindo
que o objeto desce a partir do repouso de um ponto
cuja altura é yo e ndo mais da origem [[], resultam em

v =1/29(y — vo) - (37)

Portanto, se o objeto parte de A(xg, o), em B(wa,0)
este tempo vai ser dado por

T _ /B @ _ /Tra
A v xo

Da equagao diferencial da braquistécrona dada na
Eq. (@) e das equagOes paramétricas em 6, podemos
obter respectivamente que

1+ (y)°
29(y — yo)

2 2a dx

!
1+ () =7 e 70
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logo

L), _ e [y
29y — o) _\/;\/y—yo 6. (40)

Com o emprego das equagoes paramétricas em 6, en-
contramos que

T\/E/ /ﬂdg_ (41)
g 9, ¥ cosfly —cosd

Entao podemos empregar a férmula do arco me-
tade, cosf® = 2cos?(f/2) — 1, no numerador e de-
nominador e prosseguir com a mudanca de varidvel:
cosB = cos(0/2)/cos(0y/2) e a diferencial desta,
sendp = sen(0/2)df/2cos(6p/2), para rexpressar a

integral como
a w/2
T = 2\[ / dg. (42)
9.Jo

Portanto, o tempo de descida a partir do repouso e de
qualquer ponto (ou de qualquer 6y) é T+v/a/g .

3. Conclusao e comentarios finais

Nés apresentamos uma alternativa a tradicional forma
analitica de introduzir o problema da braquistécrona,
contornando assim a necessidade de utilizacao de ferra-
mentas do calculo variacional, em geral muito avancado
e ainda desconhecido por estudantes de primeiro ano de
um curso de fisica ou engenharias. Certamente nao é
possivel prescindir do célculo variacional para demons-
trar que a cicloide é a braquistécrona, vale dizer, que
a cicloide é a solugao do problema como originalmente
enunciado por Bernoulli. Nés assumimos essa solugao
sem demonstra-la. A partir desta suposicao e usando
apenas conceitos basicos de trigonometria, provavel-
mente ja dominados por estes estudantes, introduzimos
uma deducgdo para a equacao diferencial da cicloide.
Apresentamos a solugao desta equacao diferencial em
duas formas distintas, a padrao baseada em inferéncias
graficas e a algébrica voltada para os estudantes de pri-
meiro ano ja mencionados. Estudamos em detalhes a
cinematica de uma particula descendo a braquistécrona
sob a acao da gravidade e desta andlise destacamos o
resultado bastante interessante, que é a demonstragao,
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utilizando-se apenas de conceitos geométricos, que a
aceleracao resultante sobre uma particula descrevendo
a braquistocrona tem magnitude igual a g e aponta na
direcao do centro da circunferéncia geratriz da cicloide.

O nosso desejo é que com esta nova apresentagao,
o problema cldssico da braquistécrona possa ser ab-
sorvido por uma maior audiéncia e como trata-se de
um problema inspirador, este conhecimento apresen-
tado em um primeiro momento, possa motivar o es-
tudante a prosseguir no estudo das ciéncias fisicas que
tem como base o calculo integral e diferencial e também
no estudo do célculo variacional e mecanica analitica,
para que ele possa contar com estas ferramentas tao
poderosas em seus futuros projetos.
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