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Neste artigo apresentamos uma descri�c~ao cin�etica com base no modelo BGK com o objetivo de
estudar a propaga�c~ao de ondas longitudinais num plasma colisional e isotr�opico. Somente o movi-
mento dos el�etrons �e considerado e as colis~oes entre os el�etrons e os ��ons s~ao descritas atrav�es de
um termo de relaxa�c~ao. Obtemos uma rela�c~ao de dispers~ao que depende da freq�uência de colis~ao
bem como do fator de amortecimento de Landau.

In this paper a kinetic description based on the BGK model is developed to study the propagation
of longitudinal waves in a collisional and isotropic plasma. Only electron motions are considered
and the collisions between electrons and ions are represented by a relaxation term. We obtain a
dispersion relation which depends on the collision frequency and on the Landau damping.

I Introdu�c~ao

O termo plasma foi introduzido na F��sica por Tonks
e Langmuir[1] para designar um sistema formado por
part��culas carregadas em movimento e que interagem
entre si atrav�es de for�cas eletromagn�eticas.

O plasma �e considerado o quarto estado da mat�eria,
podendo ser obtido da seguinte forma: aquecendo um
s�olido obtemos um l��quido, aquecendo o l��quido obte-
mos um g�as e, �nalmente, aquecendo o g�as obtemos o
plasma.

A importância do estudo de sistemas no estado de
plasma torna-se evidente ao considerarmos que 99% do
universo conhecido encontra-se no estado de plasma.

Um plasma pode ser caracterizado por dois
parâmetros: a densidade de n�umero de part��culas
n (n�umero de part��culas por unidade de volume) e
a temperatura T do plasma. Valores t��picos destes
parâmetros cobrem v�arias ordens de grandeza. Por
exemplo, para plasmas utilizados em fus~ao termonu-
clear temos n ' 1022m�3 e T ' 108K; para a ionos-
fera, que �e a camada de plasma que envolve o nosso
planeta, temos n ' 1012m�3 e T ' 102K[2].

Atualmente plasmas s~ao produzidos em laborat�orio
com o objetivo de estudar suas propriedades fundamen-
tais e tamb�em para futuras aplica�c~oes tecnol�ogicas. As-

sim, por exemplo, s~ao objeto de pesquisa: o gerador
magneto-hidrodinâmico, que converte energia cin�etica
de um plasma em energia el�etrica bem como o pro-
cesso inverso, em que energia el�etrica �e transformada
em energia cin�etica de um plasma com a perspectiva de
utiliz�a-lo na propuls~ao de foguetes[3].

As separa�c~oes de cargas que ocorrem em plasmas
originam for�cas restauradoras que criam modos coleti-
vos de oscila�c~ao com freq�uências pr�oximas da freq�uência
de plasma. Estas oscila�c~oes longitudinais de carga fo-
ram descritas primeiramente por Tonks e Langmuir[1].

Vlasov[4] abordou o problema da propaga�c~ao de on-
das longitudinais em plasmas sob o ponto de vista da
teoria cin�etica, com base numa equa�c~ao de Boltzmann
n~ao-colisional, tendo obtido uma rela�c~ao de dispers~ao
para o caso em que a velocidade t�ermica dos el�etrons
�e muito menor que a velocidade de fase da onda. Esta
condi�c~ao equivale a considerar a propaga�c~ao no limite
de comprimentos de onda muito maiores que o compri-
mento de Debye.

Landau[5] mostrou que, mesmo na ausência de co-
lis~oes entre as part��culas constituintes do plasma, as
ondas longitudinais que se propagam s~ao atenuadas.
Esta atenua�c~ao �e conhecida na literatura como amor-
tecimento de Landau. Segundo Bohm e Gross[6] h�a
um mecanismo ressonante de transferência de energia
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da onda que se propaga para os el�etrons t�ermicos do
plasma que se movimentam com velocidades pr�oximas
da velocidade de fase da onda. A importância do
amortecimento de Landau se estende al�em da f��sica
de plasmas e se aplica aos campos mais diversos; em
biologia, por exemplo, �e empregado no estudo da luz
emitida por vaga-lumes[7] e nas descargas peri�odicas
de marca-passos utilizados no controle de batimentos
card��acos[8].

Do ponto de vista da teoria cin�etica de gases e
com base na equa�c~ao de Boltzmann, a abordagem ma-
tem�atica dos fenômenos que ocorrem em gases �e sem-
pre complexa desde que ela envolve a solu�c~ao de uma
equa�c~ao ��ntegro-diferencial. Para contornar esta di-
�culdade Bathnagar, Gross e Krook[9] apresentaram
um m�etodo de solu�c~ao, conhecido na literatura como
m�etodo BGK, no qual o operador colisional da equa�c~ao
de Boltzmann �e substituido por um termo de relaxa�c~ao
mais simples; este termo cont�em um parâmetro que
representa a freq�uência das colis~oes bin�arias entre as
part��culas constituintes do g�as de modo que o seu in-
verso representa o intervalo de tempo entre duas co-
lis~oes sucessivas de uma part��cula do g�as. Bathna-
gar, Gross e Krook, dentre outros resultados, obtive-
ram rela�c~oes de dispers~ao para a propaga�c~ao de ondas
longitudinais eletrost�aticas com pequenas amplitudes
num plasma homogêneo e isotr�opico, que dependem
da freq�uência de colis~ao. O c�alculo desenvolvido, ba-
seado numa teoria cin�etica com cinco campos escala-
res (densidade de n�umero de part��culas, velocidade hi-
drodinâmica e temperatura), �e extenso e os resultados
s~ao bastante gerais abrangendo tanto gases ionizados
quanto gases neutros.

Neste artigo mostramos que as rela�c~oes de dispers~ao
para ondas longitudinais eletrost�aticas em plasmas,
apresentadas em[9], podem ser obtidas de uma ma-
neira simples atrav�es de uma teoria cin�etica com base
no modelo BGK para a equa�c~ao de Boltzmann, com
cinco campos escalares acoplados �as equa�c~oes de Max-
well. Obtemos uma matriz que cont�em os parâmetros
do plasma e da onda que se propaga sendo que o
c�alculo do determinante desta matriz permite determi-

nar as rela�c~oes de dispers~ao. A abordagem adequada da
fun�c~ao de dispers~ao de plasma, como sugerido por Lan-
dau[5], conduz a um segundo modo de amortecimento
da onda representado pelo fator de amortecimento de
Landau. Assim, nossos resultados englobam dois me-
canismos fundamentais de amortecimento para a onda
que se propaga: o amortecimento colisional e o amor-
tecimento de Landau.

II Modelo BGK para a

Equa�c~ao de Boltzmann

Na descri�c~ao da propaga�c~ao de ondas longitudinais tra-
taremos o plasma como sendo constituido de el�etrons
e uma �unica esp�ecie de ��ons. Para ondas com altas
freq�uências podemos considerar os ��ons em repouso de
modo que a fun�c~ao de distribui�c~ao para os ��ons �e in-
vari�avel na posi�c~ao e no tempo. O estado do plasma
ser�a ent~ao descrito por uma fun�c~ao de distribui�c~ao para
os el�etrons f (x; c; t) tal que f (x; c; t) dc fornece, no
instante t, o n�umero de el�etrons com velocidades entre
c e c + dc, em torno do ponto x. A fun�c~ao de distri-
bui�c~ao para os el�etrons satisfaz a equa�c~ao de Boltzmann

@f

@t
+ ci

@f

@xi
� e

m
(Ei + "ijkcjBk)

@f

@ci
= C (f) ; (2:1)

onde e �e a carga fundamental, m a massa do el�etron,
Ei(x; t) �e o campo el�etrico e Bi(x; t) a indu�c~ao
magn�etica associados �as distribui�c~oes de cargas e cor-
rentes no plasma; C (f) denota o termo colisional da
equa�c~ao de Boltzmann.

Do ponto de vista matem�atico, a solu�c~ao da equa�c~ao
de Boltzmann �e complexa devido �a di�culdade na de-
termina�c~ao do termo colisional C (f). Para contorna-la
utilizaremos o modelo BGK para a equa�c~ao de Boltz-
mann[9], com o termo colisional dado por

C (f) = ��
h
f (x; c; t) � f (0) (x; c; t)

i
; (2:2)

onde � �e a freq�uência de colis~ao entre el�etrons e ��ons,
considerada constante, e
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�e a fun�c~ao de distribui�c~ao de equil��brio local para os el�etrons. Na equa�c~ao (2.3) n (x; t) e T (x; t) representam,
respectivamente, a densidade de n�umero de el�etrons e a temperatura do plasma, Ci (x; t) = ci�vi (x; t) �e a velocidade
peculiar dos el�etrons, vi (x; t) �e a velocidade hidrodinâmica dos el�etrons e kB �e a constante de Boltzmann.

Com a equa�c~ao (2.2) a equa�c~ao de Boltzmann (2.1) pode ser escrita como
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O campo el�etrico Ei(x; t) e a indu�c~ao magn�etica

Bi(x; t) obedecem �as equa�c~oes de Maxwell que, no Sis-

tema Internacional de Unidades, s~ao escritas como

@Ei

@xi
=

%

"0
; "ijk

@Ek

@xj
= �@Bi

@t
;

@Bi

@xi
= 0 ; "ijk

@Bk

@xj
= �0Ji + �0"0

@Ei

@t
;

(2:5)

com as densidades volum�etrica de cargas e super�cial

de correntes dadas, respectivamente, por

%(x; t) =
X
�

q�n�(x; t) ;

Ji(x; t) =
X
�

q�n�(x; t)vi�(x; t) ; (2:6)

onde o ��ndice � denota el�etrons ou ��ons.

III Campos B�asicos e Linea-

riza�c~oes

Caracterizamos o estado macrosc�opico do plasma pe-

los campos de densidade de n�umero de el�etrons n(x; t),

velocidade hidrodinâmica dos el�etrons vi(x; t) e tempe-

ratura do plasma T (x; t), de�nidos por

n(x; t) =

Z
f(x; c; t) dc ; (3:1)
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1

n(x; t)

Z
cif(x; c; t) dc ; (3:2)
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2

3kBn(x; t)
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1

2
mC2f(x; c; t) dc : (3:3)

Para estados pr�oximos do equil��brio a fun�c~ao de dis-

tribui�c~ao para os el�etrons pode ser escrita como

f(x; c; t) = n0f0(c)[1 + f1(x; c; t)]; (3:4)

onde n0 �e a densidade de n�umero de el�etrons no

equil��brio,

f0(c) =
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(3:5)

�e a fun�c~ao de distribui�c~ao Maxwelliana global e

f1(x; c; t) �e uma perturba�c~ao de primeira ordem para

f0(c).

Substituindo a equa�c~ao (3.4) nas equa�c~oes (3.1) a

(3.3) obtemos os campos b�asicos linearizados, dados por

n(x; t) = n0[1 + ~n(x; t)] ; (3:6)

vi(x; t) = v0~vi(x; t) ; (3:7)

T (x; t) = T0[1 + ~T (x; t)] ; (3:8)

onde v0 = (2kBT0=m)1=2 �e a velocidade t�ermica dos

el�etrons e as perturba�c~oes de primeira ordem para os

campos b�asicos s~ao

~n(x; t) =
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com o parâmetro �0 = 1=v20 .

A fun�c~ao de distribui�c~ao de equil��brio local (2.3) li-

nearizada, atrav�es das equa�c~oes (3.6) a (3.8), resulta
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A equa�c~ao cin�etica (2.4) linearizada, atrav�es das equa�c~oes (3.4) e (3.12), �e dada por
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e as perturba�c~oes do campo el�etrico ~Ei(x; t) e da indu�c~ao magn�etica ~Bi(x; t), nulas no equil��brio, satisfazem as

equa�c~oes de Maxwell (2.5) linearizadas
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A determina�c~ao dos campos b�asicos (3.6) a (3.8) re-

quer o conhecimento da fun�c~ao f1(x; c; t) a qual pode

ser obtida da solu�c~ao das equa�c~oes (3.13) e (3.14). Para

isso necessitamos de um modelo para as perturba�c~oes,

o qual ser�a introduzido na se�c~ao seguinte.

IV Solu�c~oes para Ondas

Harmônicas Planas com Pe-

quenas Amplitudes

Iremos considerar que as perturba�c~oes se propagam no

plasma como ondas planas com pequenas amplitudes,

n�umero de onda k e freq�uência angular !. Assim,

~n(x; t) = �n exp [i (kjxj � !t)] ; (4:1)

~vi(x; t) = �vi exp [i (kjxj � !t)] ; (4:2)

~T (x; t) = �T exp [i (kjxj � !t)] ; (4:3)

~Ei(x; t) = �Ei exp [i (kjxj � !t)] ; (4:4)

~Bi(x; t) = �Bi exp [i (kjxj � !t)] ; (4:5)

f1(x; c; t) = �f1 (c) exp [i (kjxj � !t)] : (4:6)

Com as equa�c~oes (4.1) a (4.6), a equa�c~ao cin�etica

(3.14) pode ser escrita como

(! � kici + i�) �f1 (c) = i�
h
�n+ 2

p
�0ci�vi

+

�
�0c

2 � 3

2

�
�T

�
� 2i�0

e

m
ci �Ei : (4:7)

Para as equa�c~oes de Maxwell (3.14), temos

kj �Ej = i
en0
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�n ; (4:8)

ikj �Bj = 0 ; (4:9)

"ijkkj �Ek = ! �Bi ; (4:10)

"ijkkj �Bk = �i�0en0v0�vi � �0"0! �Ei : (4:11)

Eliminando �Bj das equa�c~oes (4.10) e (4.11), obtemos

��
�0"0!

2 � k2
�
Æij + kikj

�
�Ej = i�0en0v0!�vi: (4:12)

Sem perda de generalidade iremos considerar o eixo

dos x como sendo a dire�c~ao de propaga�c~ao; neste caso,

as componentes para o campo el�etrico s~ao dadas por

�Ex = i
en0v0
"0 !

�vx ; (4:13)

�Ey = i
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�0"0 !2 � k2
�vy ; (4:14)

�Ez = i
�0en0v0 !

�0"0 !2 � k2
�vz : (4:15)

Por outro lado, das equa�c~oes (4.9) e (4.10) obtemos

as correspondentes componentes da indu�c~ao magn�etica

�Bx = 0 ; (4:16)

�By = � k

!
�Ez ; (4:17)

�Bz =
k

!
�Ey : (4:18)

As equa�c~oes (4.13) e (4.16) representam as compo-

nentes do campo el�etrico e da indu�c~ao magn�etica para a

propaga�c~ao de ondas longitudinais eletrost�aticas; as de-

mais componentes representam ondas eletromagn�eticas

transversais.

Eliminando as componentes do campo el�etrico na

equa�c~ao (4.7), atrav�es das equa�c~oes (4.13) a (4.15), ob-

temos
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Introduzindo as quantidades adimensionais
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onde c = (1=�0"0)
1=2 �e a velocidade da luz no v�acuo e !p =

�
n0e

2="0m
�1=2

�e a freq�uência de plasma para os

el�etrons, a equa�c~ao (4.19) pode ser escrita como
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+
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1� iR�2A(!)� (Cy�vy + Cz�vz)

�
+

�
C2 � 3

2

�
�T

�
: (4:21)

Substituindo as equa�c~oes (4.1) a (4.3), (4.6) e (4.21) nas equa�c~oes (3.9) a (3.11) e realizando as integra�c~oes nas

velocidades, obtemos o seguinte sistema de equa�c~oes para as amplitudes das perturba�c~oes:
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Ao realizarmos as integra�c~oes introduzimos a fun�c~ao

Zn(z) =
1p
�

Z
1

�1

tn exp(�t2)
t� z

dt; (4:25)

onde t = cx=v0 e a f�ormula de recorrência

Zn+1(z) = Zn(z) +
�np
�
; (4:26)

onde

�n =

�
�
�
n+1
2

�
; se n �e par

0; se n �e ��mpar

e �(n) �e a fun�c~ao gama.

A fun�c~ao de dispers~ao de plasma W (z) est�a relacionada �a equa�c~ao (4.25) por

W (z) = Z0(z) =
1p
�

Z
1

�1

exp(�t2)
t� z

dt : (4:27)

�E importante observar que as integra�c~oes das equa�c~oes (3.9) a (3.11) nas componentes das velocidades cy e cz,

onde �f1(c) �e dada pela equa�c~ao (4.21), resultam nulas; assim, as componentes (4.14) e (4.15) do campo el�etrico e

as componentes (4.17) e (4.18) da indu�c~ao magn�etica n~ao contribuem para o sistema de equa�c~oes (4.22) a (4.24) o

qual representa, portanto, a propaga�c~ao de ondas longitudinais eletrost�aticas.

O sistema de equa�c~oes (4.22) a (4.24) pode ser escrito na forma matricial Mx = 0, ou0
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O sistema de equa�c~oes (4.28) admite solu�c~ao n~ao

trivial se det[M] = 0. Com esta condi�c~ao podemos ob-

ter as rela�c~oes de dispers~ao para a propaga�c~ao de ondas

longitudinais eletrost�aticas no plasma, da qual tratare-

mos na pr�oxima se�c~ao.

V Propaga�c~ao de Ondas Planas

Longitudinais Eletrost�aticas

As rela�c~oes de dispers~ao ! = !(k) ou k = k(!) para on-

das longitudinais eletrost�aticas podem ser obtidas pela

resolu�c~ao do sistema de equa�c~oes (4.28)
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1
CCA = 0 : (5:1)

d

Na equa�c~ao (5.1) introduzimos grandezas adimensio-
nais com a freq�uência angular ! e a freq�uência de co-
lis~ao � em unidades da freq�uência de plasma !p e o
n�umero de onda k em unidades de !p=v0 de modo que
z = i (� � i!) =k. Antes de resolvermos a equa�c~ao (5.1)
s~ao necess�arias algumas considera�c~oes sobre a fun�c~ao
de dispers~ao de plasma W (z), de�nida pela equa�c~ao
(4.27), a qual apresenta singularidades para valores de
z no eixo real t (t� = z). De modo geral esta integral
deve ser calculada numericamente e seus resultados s~ao
apresentados por Fried e Conte[10].

Para ondas que se propagam com velocidade de fase
muito maior que a velocidade t�ermica dos el�etrons num
plasma n~ao-colisional podemos expandir o integrando
da equa�c~ao (4.27) em potências de kcx=!. Vlasov[4]
tomou o valor principal de Cauchy da integral e igno-
rou o polo. De modo an�alogo, Bohm e Gross[6] n~ao
consideraram a contribui�c~ao �a integral das part��culas
com velocidades na vizinhan�ca do polo. O resultado
obtido, aproximado at�e a ordem de (kv0=!p)

2, �e dado
por

!2 ' !2
p

"
1 +

3

2

�
kv0
!p

�2
#
; (5:2)

e denominado de rela�c~ao de dispers~ao de Bohm-Gross,
a qual �e v�alida para a propaga�c~ao de ondas com � �
�D onde �D = ("0kBT=n0e

2)1=2 �e o comprimento de
Debye.

Landau[5] mostrou que o fato de considerarmos o
polo para t� = z na integra�c~ao da equa�c~ao (4.27) con-
duz a uma profunda modi�ca�c~ao na rela�c~ao de dis-
pers~ao (5.2), a qual n~ao �e prevista pela teoria de 
ui-
dos. Ela introduz o fenômeno conhecido na literatura
como amortecimento de Landau, que consiste na ate-
nua�c~ao da amplitude da onda que se propaga embora

as colis~oes dos constituintes do plasma n~ao sejam con-
sideradas. O resultado obtido por Landau para a parte
imagin�aria da freq�uência angular �e

!i = �p� !p
�
!p
kv0

�3

exp

"
�
�
!p
kv0

�2
#
; (5:3)

sendo j!i=!pj � 1 desde que jkv0=!pj � 1. A va-
lidade desta equa�c~ao foi veri�cada experimentalmente
por Der
er e Simonen[11].

Iremos considerar que o plasma experimenta uma
pertuba�c~ao sinusoidal com n�umero de onda real k e
freq�uência angular complexa ! = !r + i!i. Para ondas
temporalmente amortecidas temos !i < 0 de modo que
a parte imagin�aria de z, zi = (� � j!ij)=k, ser�a posi-
tiva se � > j!ij ou negativa se � < j!ij. O primeiro
caso, no qual predomina a freq�uência de colis~ao sobre a
freq�uência de amortecimento, denominaremos de amor-

tecimento colisional e no segundo, no qual predomina
a freq�uência de amortecimento sobre a freq�uência de
colis~ao, denominaremos de amortecimento de Landau.

Para analisarmos a integra�c~ao da equa�c~ao (4.27) ao
longo do eixo real t, consideraremos as três situa�c~oes
poss��veis para a parte imagin�aria de z. Para zi > 0,
que corresponde ao amortecimento colisional, W (z) �e
uma fun�c~ao anal��tica no primeiro quadrante do plano
complexo t. Para zi = 0, h�a um polo para t = !r=k no
eixo real t e W (z) n~ao �e uma fun�c~ao anal��tica para este
ponto.

Para continuarmos W (z) anal��ticamente para o
quarto quadrante do plano complexo t, onde zi < 0
e que corresponde ao amortecimento de Landau, con-
sideremos as integrais de Plemelj[12] para a integra�c~ao
com polos em x = x0 � ", pr�oximos do eixo real x,

c

lim
"!0+

Z +1

�1

f(x)

x� x0 � i"
dx = P

Z
f(x)

x� x0
dx� i�f(x0); (5:4)
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onde o primeiro termo do lado direito representa o valor principal de Cauchy para a integral e o segundo termo
representa as contribui�c~oes dos polos acima (+") ou abaixo (�") do eixo x. A equa�c~ao (5.4) exibe a descontinuidade
de f(x) atrav�es do eixo real x com um salto igual a �2�if(x0).

Os três casos para a integra�c~ao da equa�c~ao (4.27) podem resumidos no contorno C, prescrito originalmente por
Landau[5] e mostrado na Fig. 1, tal que

W (z) =
1p
�

Z
C

exp (�t2)
t� z

dt (5:5)

de modo que

W (z) =
1p
�

Z +1

�1

exp (�t2)
t� z

dt ; para zi > 0 ; (5:6)

W (z) =
1p
�

�
P
Z +1

�1

exp (�t2)
t� z

dt+ i� exp [�(!r=k)2]
�
; para zi = 0 ; (5:7)

W (z) =
1p
�

�
P
Z +1

�1

exp (�t2)
t� z

dt+ 2�i exp [�(!r=k)2]
�
; para zi < 0 : (5:8)

A Fig. 1.a exibe o contorno C para a integra�c~ao da equa�c~ao (5.6) enquanto que para as equa�c~oes (5.7) e (5.8) o
contorno C �e deformado de modo a passar sob o polo, como mostrado nas Figs 1.b e 1.c.

Consideraremos o caso em que a velocidade de fase !r=k para a propaga�c~ao da onda �e muito maior que a
velocidade t�ermica v0 dos el�etrons de modo que a velocidade de fase da onda �e igual �a velocidade de um pequeno
n�umero de el�etrons localizados na cauda da distribui�c~ao maxwelliana.

Se t� jzj podemos expandir o integrando da equa�c~ao (5.5) em potências de t=z e obtemos

W (z) = � 1

z
p
�

Z
1

�1

e�t
2

"
1 +

t

z
+

�
t

z

�2

+

�
t

z

�3

+ : : :

#
dt+ a i

p
� exp [�(!r=k)2] ; (5:9)

a qual �e v�alida para qualquer valor da freq�uência de colis~ao. Na equa�c~ao (5.9) a = 0 para zi > 0, a = 1 para zi = 0
e a = 2 para zi < 0.

Integrando a equa�c~ao (5.9), resulta

W (z) = �1

z

�
1 +

1

2z2
+

1 � 3
4z4

+
1 � 3 � 5
8z6

+ : : :+
(2n� 1))!!

2nz2n
+ : : :

�
+ a i

p
� exp [�(!r=k)2] : (5:10)

Trataremos, em seguida, de cada um dos casos mencionados.

V.1 Amortecimento Colisional

Com � > j!ij e !r=kv0 � 1 a equa�c~ao (5.6) �e escrita, atrav�es da equa�c~ao (5.10) com a = 0, como

W (z) = �1

z

�
1 +

1

2z2
+

1 � 3
4z4

+
1 � 3 � 5
8z6

+ : : :+
(2n� 1))!!

2nz2n
+ : : :

�
: (5:11)

Com o objetivo de comparar as solu�c~oes para o sistema de equa�c~oes (5.1) vamos considerar inicialmente a
propaga�c~ao de ondas longitudinais eletrost�aticas num plasma isot�ermico. Em seguida trataremos da solu�c~ao para o
caso geral.

V.1.1 Propaga�c~ao em um Plasma Isot�ermico

Para um plasma mantido �a temperatura constante temos, da equa�c~ao (5.1):0
B@

k + i�W (z) 2 (1 + i�!)A(z)

i�A(z)
k!

z2
+ 2 (1 + i�!)A(z)

1
CA
 

�n

�vx

!
= 0 : (5:12)

A solu�c~ao n~ao trivial para o sistema de equa�c~oes (5.12) �e obtida igualando-se a zero o determinante dos coe�ci-
entes, o que resulta

k

�
1 + i� ! +

k2

2

�
+
h
!
�
1� �2

�
+ i�

�
1 + !2

�
+ i

�

2
k2
i
W (z) = 0 : (5:13)
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Na equa�c~ao (5.13) o termo independente de W (z) �e da ordem de k3 e o coe�ciente de W (z) �e da ordem de k2;
substituindo W (z) da equa�c~ao (5.11) at�e o termo da ordem de k5, obtemos

1� !2 �
�
3� �2 + 4i�!

�
(� � i!)

2 k2 +
3�

4 (� � i!)
3 k

4 = 0 : (5:14)

Reintroduzindo as grandezas usuais e mantendo os termos at�e a ordem de (kv0=!p)
2, temos

!2 = !2
p

"
1 +

1

2

�
kv0
!p

�2
 
3!2

p + �2 � 2i�!p

!2
p + �2

!#
; (5:15)

d

Figura 1. Contorno de integra�c~ao C para a) zi > 0, b)
zi = 0 e c) zi < 0.

onde �zemos ! = !p no coe�ciente de kv0=!p.
A equa�c~ao (5.15) �e a rela�c~ao de dispers~ao, aproxi-

mada at�e a ordem de (kv0=!p)
2, para um plasma coli-

sional isot�ermico.
Consideremos alguns casos particulares. Se a

freq�uência de colis~ao for muito menor que a freq�uência
de plasma, obtemos

!2 = !2
p

"
1 +

3

2

�
kv0
!p

�2
#
; (5:16)

que �e a rela�c~ao de dispers~ao de Bohm-Gross (5.2),
v�alida para a propaga�c~ao de ondas longitudinais num
plasma rarefeito com velocidades de fase muito maiores
que a velocidade t�ermica dos el�etrons.

Se a freq�uência de colis~ao for muito maior que a
freq�uência de plasma, a equa�c~ao (5.15) se reduz a

!2 = !2
p

"
1 +

1

2

�
kv0
!p

�2
#
; (5:17)

que �e o resultado obtido anteriormente por Thomson e
Thomson[13] utilizando a equa�c~ao de transferência de
Maxwell.

As partes real e imagin�aria da freq�uência angular
s~ao dadas, atrav�es da equa�c~ao (5.15), por

!r = !p

"
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4
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(5:18)

e

!i = �1

2

�
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p

!2
p + �2

!
; (5:19)

onde veri�camos que j!ij=� � 1.

Da equa�c~ao (5.19) concluimos que a m�axima ate-
nua�c~ao para ondas longitudinais que se propagam num
plasma isot�ermico ocorre quando a freq�uência de colis~ao
coincide com a freq�uência de plasma, isto �e

(!i)max = �
�
kv0
!p

�2
!p
4
: (5:20)

A atenua�c~ao das ondas que se propagam �e pequena;
por exemplo, para kv0=!p = 1=10 veri�camos que
(!i)max =!p �e menor que um por cento.

V.1.2 Propaga�c~ao em um Plasma T�ermico

Para um plasma que apresenta 
utua�c~oes na tem-
peratura a solu�c~ao n~ao trivial �e obtida igualando a zero
o determinante dos coe�cientes do sistema de equa�c~oes
(5.1). Com o mesmo argumento que utilizamos para
obter a equa�c~ao (5.14) substituimos a fun�c~ao de dis-
pers~ao de plasma (5.11) at�e o termo de ordem de k9 e
obtemos:
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Reitroduzindo as unidades originais para as freq�uências ! e � e para o n�umero de onda k, aproximando at�e o
termo de ordem (kv0=!p)

2, obtemos a rela�c~ao de dispers~ao
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onde substituimos ! por !p no coe�ciente de (kv0=!p)
2.

Para � � !p a equa�c~ao (5.22) se reduz a

!2 = !2
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�
kv0
!p

�2
#
: (5:23)

No regime de baixas press~oes, com � � !p, a equa�c~ao (5.22) se reduz �a rela�c~ao de dispers~ao de Bohm-Gross
(5.16).

As parte real e imagin�aria da freq�uência angular s~ao dadas, atrav�es da equa�c~ao (5.22), por

!r = !p
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e
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�2 !2
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onde veri�camos que j!ij � �.

Da equa�c~ao (5.25) concluimos que a m�axima ate-
nua�c~ao da onda ocorre quando a freq�uência de colis~ao
�e igual �a freq�uência de plasma, isto �e

(!i)max = �
�
kv0
!p

�2
!p
6
; (5:26)

que �e igual a 2=3 da m�axima atenua�c~ao para o caso
isot�ermico, dada pela equa�c~ao (5.20).

O gr�a�co da Fig. 2 exibe as varia�c~oes dos coe�cien-
tes de 3!p(kv0=!p)

2=4, como fun�c~oes de �=!p, para a
parte real das freq�uências dadas pelas equa�c~oes (5.18)
e (5.24); o valor 1 para este coe�ciente corresponde
�a rela�c~ao de dispers~ao de Bohm-Gross (5.16). As va-
ria�c~oes para a parte imagin�aria !i, das equa�c~oes (5.19)
e (5.25), s~ao mostradas no gr�a�co da Fig. 3.
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Figura 2. Parte real da rela�c~ao de dispers~ao como fun�c~ao
da freq�uência de colis~ao.
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5.2 Amortecimento de Landau

Consideraremos o caso em que a freq�uência de
colis~ao �e menor que a freq�uência de amortecimento
(� < j!ij) e as ondas s~ao fracamente atenuadas (j(� +
!i)=!rj � 1); assim, o polo t� = z est�a localizado
abaixo e pr�oximo do eixo real t, no quarto quadrante
do plano complexo t. Seguindo a prescri�c~ao de Lan-
dau[5], o contorno C para a integra�c~ao da equa�c~ao (5.5)
coincide com o eixo real t sendo deformado para pas-
sar abaixo do polo t = !r=k de modo que a fun�c~ao de
dispers~ao de plasma �e dada pela equa�c~ao (5.7).

Desprezando os termos que envolvem produtos do
n�umero de onda k com a freq�uência de colis~ao �, desde
que k� � 1, podemos escrever a equa�c~ao (5.1) como0
BBBB@

k 2A(z) 0

0
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z2
+ 2A(z) 0

0 2B(z)
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2z4

1
CCCCA
0
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�n

�vx

�T

1
CCA = 0; (5:27)

e, das equa�c~oes (5.7) e (5.11), temos para a fun�c~ao de
dispers~ao de plasma
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2
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: (5:28)

Igualando a zero o determinante dos coe�cientes da equa�c~ao (5.27) e com A(z) dado pela equa�c~ao (4.29), temos

W (z) +
1

z
+

k!

2z2
= 0: (5:29)

Substituindo a equa�c~ao (5.28) na equa�c~ao anterior e reintroduzindo as unidades usuais, obtemos a rela�c~ao de
dispers~ao
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d

onde tomamos ! = !p no segundo membro exceto no
expoente onde usamos a rela�c~ao de dispers~ao (5.16).

Da equa�c~ao (5.30) obtemos para a parte real da
freq�uência

!r = !p
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4

�
kv0
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�2
#
; (5:31)

que �e equivalente �a rela�c~ao de dispers~ao de Bohm-Gross
(5.16); para a parte imagin�aria da freq�uência, obtemos

!i = �� �p� !p
�
!p
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�
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� 3

2

#
:

(5:32)
Os dois termos do lado direito da equa�c~ao (5.32) re-

presentam os diferentes mecanismos de atenua�c~ao para
a onda que se propaga. O primeiro deles representa a
atenua�c~ao devida �as colis~oes entre os el�etrons e os ��ons
constituintes do plasma. O segundo termo representa
um mecanismo ressonante para a transferência de ener-
gia da onda que se propaga para os el�etrons que se mo-
vimentam com velocidades pr�oximas da velocidade de
fase da onda. Este termo, denominado fator de amorte-
cimento de Landau, �e essencialmente o resultado (5.3)
exceto que Landau empregou ! = !p no termo expo-
nencial, de modo que seu resultado �e exp (3=2) ' 4; 48
maior que o resultado mais preciso dado pela equa�c~ao
(5.32)[14].

VI Conclus~oes

Nosso objetivo neste artigo foi obter, atrav�es do mo-
delo BGK para a equa�c~ao de Boltzmann acoplada �as
equa�c~oes de Maxwell, as rela�c~oes de dispers~ao para on-
das eletrost�aticas longitudinais apresentadas nos tra-
balhos cl�assicos de Landau[5] e de Bathnagar, Gross
e Krook[9], de uma maneira simples e consistente. O
resultado obtido mostra que a onda que se propaga �e
atenuada por colis~oes entre el�etrons e ��ons bem como
por um mecanismo de transferência de energia da onda
para os el�etrons que se movimentam com velocidades
pr�oximas da velocidade de fase da onda.

Desta forma, este artigo constitui uma excelente
aplicac~ao para os alunos iniciados em teoria cin�etica de
gases e eletromagnetismo, no n��vel dos cursos de gra-
dua�c~ao, bem como aos interessados no estudo de f��sica
de plasmas.
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