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Neste artigo apresentamos uma descri¢do cinética com base no modelo BGK com o objetivo de
estudar a propagacao de ondas longitudinais num plasma colisional e isotrépico. Somente o movi-
mento dos elétrons é considerado e as colisoes entre os elétrons e os fons sao descritas através de
um termo de relaxacdo. Obtemos uma relacdo de dispersao que depende da freqiiéncia de colisao

bem como do fator de amortecimento de Landau.

In this paper a kinetic description based on the BGK model is developed to study the propagation
of longitudinal waves in a collisional and isotropic plasma. Only electron motions are considered
and the collisions between electrons and ions are represented by a relaxation term. We obtain a
dispersion relation which depends on the collision frequency and on the Landau damping.

I Introducao

O termo plasma foi introduzido na Fisica por Tonks
e Langmuir[1] para designar um sistema formado por
particulas carregadas em movimento e que interagem
entre si através de forgas eletromagnéticas.

O plasma é considerado o quarto estado da matéria,
podendo ser obtido da seguinte forma: aquecendo um
solido obtemos um liquido, aquecendo o liquido obte-
mos um gas e, finalmente, aquecendo o gas obtemos o
plasma.

A importancia do estudo de sistemas no estado de
plasma torna-se evidente ao considerarmos que 99 % do
universo conhecido encontra-se no estado de plasma.

Um plasma pode ser -caracterizado por dois
parametros: a densidade de numero de particulas
n (ndmero de particulas por unidade de volume) e
a temperatura 7' do plasma. Valores tipicos destes
parametros cobrem varias ordens de grandeza. Por
exemplo, para plasmas utilizados em fusdo termonu-
clear temos n ~ 10>2m~3 e T ~ 108 K; para a ionos-
fera, que é a camada de plasma que envolve 0 nosso
planeta, temos n ~ 102 m~3 e T' ~ 10% K[2].

Atualmente plasmas sao produzidos em laboratério
com o objetivo de estudar suas propriedades fundamen-
tais e também para futuras aplicacoes tecnoldgicas. As-
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sim, por exemplo, sao objeto de pesquisa: o gerador
magneto-hidrodinamico, que converte energia cinética
de um plasma em energia elétrica bem como o pro-
cesso inverso, em que energia elétrica é transformada
em energia cinética de um plasma com a perspectiva de
utiliza-lo na propulsdo de foguetes|[3].

As separagOes de cargas que ocorrem em plasmas
originam forcas restauradoras que criam modos coleti-
vos de oscilagao com freqiiéncias préoximas da freqiiéncia
de plasma. Estas oscilagoes longitudinais de carga fo-
ram descritas primeiramente por Tonks e Langmuir([1].

Vlasov[4] abordou o problema da propagacao de on-
das longitudinais em plasmas sob o ponto de vista da
teoria cinética, com base numa equacao de Boltzmann
nao-colisional, tendo obtido uma relagdo de dispersao
para o caso em que a velocidade térmica dos elétrons
é muito menor que a velocidade de fase da onda. Esta
condicao equivale a considerar a propagacao no limite
de comprimentos de onda muito maiores que o compri-
mento de Debye.

Landau[5] mostrou que, mesmo na auséncia de co-
lisbes entre as particulas constituintes do plasma, as
ondas longitudinais que se propagam sao atenuadas.
Esta atenuacao é conhecida na literatura como amor-
tecimento de Landau. Segundo Bohm e Gross[6] hd
um mecanismo ressonante de transferéncia de energia
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da onda que se propaga para os elétrons térmicos do
plasma que se movimentam com velocidades proximas
da velocidade de fase da onda. A importancia do
amortecimento de Landau se estende além da fisica
de plasmas e se aplica aos campos mais diversos; em
biologia, por exemplo, é empregado no estudo da luz
emitida por vaga-lumes[7] e nas descargas periddicas
de marca-passos utilizados no controle de batimentos
cardfacos|8].

Do ponto de vista da teoria cinética de gases e
com base na equacao de Boltzmann, a abordagem ma-
tematica dos fendmenos que ocorrem em gases é sem-
pre complexa desde que ela envolve a solugao de uma
equagao integro-diferencial. Para contornar esta di-
ficuldade Bathnagar, Gross e Krook[9] apresentaram
um método de solugdo, conhecido na literatura como
método BGK, no qual o operador colisional da equagdo
de Boltzmann é substituido por um termo de relaxacao
mais simples; este termo contém um parametro que
representa a freqiiéncia das colisdes bindrias entre as
particulas constituintes do gas de modo que o seu in-
verso representa o intervalo de tempo entre duas co-
lisdes sucessivas de uma particula do gis. Bathna-
gar, Gross e Krook, dentre outros resultados, obtive-
ram relagoes de dispersao para a propagacao de ondas
longitudinais eletrostaticas com pequenas amplitudes
num plasma homogéneo e isotrépico, que dependem
da freqgiiéncia de colisdo. O calculo desenvolvido, ba-
seado numa teoria cinética com cinco campos escala-
res (densidade de ndmero de particulas, velocidade hi-
drodindmica e temperatura), é extenso e os resultados
sao bastante gerais abrangendo tanto gases ionizados
quanto gases neutros.

Neste artigo mostramos que as relacoes de dispersao
para ondas longitudinais eletrostaticas em plasmas,
apresentadas em[9], podem ser obtidas de uma ma-
neira simples através de uma teoria cinética com base
no modelo BGK para a equacdo de Boltzmann, com
cinco campos escalares acoplados as equagoes de Max-
well. Obtemos uma matriz que contém os parametros
do plasma e da onda que se propaga sendo que o
célculo do determinante desta matriz permite determi-
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nar as relagoes de dispersdo. A abordagem adequada da
funcdo de dispersdo de plasma, como sugerido por Lan-
dau[5], conduz a um segundo modo de amortecimento
da onda representado pelo fator de amortecimento de
Landau. Assim, nossos resultados englobam dois me-
canismos fundamentais de amortecimento para a onda
que se propaga: o amortecimento colisional e o amor-
tecimento de Landau.

II Modelo BGK para a
Equacao de Boltzmann

Na descri¢do da propagacgao de ondas longitudinais tra-
taremos o plasma como sendo constituido de elétrons
e uma unica espécie de ions. Para ondas com altas
freqiiéncias podemos considerar os ions em repouso de
modo que a fungdo de distribuicdo para os ions é in-
variavel na posicdo e no tempo. O estado do plasma
serd entao descrito por uma funcao de distribuicao para
os elétrons f(x,c,t) tal que f(x,c,t) dc fornece, no
instante ¢, o nimero de elétrons com velocidades entre
c e ¢ + dc, em torno do ponto x. A funcido de distri-
buicao para os elétrons satisfaz a equacgdo de Boltzmann
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onde e é a carga fundamental, m a massa do elétron,
E;(x,t) é o campo elétrico e B;(x,t) a indugdo
magnética associados as distribuicoes de cargas e cor-
rentes no plasma; C (f) denota o termo colisional da
equacao de Boltzmann.

Do ponto de vista matemaético, a solucdo da equagao
de Boltzmann é complexa devido & dificuldade na de-
terminacdo do termo colisional C (f). Para contorna-la
utilizaremos o modelo BGK para a equacdo de Boltz-
mann[9], com o termo colisional dado por

c(h)=-v[fxet-fOxen], (22

onde v é a freqiiéncia de colisdo entre elétrons e ions,
considerada constante, e

FO (x,¢,t) = n (x,1) (WM)B/Z exp < 21@;((;;, ))> (2.3)

t) e T (x,t) representam,

respectivamente, a densidade de nimero de elétrons e a temperatura do plasma, C; (x,t) = ¢;—v; (x,t) é a velocidade
peculiar dos elétrons, v; (x,t) é a velocidade hidrodinamica dos elétrons e kg é a constante de Boltzmann.
Com a equagdo (2.2) a equacao de Boltzmann (2.1) pode ser escrita como
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O campo elétrico E;(x,t) e a inducdo magnética
B;(x,t) obedecem as equagbes de Maxwell que, no Sis-
tema Internacional de Unidades, sao escritas como

8Ei _ £ e BEk _ _BBi
or; ey’ ik oz; Ot
oz, ) Eijk 8:vj HoJi + oo ot ’

(2.5)
com as densidades volumétrica de cargas e superficial
de correntes dadas, respectivamente, por

Q(X7 t) = Z qana(x, t) )

Ji(x,t) = Z Gana (X, t)vie (%, 1), (2.6)

@

onde o indice a denota elétrons ou ions.

I11 Campos Basicos e Linea-
rizagoes

Caracterizamos o estado macroscopico do plasma pe-
los campos de densidade de nimero de elétrons n(x, t),
velocidade hidrodinamica dos elétrons v;(x,t) e tempe-
ratura do plasma T'(x,t), definidos por

n(x,t) = [ Foxe,t)de. (3.1)

1

)

/cif(x,c,t) dc, (3.2)

2 1
T(x,t) = m/imcaf(x,c,t) de.  (33)

]

Para estados préximos do equilibrio a funcao de dis-
tribuicao para os elétrons pode ser escrita como

f(X, C, t) = ’I’Lofo(C)[]. + fi (X> C, t)]7 (34)

onde ng ¢ a densidade de numero de elétrons no
equilibrio,

B m 3/2 me? 35
ﬁ@—(%gﬁ) mpﬁb@%) (3.5)

é a funcido de distribuicilo Maxwelliana global e

fi(x,c,t) é uma perturbacdo de primeira ordem para
folc).

Substituindo a equacdo (3.4) nas equagbes (3.1) a
(3.3) obtemos os campos bésicos linearizados, dados por

n(x,t) = noll + n(x,t)], (3.6)
v (x,t) = w¥(x,1), (3.7)
T(X7 t) = TO[]- + T(Xa t)] ) (38)

onde vy = (2kpTy/m)/? é a velocidade térmica dos
elétrons e as perturbacoes de primeira ordem para os
campos basicos sao

i, 1) = / Fo(0) 1 (x, ¢, 8) de, (3.9)

B (x, 1) = / VBocifo@fi(x,c,t)de,  (3.10)

T(x,t) = ;/ (Bm}z — g) fole) fi(x,c,t)de, (3.11)

com o parametro 3y = 1/v3.
A funcdo de distribui¢do de equilibrio local (2.3) li-
nearizada, através das equagoes (3.6) a (3.8), resulta

. AN .
FO(x, ¢ t) = nofo [1 + i+ (Bocz - 5) T+ 2\/Bocivi] ) (3.12)
A equacdo cinética (2.4) linearizada, através das equacoes (3.4) e (3.12), é dada por
0 0 . . 3\ - e ~
% + ¢ af:li Yufi=v [n +24/Bycili + <[30c2 - 5) T} - 2=fociy, (3.13)

e as perturbacoes do campo elétrico Ei(x,t) e da inducao magnética Bi(x,t), nulas no equilibrio, satisfazem as

equagoes de Maxwell (2.5) linearizadas

BEz €ENg . c

= ——n, g = —
ox; €0 igk 0x;
0B,
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] (3.14)
B OFE;
—Ho€enovoU; + Hoﬁo—at .
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A determinacdo dos campos basicos (3.6) a (3.8) re-
quer o conhecimento da funcio fi(x,¢,t) a qual pode
ser obtida da solucao das equagdes (3.13) e (3.14). Para
isso necessitamos de um modelo para as perturbacoes,
o qual sera introduzido na secao seguinte.

IV Solucoes para Ondas
Harmonicas Planas com Pe-
quenas Amplitudes

Iremos considerar que as perturbacoes se propagam no

plasma como ondas planas com pequenas amplitudes,
numero de onda k e freqiiéncia angular w. Assim,

n(x,t) = nexp[i(kjz; —wt)], (4.1)
vi(x,t) = viexp[i (kjz; —wt)] , (4.2)
T(x,t) = Texp[i (kjz; —wt)], (4.3)
Ei(x,t) = Ejexp[i (kjz; — wt)] , (4.4)

Bi(x,t) = Biexp i (kja; — wt)] , (4.5)

fix,e,t) = fi (c)exp i (kjz; —wit)] . (4.6)

Com as equagdes (4.1) a (4.6), a equagdo cinética

(3.14) pode ser escrita como

(w— kic; +iv) fi (c) = iv [ﬁ, + 2\/Boci17i

. 3\ - _
n <Bocz - —> T} 2B i (4.7)
2 m
Para as equagoes de Maxwell (3.14), temos
ki =i, (4.8)
€o
ik;B; =0, (4.9)

- 1
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EijkkjEk = wBi ) (410)
5ijkijk = —ilpengol; — /loé‘owEi . (411)

Eliminando B; das equagoes (4.10) e (4.11), obtemos

[(u060w2 - kz) 6ij + kzk]] Ej = i lpenoVow ;. (412)

Sem perda de generalidade iremos considerar o eixo
dos z como sendo a direcao de propagacao; neste caso,
as componentes para o campo elétrico sao dadas por

E, =iZ%5, (4.13)
Eo W
= . Mo€MoUo W _
B, = Hooth® 4.14
Y pogo w? — k2 KX (4.14)
B, = Moo (4.15)

— 5 5 Uz
Ho€o w? — k2

Por outro lado, das equagoes (4.9) e (4.10) obtemos

as correspondentes componentes da inducao magnética

B, =0, (4.16)
_ k
By =——F., (4.17)
_ k-
B.="E 4.1
2= Sy (4.18)

As equagoes (4.13) e (4.16) representam as compo-
nentes do campo elétrico e da inducao magnética para a
propagacao de ondas longitudinais eletrostaticas; as de-
mais componentes representam ondas eletromagnéticas

fi(e) = I — {z’u {n + 2/ Bycit; + <ﬂ0c2 - g) T]

—Cy Uy

n 2e%ng vy By {
Eow

m

Introduzindo as quantidades adimensionais

kv
Ci =/ ByCis F=70

_1+4R Wp
T v

onde ¢ = (1/poeo)/?

elétrons, a equacao (4.19) pode ser escrita como
- iR
file) = —m

Ho€o w?

transversais.

Eliminando as componentes do campo elétrico na
equagdo (4.7), através das equagoes (4.13) a (4.15), ob-
temos

w
n “07_1& (cyy + czvz)] } . (4.19)
R=Z,
w
(4.20)
2
w

. . c ; /2, n
é a velocidade da luz no vicuo e w, = (noez/som) / é a freqiiéncia de plasma para os

{n+2[(1-iR¢) Crty,
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+ (1 —iRCAW)) (Cy, + C.12)] + (02 - %) T} . (4.21)

Substituindo as equacoes (4.1) a (4.3), (4.6) e (4.21) nas equagdes (3.9) a (3.11) e realizando as integragoes nas
velocidades, obtemos o seguinte sistema de equacoes para as amplitudes das perturbacoes:

L +iRW(2)] 7+ 2iR (1 —iR¢?) (z2W () + 1) B,

+iR Kz - %) W(z) + z} T=0, (4.22)

iR W (2) + 1A+ [T+ 2iRz (1 —iR¢?) (zW(2) + 1)] 7,

+iRz [(z - %) W(z) + z} T=0, (4.23)

(e oo (oo o

{3m[(z . +Z>W( )+z< —1>]+F}T:0. (4.24)

Ao realizarmos as integragoes introduzimos a fungio

[\]

e ¢] tn t2
Zn(2) / texp(=t]) .\ (4.25)
\/_ t—=z
onde t = ¢, /vy e a féormula de recorréncia
An
Zny1 (Z) = Zn(z) + ﬁa (426)

onde o
n .
Ap — { F(T); ’se n é par
0, se n é impar
e I'(n) é a fungdo gama.
A fungdo de dispersdo de plasma W (z) estd relacionada & equagao (4.25) por

W) = Z(2) = 2= / exf_ . (4.27)
E importante observar que as integracoes das equagdes (3.9) a (3.11) nas componentes das velocidades cy € Cs,
onde f;(c) é dada pela equacdo (4.21), resultam nulas; assim, as componentes (4.14) e (4.15) do campo elétrico e
as componentes (4.17) e (4.18) da indugdo magnética ndo contribuem para o sistema de equagdes (4.22) a (4.24) o
qual representa, portanto, a propagacdo de ondas longitudinais eletrostaticas.
O sistema de equacoes (4.22) a (4.24) pode ser escrito na forma matricial Mx = 0, ou

L +iRW(z) 2iR (1 —iR¢?) A(2) iRB(z) il
iRA(z) L +2iR (1 —iR¢?) A(2) iRzB(z) v, | =0, (4.28)
2iRB(z) iRz (1-R¢?)B(z) 2iRC(z)+ & T
onde
A(z) =W (z) + 2
Be) = (153 W + 7, (429)

1 ) 1 1
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O sistema de equacoes (4.28) admite solugdo nao
trivial se det[M] = 0. Com esta condi¢do podemos ob-
ter as relacoes de dispersao para a propagacao de ondas
longitudinais eletrostaticas no plasma, da qual tratare-
mos na proxima segao.

]
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V  Propagacao de Ondas Planas
Longitudinais Eletrostaticas
As relagoes de dispersdao w = w(k) ou k = k(w) para on-

das longitudinais eletrostéticas podem ser obtidas pela
resolucdo do sistema de equagdes (4.28)

k+iviW(z) 2(1+ivw) A(z) ivB(z) 5
iwwA(z) ]Z—j +2(1+ivw) A(2) ivB(z) 3, | =0 (5.1)
ivB(z) 2 (1 + ivw) B(z) iwvC(z) + % T

Na equacdo (5.1) introduzimos grandezas adimensio-
nais com a freqiiéncia angular w e a freqiiéncia de co-
lisao v em unidades da fregiiéncia de plasma w, e o
ndmero de onda k em unidades de wy,/vy de modo que
z =i (v —iw) /k. Antes de resolvermos a equagdo (5.1)
830 necessarias algumas consideracoes sobre a funcio
de dispersdo de plasma W(z), definida pela equacgao
(4.27), a qual apresenta singularidades para valores de
z no eixo real ¢t (t* = z). De modo geral esta integral
deve ser calculada numericamente e seus resultados sdo
apresentados por Fried e Conte[10].

Para ondas que se propagam com velocidade de fase
muito maior que a velocidade térmica dos elétrons num
plasma nao-colisional podemos expandir o integrando
da equagdo (4.27) em poténcias de k¢, /w. Vlasov[4]
tomou o valor principal de Cauchy da integral e igno-
rou o polo. De modo andlogo, Bohm e Gross[6] ndo
consideraram a contribuicao a integral das particulas
com velocidades na vizinhanca do polo. O resultado
obtido, aproximado até a ordem de (kvp/w,)?, é dado

por
3 (kuw\’

1+ — 2

H(w,,)]’ (5.2

e denominado de relagdo de dispersdao de Bohm-Gross,
a qual é valida para a propagacdo de ondas com A >
Ap onde A\p = (gokpT/noe?)'/? é o comprimento de
Debye.

Landau[5] mostrou que o fato de considerarmos o
polo para t* = z na integragdo da equagdo (4.27) con-
duz a uma profunda modificacdo na relagdo de dis-
persdo (5.2), a qual ndo é prevista pela teoria de flui-
dos. Ela introduz o fendmeno conhecido na literatura
como amortecimento de Landau, que consiste na ate-
nuacao da amplitude da onda que se propaga embora

]

2,2
w” >~ wy

lim o 710(:6)

e=0t J_oo T —x9 Fic

as colisoes dos constituintes do plasma nao sejam con-
sideradas. O resultado obtido por Landau para a parte
imagindria da freqiiéncia angular é

() [ @]

sendo |w;/wp| < 1 desde que |kvp/wp| < 1. A va-
lidade desta equagdo foi verificada experimentalmente
por Derfler e Simonen[11].

Iremos considerar que o plasma experimenta uma
pertubacao sinusoidal com ntimero de onda real k e
freqiiéncia angular complexa w = w, + iw;. Para ondas
temporalmente amortecidas temos w; < 0 de modo que
a parte imagindria de z, z; = (v — |w;|)/k, serd posi-
tiva se v > |w;| ou negativa se v < |w;|. O primeiro
caso, no qual predomina a freqiiéncia de colisao sobre a
freqiiéncia de amortecimento, denominaremos de amor-
tecimento colisional e no segundo, no qual predomina
a freqliéncia de amortecimento sobre a freqiiéncia de
colisao, denominaremos de amortecimento de Landau.

Para analisarmos a integracao da equagio (4.27) ao
longo do eixo real ¢, consideraremos as trés situacoes
possiveis para a parte imagindria de z. Para z; > 0,
que corresponde ao amortecimento colisional, W (z) é
uma funcao analitica no primeiro quadrante do plano
complexo t. Para z; = 0, hd um polo para t = w,./k no
eixo real t e W (z) nao é uma funcdo analitica para este
ponto.

Para continuarmos W (z) analiticamente para o
quarto quadrante do plano complexo ¢, onde z; < 0
e que corresponde ao amortecimento de Landau, con-
sideremos as integrais de Plemelj[12] para a integracao
com polos em & = zy % &, préximos do eixo real x,

dazzP/Mdazj:mf(azo), (5.4)
r — To
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onde o primeiro termo do lado direito representa o valor principal de Cauchy para a integral e o segundo termo
representa as contribuigdes dos polos acima (+¢) ou abaixo (—¢) do eixo z. A equagdo (5.4) exibe a descontinuidade
de f(z) através do eixo real # com um salto igual a —27if(xo).

Os trés casos para a integragdo da equagdo (4.27) podem resumidos no contorno C, prescrito originalmente por
Landau[5] e mostrado na Fig. 1, tal que

\F/ exf;_z (5.5)

de modo que

+oo eXp t2
(2) \/—/ p— dt, para z; >0, (5.6)
+0o0 2
{P/ exi)_zt dt + imexp [_(wr/k)2]:| , para z; =0, (5.7)
+o0o 42
L71' {P/ %dt'*' 2mi exp [_(wr/k)z]] , para z; <0. (5.8)

A Fig. 1.a exibe o contorno C para a integracdo da equagdo (5.6) enquanto que para as equacoes (5.7) e (5.8) o
contorno C é deformado de modo a passar sob o polo, como mostrado nas Figs 1.b e 1.c.

Consideraremos o caso em que a velocidade de fase w,/k para a propagagdo da onda é muito maior que a
velocidade térmica vy dos elétrons de modo que a velocidade de fase da onda é igual a velocidade de um pequeno
numero de elétrons localizados na cauda da distribuicdo maxwelliana.

Se t < |z| podemos expandir o integrando da equacdo (5.5) em poténcias de t/z e obtemos

. el (Y ()
2T z z z

a qual é vélida para qualquer valor da freqiiéncia de colisdo. Na equagdo (5.9) a = 0 para z; >0, a = 1 para z; =0
ea =2 para z; <0.
Integrando a equacao (5.9), resulta

_¢2

dt + aiy/Texp [—(w./k)?], (5.9)

1 1 1-3 1:-3:5 (2n — 1) . 9
W(Z)——; (1+g+m+v+...+w+...> +az\/7_rexp[—(wr/k) ] (5.10)

Trataremos, em seguida, de cada um dos casos mencionados.

V.1 Amortecimento Colisional

Com v > |w;i| e w./kvp > 1 a equagdo (5.6) é escrita, através da equagao (5.10) com a = 0, como

1 1 1-3 1-3:5 (217,—1))!!
W(Z):——<1+@+E+ 46 +...+W+... . (511)

Com o objetivo de comparar as solucOes para o sistema de equacoes (5.1) vamos considerar inicialmente a
propagacao de ondas longitudinais eletrostaticas num plasma isotérmico. Em seguida trataremos da solucao para o
caso geral.

V.1.1 Propagacao em um Plasma Isotérmico

Para um plasma mantido & temperatura constante temos, da equagdo (5.1):

(5.12)

k+ivW(z) 2 (1 +ivw) A(z) ( i >
=0

ivA(z) ke +2(1+ivw) A(z)

Uz
22

A solugdo nao trivial para o sistema de equagdes (5.12) é obtida igualando-se a zero o determinante dos coefici-
entes, o0 que resulta

k <1 +ivw+ %2> + w1 =) +iv (1+02) +igk| W(2) = 0. (5.13)
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Na equagdo (5.13) o termo independente de W (z) é da ordem de k® e o coeficiente de W (z) é da ordem de k?;
substituindo W (z) da equagao (5.11) até o termo da ordem de k°, obtemos

,  (3—12 +divw) 12 3v ot

1—w’ — -

(v —iw)?

=0. 5.14
4 (v —iw)® (5:14)

Reintroduzindo as grandezas usuais e mantendo os termos até a ordem de (kvp/wp)?, temos

2,2
w—wp

a) Im(t)
z
______ C |
Re(t)
b) Im(t)

C z
____________ T T Re)
c) Im(t)

C
________________ T T Re

\_ZI

Figura 1. Contorno de integragdo C para a) z; > 0, b)
zi=0ec) z <0.

onde fizemos w = w) no coeficiente de kvy/wp.

A equagdo (5.15) é a relacdo de dispersdo, aproxi-
mada até a ordem de (kvp/w,)?, para um plasma coli-
sional isotérmico.

Consideremos alguns casos particulares. Se a
frequéncia de colisdo for muito menor que a freqiiéncia
de plasma, obtemos

. ko \
S l1+§<ﬂ> ] |
2\ wp

(5.16)

1+1<@)2<
2 \wp

2 2
wp—f—u

3w2 + 1?2 — 2ivw
L ”)] , (5.15)

que é a relacdo de dispersio de Bohm-Gross (5.2),
valida para a propagacao de ondas longitudinais num
plasma rarefeito com velocidades de fase muito maiores
que a velocidade térmica dos elétrons.

Se a freqliéncia de colisdo for muito maior que a
freqiiéncia de plasma, a equagdo (5.15) se reduz a

1 (kv \?
wW=w 1422 ,
P 2\ wp
que ¢ o resultado obtido anteriormente por Thomson e

Thomson[13] utilizando a equagdo de transferéncia de
Maxwell.

(5.17)

As partes real e imagindria da freqiiéncia angular
sdo dadas, através da equagdo (5.15), por

1 kUO 2 3w12)+1/2
L+l o) Ve
4\ wy wy + v

1 (kv 2 wa,
= (22 — P 5.19
wz 2 < p > ( g I/2 ) ( )

onde verificamos que |w;|/v < 1.

Da equacao (5.19) concluimos que a mixima ate-
nuacao para ondas longitudinais que se propagam num
plasma isotérmico ocorre quando a freqiiéncia de colisdo
coincide com a frequiiéncia de plasma, isto é

kv 2w
Nk

A atenuacio das ondas que se propagam é pequena;
por exemplo, para kvy/w, = 1/10 verificamos que
(Wi)ae /Wp € menor que um por cento.

(5.18)

Wr = wp

(5.20)

V.1.2 Propagacao em um Plasma Térmico

Para um plasma que apresenta flutuagdes na tem-
peratura a solucao nao trivial é obtida igualando a zero
o determinante dos coeficientes do sistema de equacoes
(5.1). Com o mesmo argumento que utilizamos para
obter a equagdo (5.14) substituimos a funcdo de dis-
persdo de plasma (5.11) até o termo de ordem de k° e
obtemos:
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-5 (25) 560 w0 (1)

1/ k \* 512 2\ 1%
+Z <ll—iw> |:l/ <14—?—33w > =+ ww (15—T>:| —0 (521)

Reitroduzindo as unidades originais para as freqiiéncias w e v e para o nimero de onda k, aproximando até o
termo de ordem (kvg/wyp)?, obtemos a relagdo de dispersao
2 .
5 (v 4 v
+-(—=) —=—|}, (5.22)
9 \wp 9 wp

3 (kw\’ wd
2 _ 2 0 p
v —wp{1+§ (%) 3+
p P
onde substituimos w por wy, no coeficiente de (kvy/w,)?.
Para v > w, a equagio (5.22) se reduz a

. . 5 k’U() 2
2 2
W =w, ll + 5 <—p > ] . (5.23)

No regime de baixas pressdes, com v < wp, a equacdo (5.22) se reduz & relagdo de dispersdo de Bohm-Gross
(5.16).
As parte real e imaginéria da freqliéncia angular sdo dadas, através da equagao (5.22), por

3 (ku 2 w? 5/v)\°
.= 1+2 (=) —2— g , 24
w wp{ +4<w,,> 2+ ) +3 o (5.24)

€ \\
= \\ — — Plasma Isotermico
@c \ —— Plasma Termico
2 2 < N\
1 (kuy wp v < 075 .
Wp (wp +v ) e AN
[} N
° N
Q N
g 0.5 \\\
S T
onde verificamos que |w;| <K v. 3 ]
(@]
0.25

Da equagdo (5.25) concluimos que a méxima ate-
nuacao da onda ocorre quando a freqiiéncia de colisao vio,
é igual a freqiiéncia de plasma, isto é

o
-
N
w
N
o

Figura 2. Parte real da relacdo de dispersao como funcao
da freqiiéncia de colisao.

2
kv w 06
_ P
(Wi)maz =\ o (5-26) =
Wp 6 2 05 _ — — Plasma Isotermico
= e N —— Plasma Termico
= / N
sa04 // \\\
que ¢ igual a 2/3 da méxima atenuacdo para o caso S TS
isotérmico, dada pela equagao (5.20). : / TS
02y / T
O gréfico da Fig. 2 exibe as variacoes dos coeficien- £ /
2 = 2 /
tes de 3wp(kvy/wp)?/4, como funcdes de v/wp, para a go1y,
parte real das freqiiéncias dadas pelas equagdes (5.18) S o
e (5.24); o valor 1 para este coeficiente corresponde 0 1 2 ’ 3 4 5
N ~ . ~ VIi®,
a relagdo de dispersdo de Bohm-Gross (5.16). As va- P
riagOes para a parte imaginéria w;, das equagoes (5.19) Figura 3. Atenuacao de ondas longitudinais como funcao

e (5.25), sdo mostradas no grafico da Fig. 3. da freqiiéncia de colisdo.
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5.2 Amortecimento de Landau

Consideraremos o caso em que a freqiiéncia de
colisdo é menor que a freqiiéncia de amortecimento
(v < |wil|) e as ondas sdo fracamente atenuadas (|(v +
wi)/wr| < 1); assim, o polo t* = z estd localizado
abaixo e préximo do eixo real ¢, no quarto quadrante
do plano complexo ¢t. Seguindo a prescricdo de Lan-
dau[5], o contorno C' para a integracao da equacao (5.5)
coincide com o eixo real ¢ sendo deformado para pas-
sar abaixo do polo t = w,/k de modo que a func¢do de
dispersao de plasma é dada pela equagdo (5.7).

1

3
W= (ie b 2

z

) + /T exp [— (wr/k)z} .
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Desprezando os termos que envolvem produtos do
numero de onda k com a freqiiéncia de colisdo v, desde
que kv < 1, podemos escrever a equagao (5.1) como

k 2A(z) 0 _
l
kw
0 Z_2+2A(Z) 0 v, | =0, (5.27)
3k T

e, das equagoes (5.7) e (5.11), temos para a func¢io de
dispersao de plasma

(5.28)

Igualando a zero o determinante dos coeficientes da equagdo (5.27) e com A(z) dado pela equagdo (4.29), temos

= =0. (5.29)

Substituindo a equagdo (5.28) na equacdo anterior e reintroduzindo as unidades usuais, obtemos a relagdo de

dispersao

. kv \”
wzzwﬁ{l-l-%(ﬂ) -2
2 \wp

onde tomamos w = w, no segundo membro exceto no
expoente onde usamos a relagio de dispersao (5.16).
Da equacdo (5.30) obtemos para a parte real da

freqiiéncia
koo \ 2
wr:wp [1+§ <ﬂ> ‘| 7
4\ wp

que é equivalente a relacio de dispersdo de Bohm-Gross
(5.16); para a parte imagindria da freqiiéncia, obtemos

_ wyp ’ wp >3
w; = —v—Tw, <k_vo> exp |— <k_v0> -3
(5.32)
Os dois termos do lado direito da equacao (5.32) re-
presentam os diferentes mecanismos de atenuacao para
a onda que se propaga. O primeiro deles representa a
atenuacao devida as colisoes entre os elétrons e os ions
constituintes do plasma. O segundo termo representa
um mecanismo ressonante para a transferéncia de ener-
gia da onda que se propaga para os elétrons que se mo-
vimentam com velocidades préximas da velocidade de
fase da onda. Este termo, denominado fator de amorte-
cimento de Landau, é essencialmente o resultado (5.3)
exceto que Landau empregou w = w, no termo expo-
nencial, de modo que seu resultado é exp (3/2) ~ 4,48
maior que o resultado mais preciso dado pela equagao
(5.32)[14].

(5.31)

o) ) -3

(5.30)

VI Conclusoes

Nosso objetivo neste artigo foi obter, através do mo-
delo BGK para a equacdo de Boltzmann acoplada as
equacoes de Maxwell, as relacoes de dispersao para on-
das eletrostaticas longitudinais apresentadas nos tra-
balhos classicos de Landau[5] e de Bathnagar, Gross
e Krook[9], de uma maneira simples e consistente. O
resultado obtido mostra que a onda que se propaga é
atenuada por colisdes entre elétrons e fons bem como
por um mecanismo de transferéncia de energia da onda
para os elétrons que se movimentam com velocidades
proximas da velocidade de fase da onda.

Desta forma, este artigo constitui uma excelente
aplicacdo para os alunos iniciados em teoria cinética de
gases e eletromagnetismo, no nivel dos cursos de gra-
duacao, bem como aos interessados no estudo de fisica
de plasmas.
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