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A covariancia da equacido de d’Alembert para fendmenos actsticos, descritos por ondas mecénicas em uma
ou trés dimensbes espaciais, sob as transformagoes de Galileu, é demonstrada sem a necessidade de abandonar
a hipdtese de que o tempo é absoluto na Mecéanica Classica. Isto s6 é verdade se e somente se a velocidade de
fase do som depender da velocidade do observador. Por outro lado, mostra-se também que a mesma equacio
de d’Alembert é covariante sob as transformacoes de Lorentz se e somente se a velocidade de fase da luz nao
depender do observador.
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The covariance of the d’Alembert equation for acoustic phenomena, described by mechanical waves in one
or three spatial dimensions, under Galilean transformations, is demonstrated without the need to abandon the
hypothesis that time is absolute in Classical Mechanics. This is true only if and only if the phase velocity of sound
depends on the velocity of the observer. On the other hand, it is also shown that the same d’Alembert equation is
covariant under Lorentz transformations if and only if the phase velocity of light does not depend on the observer.
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propagation.

1. Introducao

Originalmente, o matematico francés Jean le Rond
d’Alembert, derivou, em 1747, uma equacio diferen-
cial parcial, da qual se obtém a solucdo geral para
a propagacao de onda unidimensional, considerando o
problema de uma corda vibrante [IH3]. Com o tempo,
ficou conhecida pelo seu sobrenome e passou a ter varias
aplicagoes fisicas em Acustica. De um ponto de vista
mais prético, é eficazmente utilizada no levantamento
sismico e na previsao do comportamento do mar em um
tsunami, ou ainda em diagndsticos médicos detalhados
usando tecnologia de ultrassom. Do ponto de vista
da Fisica Bésica, é importante ter consciéncia do fato
de, sendo a Acustica um ramo da Mecanica e sendo
vy K ¢, em que vg é velocidade de fase do som e ¢, a
da luz, deve-se esperar que a equacao de d’Alembert,
aplicada aos fendmenos acusticos, seja covariante em
relagdo as transformacoes de Galileuﬂ Cabe lembrar que

*Endereco de correspondéncia: [francisco.caruso@gmail.com

1 As transformacdes de Galileu siao as equacdes bem conhecidas
que relacionam as coordenadas espago-temporais em dois sistemas
associados a referenciais inerciais distintos, quando as velocidades
relativas entre os referenciais sdao muito menores que a velocidade
da luz no vacuo.
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a covariancia de uma equacao nao deriva, necessaria-
mente, da invaridncia de seus termos. Diz-se de uma
equagao que ela é covariante com relacdo a uma dada
transformagao quando as mudancas de seus termos sao
tais que a forma da equacdo é mantida, mesmo que seus
termos nao sejam invam’antesﬂ

Em 2023, foi afirmado em um trabalho publicado que,
no caso da Acustica, a equagdo de d’Alembert ndo é
covariante pelas transformacoes de Galileu, levando os
autores a modificar essas transformagoes [4]. Entretanto,
em 2024, veio a luz outro artigo mostrando que isso nao
é verdade [5]. Foi esse embate que serviu de motivagao
para a elaboracdo desse artigo didatico, ampliando a
discussao.

Por outro lado, o fisico escocés James Clerk Maxwell,
tal qual todos os seus predecessores e contemporaneos
que se dedicaram aos estudos da eletricidade e do mag-
netismo, buscou, de algum modo, compatibilizar a des-
cricdo desses fendmenos com um modelo mecénico, que
dependia da aceitagdo de um meio (fluido, para alguns

2 No presente trabalho, considera-se que, além das grandezas
dindmicas, os pardmetros que caracterizam os sistemas e os
fenémenos fisicos, como a frequéncia ou a velocidade de fase de
uma onda harmoénica, ndo sdo necessariamente constantes para
qualquer referencial inercial.
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e solido para outros) imponderdvel, mas eldstico, per-
meando todo o espago: o éter luminifero [6]. A hipdtese
revolucionaria de Maxwell foi considerar que, mesmo na
auséncia de matéria ponderdvel (no vicuo), haveria uma
corrente de deslocamento, andloga a uma corrente de
condugao em um metal, a qual estaria presente se o
campo elétrico fosse varidvel no tempo, dando origem
a um campo magnético e acarretando perturbagoes no
éter. Foi a introdugdo da corrente de deslocamento
que consolidou a simetria das leis do Eletromagnetismo
(no vdcuo) e permitiu a Maxwell inferir que os campos
eletromagnéticos ndo eram tao-somente artificios mate-
maticos para expressar os fenémenos eletromagnéticos.
Eles se propagavam, mesmo no espago “vazio” (no éter),
de um modo que a corrente de deslocamento provocada
pela variagdo do campo elétrico produzia um campo
magnético também varidvel, o qual, pela lei de Faraday,
gerava também um campo elétrico variavel e, dessa
forma, a perturbagdo era transmitida através do éter [7].
Foi desse modo que Maxwell chegou a uma das sinteses
mais espetaculares da Fisica, publicando, em 1865, seu
conjunto de equagoes [8].

Apesar de terem sido estabelecidas no contexto da
existéncia de um éter, as equacgdes de Maxwell, a se-
melhanca das leis de Newton, sao ora consideradas leis
fundamentais da Fisica que transcendem suas géneses.
As grandezas e conceitos envolvidos passam a ter sig-
nificados que s6 sdo interpretados apropriadamente a
partir das proprias leis. No caso do Eletromagnetismo,
expresso pelas equagoes de Maxwell, a definicdo dos
campos eletromagnéticos nao necessita mais dos modelos
mecanicos utilizados por Faraday e Maxwell.

A partir do conjunto das equagdes de Maxwell, pode-
se mostrar que tgnto as componentes dos campos elétrico
Ee magnético B, como os potenciais escalar ¢ e vetorial
A satisfazem a equacgao de d’Alembert. Maxwell havia
compreendido, assim, que a luz era uma onda eletro-
magnética, que se propagava no vacuo com velocidade
constante ¢ = 1/,/,¢,. Entre 1886 e 1889, o fisico
alemao Heinrich Rudolf Hertz conduziu uma série de ex-
perimentos com um circuito ressonante tentando provar
que as agbes eletromagnéticas se propagam no ar com
velocidade finita, com os quais acabou mostrando que
os efeitos de propagacgdo de ondas que observava eram
manifestacoes das ondas eletromagnéticas previstas por
Maxwell.

Além desse fato, merece ser recordado que o fisico
alemao Woldemar Voigt, em 1887, em um estudo sobre o
principio do efeito Doppler, demandou a covariancia da
equagao de d’Alembert para dois sistemas de referéncia
inerciais, admitindo a invaridncia da velocidade da luz
para os dois observadores inerciais. Obteve, dessa ma-
neira, um conjunto de transformacgoes espago-temporais
diferente das transformagoes de Lorentz [9, [10]. N&o se
pretende aqui discutir quem teve a prioridade em propor
uma generalizagdo das transformacoes de Galileu para o
caso de velocidades préximas a da luz. O intuito aqui é
apenas ressaltar, mais uma vez, a relevancia da equacao
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de d’Alembert para a Fisica Bésica. Lorentz chegou
as suas transformacoes de uma maneira ad hoc, mas
baseado no conjunto completo das equagdes de Maxwell
e ndo em sua previsdo de uma onda eletromagnética.
Quanto a Voigt, mais tarde ele se referiu com essas
palavras a esse seu trabalho [IT]:

Tratava-se das aplicacées do principio
Doppler, que ocorrem em partes especiais,
embora nao apenas com base na teoria eletro-
magnética, mas com base na teoria eldstica
da luz. Contudo, jd entdao foram encontradas
algumas das mesmas consequéncias, que,
mais tarde, foram obtidas a partir da teoria
eletromagnética.

Entretanto, requerer a covaridncia da equagdo de
d’Alembert, independente da motivacao, foi uma atitude
cientifica de Voigt que veio para ficar.

Nesse ponto, o que confunde muitos estudantes é
como uma mesma equacao pode ser covariante por dois
grupos de transformacoes diferentes? No caso do som,
a equacdo, como ja mencionado, deve ser covariante
por Galileu, enquanto que, para a luz, covariante por
Lorentz. Assim que deve ser e assim que é. O que é
um resultado muito interessante é que, para isso ocorrer,
vinculos sdo impostos sobre se a velocidade de fase da
onda depende ou nao da velocidade de um observador
(inercial). E isso que serd abordado nas préximas Secoes.

2. A Covariancia da Equacao de
d’Alembert para as Ondas Sonoras:
O Caso Unidimensional

Em um primeiro momento, mostra-se a covaridncia da
equacao de d’Alembert para fendmenos acusticos, sob as
transformagoes de Galileu, em uma dimensdo espacial.
A prova para trés dimensoes é apresentada em sequéncia
(Segao|3).

Com relagdo a um sistema cartesiano de coordenadas
S, associado a um referencial estacionario em um meio
nao dispersivo, a equacao de onda que rege a propagacao
de uma onda sonora ao longo de um de seus eixos de
coordenadas, por exemplo, o eixo x, é dada por

1 02 0?
— —Y(x,t) = —¥Y(z,t

em que vs é a velocidade de fase do somE| (z,t) sao
as coordenadas espacial e temporal de um ponto do
meio, segundo S, e ¥(x,t) é um campo escalarﬂ como a

3 Para um referencial estacionario no meio de propagacdo, a

velocidade de fase do som néo depende do movimento da fonte, a
fonte estabelece apenas a frequéncia da onda gerada. Toda onda
harmonica se propaga com a velocidade de fase constante vs, em
relagdo ao meio.

4 Genericamente, denominado fun¢éo de onda, como todo campo
que obedece & equacdo de onda.
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pressao ou a densidade do meio, cujo valor, em um dado
instante e ponto do meio, ndo depende do referencial.

Sendo (2’,t") as coordenadas espago-temporais de um
ponto do meio, com relacido a um sistema S’ associado a
um referencial ndo estacionario, com eixos paralelos a S,
que se desloca no sentido positivo do eixo x de S, com
velocidade V, tal que no instante inicial ¥ = ¢ = 0, a
equagao seguinte deve ser valida.

U(z,t) =W'(2/,t) (1)
Sabe-se também que a forma geral da fungao de onda,

U(z,t), de um pulso que se propaga em um meio niao
dispersivo, no sentido positivo do eixo = de S, é dada
poif]

U(x,t) = f(x — vst)
Além disso, as transformacoes de Galileu, entre as
coordenadas em S e S’,

r=a +Vt

pressupoem um tempo absoluto e implicam as seguintes
relagoes entre as derivadas espaciais e temporais,
1

~~
o _wo 2
or'  Ox' Oz Oz'? Oz
1 1%
~~ A
o _ o oo
ov ot ot ot Ox
02 02 0? , 02
oz e Vo TV a2
Desse modo, tem-se
62 / / / 82
8.%‘/2\1/ (.T at ) - W‘P(I‘,t)
82 o 82 82
2 0

Levando-se em conta a forma geral da func¢ao de onda,
obtém-se:

2
— 2l
atz‘ll(l‘?t) vsf
U t) = f@—vt) = 3Ly = v
’ N otow YT T
y
82 i
32 U(x,t)=f

5 Para o referencial estacionario (S) em um meio, a solugio geral
da equacgdo de d’Alembert é dada pela superposi¢do de ondas que
se propagam em sentidos opostos, com a mesma velocidade de fase.

flx —vst) + g(x + vst)
No entanto, como a velocidade de fase nao é um invariante de
Galileu, para o referencial ndo estaciondrio (S’), essas solugdes ndo
obedecem a mesma equacdo, pois ndo expressam ondas associadas
a mesma velocidade de fase.
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na qual f” = d?f/dy?. Com esse resultado, a equacio
de d’Alembert se escreve
2

V(2 ) = (v2—20,V +V?)f"

at’Q S——
(vs—V)?
2 07
= U; 8x12 \I]/(xl7 tl)
ou seja,
1 9? 0?

7’2 8t/2 \I//(ml,t/) — 8x/2 le/(.T/,t/)
sendo v, = wvs — V, a velocidade de fase do som,
segundo S’.

Logo, se a velocidade de fase do som depende da
velocidade do referencial, a equagdo de ondas espacial-
mente unidimensional tem a mesma forma em qualquer
referencial inercial.

Esse resultado mostra que, no caso unidimensional,
a velocidade de fase do som, segundo um referencial
nao estacionario no meio, é alterada de modo similar
a composicao de velocidades de particulas. No entanto,
é oportuno enfatizar que a velocidade de fase nao é a
velocidade de qualquer objeto ponderavel e, portanto,
nao deve ser tratada como uma grandeza cinematica.

Esse ponto pode ser esclarecido, ao se considerar a
propagacao de um onda sonora em uma direcao diferente
de qualquer um dos eixos de um sistema cartesiano de
coordenadas.

3. A Covariancia da Equacao de
d’Alembert para as Ondas Sonoras:
O Caso Tridimensional

Com relagdo a um sistema cartesiano de coordenadas S,
associado a um referencial estaciondrio em um meio néo
dispersivo, a propagacao de ondas sonoras no espago
obedece & equagdo (tridimensional) de d’Alembert, dada
por
02 0? 02
(81’2 + 92 + 822) U(x,y, z,t)

=V2U(r,y,z2 t)—ia—zlll(x z,t)
- ’y? ) - ’l)g at2 ’y) )

em que (z,y,z2,t) sdo as coordenadas espaciais e tem-
poral, V2 = 68,—; + 88—;2 + 86722 é o operador laplaciano,
U(z,y, z,t) representa a pressao ou a densidade do meio,
e vg € a velocidade de fase do som.

Sendo (2',y,2',t') as coordenadas espago-temporais
com relagao a um sistema S’ associado a um referencial
nao estaciondrio (Figura , mas com eixos paralelos a
S, que se desloca no sentido positivo do eixo z de S,
com velocidade V, tal que no instante inicial t' = ¢ = 0,
a equagao seguinte deve ser valida.

U(z,y,2t) = W'y, 2, 1) (2)
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Figura 1: Sistemas de coordenadas S e S’. V é a velocidade
de S'.

Em relacao a S, uma onda harmonica que se propaga
com o vetor de propagacao k, indicado na Figura pode
Ser expressa como

U2,y 2,1) = Asen (ko + kyy + ko2 — wt)

sendo k, = ksengcosl, k, = ksenpsenfl e k., =
kcosp, as componentes de k, cuja magnitude é igual a
k = w/vs. Uma vez que, no dominio nédo relativistico,
as coordenadas em S e S’ estdo relacionadas pelas
transformacdes de Galileu, como
x =2, y=1, 2=7 +Vt e t=1t

as relagoes entre as derivadas espaciais e temporais nos
sistemas S e S,

P o » o PP
oz'?  0x?’ oy? oy?’ 9% 022
0?2 02 2 0?2
—~ -2 _419 22
o "o TV ae: TV o

2
mostram que V2 = V’*.

Expressando-se a fungdo de onda no sistema S, em
termos dos angulos 0 e @,

U(2,y,2t)
= Asenk[(seng@cos@x—l—sengosen@y—&—cosgoz) — vst}
—_——— ——— ——

o B ol
= flax + By + vz — vst)

e tendo em conta que

0? 0? 0?
@\Ij:aﬁfﬂ’ 87:1!2\1/:62,](‘//, @\1,272.](-//
2 1
groz T~ 1S
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resulta
VQ\I/ — le\I’/ — (O[Z +B2 +72)f/l
—_———
1

Portanto, obtém-se

62
gz V' = (03 = eV 7)1
= (02 = 20,V cos p + V2 cos? ) V20!
(vs—V cos ¢)?
ou seja,
/2/////_182/////
\% \P(x,y,z,t)—EW\I/(x,y,z,t)

sendo v, = (vs — V cosp) a velocidade de fase do som,
segundo S’.

Desse modo, pode-se concluir que a equacao de pro-
pagacao das ondas sonoras tem a mesma forma em
qualquer referencial inercial, se e somente se a velocidade
de fase do som depender da velocidade do referencial.
Alternativamente, essa propriedade é expressa dizendo-
se que a equacao de d’Alembert para ondas acusticas é
covariante com relagdo as transformacgoes de Galileu.

Esse resultado, no caso tridimensional, mostra, sem
duavidas, que a velocidade de fase do som, segundo um
referencial ndo estacionéario no meio, nao é alterada de
modo similar & composicdo de velocidades de particu-
lasff] Ou seja, a velocidade de fase do som nao obedece
a regra de composi¢do de velocidades da cinemética
newtoniana. Assim, a abordagem tridimensional, além
da covariancia da equacao de onda sonora, mostra que
de fato a velocidade de fase ndo é uma grandeza vetorial.

4. A Covariancia da Equacao de
d’Alembert para as Ondas Luminosas

Sejam dois referenciais inerciais (S e S’), tal que

o' =y(V) (x — V1)
y=(1-V2/2)"
v =A(V) (t = Va/c?)

em que c é a velocidade de fase da luz para o referencial
S e V, a velocidade relativa entre eles.

Para a luz, com base nas equagoes de Maxwell, pode-
se mostrar que as componentes dos campos EeB , bem
como oS potenciais escalar ¢ e vetorial /Y, satisfazem
também a equacao de d’Alembert.

6 Em geral, quando a propagacio da onda nio tem a mesma dire-
cao que a velocidade de translagdo do referencial ndo estacionario
no meio (S’), essa similaridade ndo ocorre.
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Figura 2: Onda plana eletromagnética segundo S.

Seja uma onda eletromagnética plana que se propaga
no sentido positivo do eixo = (Figura.|2) de um sistema
de referéncia S, cujos campos E e B sdo dados por

—_———
E,(z,t)

[ —
B.(z,1)

E

e, portanto, suas componentes obedecem a equacao de
onda em uma dimensao,

02 10°\ (B,
(axz - w) (3) =0 @)

Esta equagdo tem um papel decisivo na prépria
interpretagdo da Teoria de Maxwell, pois é ela que
evidencia a natureza ondulatéria da propagacdo das
ondas eletromagnéticas e, em especial, da luz.

Admita-se, por ora, do mesmo modo como era es-
perado na época da realizagdo do experimento de
Michelson-Morley, que a velocidade de fase da luz, se-
gundo o observador em S, que se desloca com velocidade
constante em relacdo ao referencial S, tenha um valor
diferente ¢’, por causa do vento do éter [7]. Logo, espera-
se que nesse referencial,

0? 1 92 E!
(ax/z - mz) (B> =0 5)

em que os campos dependem agora de (a',t').

DOI: https://doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2024-0200

€20240200-5

Relacionando-se as derivadas nos referenciais S e S/,
ou seja

o _ (o0 _Voy

83077 oz’ 2ot
P_L[# v e
or2 Ox'? c2 0x'ot  ct Ot'?

0 0 0

at—”(afvaxf> =
10 _ L[1o Vv o Vo
c2 Ot2 =7 c2 Ot'? c2 0z'ot 2 Ox'?

(6)
Apesar de os campos eletromagnéticos observados
em S nao serem os mesmos do que aqueles observados
em S’, eles dependem linearmente uns dos outros, ou
seja,
Ey(x,t) = aby(2',t") + 0B (2, 1) o
B.(x,t) = dE, (z',t) + eB (2", ')

Substituindo as equacoes @ e @ na equagao (4)),
resulta

0? Vo 92 V2 92
[axa =25 Gwon at] (aky +bB) +
1 62 vV 0? V2 92
- [62815’2_ R czaxa] (a2, +0B) =0
ou,

V2\ 0%E, V2\ 9°B,
“ (1 a 02) Bac’g o (1 a c2> Oz '?

a V2\ &*E, b V2\ 9%B.
e\t a@)am e\l @ ) a7

Dessa forma, obtém-se

0? 1 02 0? 1 92
a (axa - 8t) By +b (axa - c28t’2> B. =0
0? 1 82 E!
= (o~ o) () =

Dessa maneira, em relagio ao sistema S’, as equacgoes
de propagacdo para as componentes dos campos eletro-
magnéticos s6 mantém a mesma forma se e somente se
¢ = c. Ou seja, se a velocidade de fase de uma onda
eletromagnética no vacuo é uma constante ¢, indepen-
dentemente da fonte e do observador.

Portanto, a covaridncia da equagdo de onda de
d’Alembert para os fendmenos luminosos exige que a
velocidade de fase da luz seja um invariante de Lorentz,
principio adotado por Einstein, em 1905. Baseando-se
nesse resultado, pode-se pensar que ¢’ = ¢ nao seja um
principio que “estranhamente da certo”, mas como uma
condicdo necessaria para que, ndo apenas a equacao de
onda para os campos eletromagnéticos, mas também as
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proprias equacoes de Maxwell do Eletromagnetismo[]
e todas as leis e equagdes fundamentais da Fisica
sejam covariantes nas mudancas de referenciais inerciais,
segundo as transformagoes de Lorentz.

Deve-se, a este ponto, mencionar um detalhe epis-
temolégico relevante, que pode nos levar a fazer uma
leitura do resultado aqui obtido para a luz com certa
cautela. Isso advém do fato de as transformacoes de
Lorentz terem sido construidas tendo o Eletromagne-
tismo de Maxwell como paradigma de teoria fisica.
Naturalmente, pode-se questionar se, de alguma forma,
ela ndo contempla a invaridncia da velocidade da luz,
como proposto no artigo [12]. Uma vez convencido dessa
possibilidade, o resultado da Se¢do [d] deve ser entendido
mais como uma verificagdo de consisténcia do que como
uma prova. Espera-se discutir esse ponto em outra
publicacao.

Por outro lado, para o som, ndo cabe essa ressalva.
As transformagoes de Galileu ndo foram originalmente
proposta tendo por base uma equacao de onda e sim
a Mecénica das particulas. A condicdo imposta sobre
a velocidade de fase da onda descrita pela equacao de
d’Alembert, ou seja que ela dependa da velocidade do
referencial, é fundamental para que esta equagao possa
ser também covariante pelas transformacoes de Galileu.

5. Comentarios Finais

Que a velocidade de fase de propagacao de uma onda
sonora em um meio nao dispersivo depende da velo-
cidade do meio e do observador, enquanto a da luz,
nao, sdo fatos empiricos. O que se mostrou neste artigo
é que, do ponto de vista tedrico, é o conjunto de
transformagdes, que deixam uma determinada equagao
de onda covariante, que intrinsecamente determina esse
ou aquele comportamento ondulatério. Nos casos aqui
considerados, tanto as transformagoes de Galileu quanto
de Lorentz sdo lineares e formam grupos. O que as
difere é a estrutura béasica do espago-tempo, com reflexos
nas relagoes entre as coordenadas para dois referenci-
ais inerciais observando o mesmo fendémeno. No caso
cldssico, admite-se um espago euclideano e um tempo
absolutos, ¢ la Newton; no caso relativistico, Einstein
introduziu a relatividade entre o espaco e tempo, que
passam a nao ser independentes, integrando, entao, um
espago-tempo quadridimensional. Ao implementar isso,
sdo revistos conceitos basilares como os de simulta-
neidade e causalidade e esses novos conceitos passam
a estar, de alguma forma, incorporados nas leis de
transformacao das coordenadas [I3]. Costuma-se dizer
que a Relatividade, embora tendo sido elaborada tendo
a covaridncia do Eletromagnetismo como paradigma,
acabou transformando-se em uma teoria para o espago-
tempo. A esse respeito, veja o comentario do fisico
estadunidense Arthur I. Miller [I4], citando o préprio
Einstein,

7 Das quais se deriva a equacio de onda.
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A nova caracteristica [da teoria da relativi-
dade de 1905] foi a compreensdo do fato de
que a influéncia da transformacgdo de Lorentz
transcendia a sua ligagdo com as equagoes de
Mazwell e estava preocupada com a natureza
do espago e do tempo em geral. Um outro
resultado novo foi que a “invariancia de
Lorentz” € uma condicdo geral para qualquer
teoria fisica. Isto foi para mim de particular
importancia porque eu jd tinha descoberto
anteriormente que a teoria de Mazwell ndo
levava em conta a microestrutura da radi-
a¢do e nao poderia, portanto, ter validade
geral [...].

Enquanto Lorentz e Poincaré consideraram
as transformagoes de Lorentz como um pos-
tulado separado mnecessdrio para derivar a
covaridncia da teoria eletromagnética, |...]
Einstein deduziu estas transformacées a par-
tir de dois ariomas que diziam respeito a
“natureza do espago e do tempo em geral”

(p. 207).

O que se viu aqui, portanto, foi que diferentes teorias
para o espaco e o tempo implicam formas distintas de
propagacoes de ondas, como é 0 caso para 0 som e para
a luz.
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