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Propriedades de ordenamento do modelo votante em redes de escala livre

(Ordering properties of the voter model on scale-free networks)
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O modelo votante de 2 estados pode ser utilizado na introducéo dos principios basicos das simulagdes de Monte
Carlo de sistemas fisicos. Neste trabalho realizamos simula¢des de Monte Carlo do modelo votante de 2 estados
definido sobre redes de escala livre. Verificamos que o sistema exibe um regime transiente cuja duragao depende
do tamanho da rede sugerindo que, assintoticamente, o sistema ndo converge para um estado absorvente. Por
outro lado, em redes de tamanhos finitos, o sistema permanece em um estado ativo durante um tempo T apds o
qual converge para um estado totalmente ordenado, sendo que este tempo médio de permanéncia em um estado
ativo aumenta com o tamanho da rede. Nossos resultados estdo de acordo com as simula¢des do modelo votante
em redes Small World apresentadas recentemente por Vespignani et al.
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The 2-state voter model may be used to introduce the Monte Carlo simulations of physical systems. In this work,
we performed Monte Carlo simulations of the 2-state voter model on scale-free networks. We found that in finite
size networks, the system converges to an ordered state. Nevertheless, in the thermodynamic limit the systems
do not exhibit completely ordered states, being settled in a transient state with coexisting opinions. Our results

agree with the simulations of the voter model on Small World Networks presented by Vespignani et al.
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1. Introducao

A simulacido de Monte Carlo é uma técnica ampla-
mente utilizada na investigacdo de fendmenos que envol-
vem comportamento coletivo de particulas [1]. Um exem-
plo comum € o estudo da dindmica do ordenamento de
sistemas magnéticos em alta temperatura subitamente res-
friados a temperatura zero [2,3]. Atualmente, as idéias utili-
zadas no estudo de sistemas magnéticos tém sido adaptadas
a investigacdo de fendmenos sociais como o estabeleci-
mento de consenso em torno de uma opinifo [4,5], forma-
¢do de estruturas hierdrquicas em sociedades [4,5], distri-
bui¢do de votos em elei¢des [6,7], etc. Diversos modelos
para dindmica de opinides tém sido propostos e sistema-
ticamente investigados através da aplica¢do de diferentes
métodos [7-10]. As simulagdes computacionais tém sido
utilizadas para investigar o comportamento de sistemas
que, partindo de uma distribuicdo aleatdéria de opinides,
evolui segundo um modelo dindmico, atingindo estados
finais de consenso ou de diversidade de opinides.

Possivelmente o modelo mais simples para descrever
a troca de opinides em uma populagio seja o modelo votan-
te de 2 estados [11,12]. Este modelo é andlogo a um ferro-
magneto em temperatura zero. Assim, partindo de uma
configuracdo inicial desordenada, espera-se que o sistema
evolua para uma configuracio final onde todos os spins
apontam na mesma dire¢do. Usualmente o modelo votante
¢ definido em uma rede regular de dimenséo d. Neste caso,

Enviar correspondéncia para Reginaldo A. Zara. E-mail: razara@
unioeste.br

Copyright by the Sociedade Brasileira de Fisica. Printed in Brazil.

assume-se que cada sitio da rede é caracterizado por uma
varidvel de spin (s = +1 ou s = -1) representando duas
opinides diferentes. Partindo de uma configuracio total-
mente desordenada, onde metade da populagdo tem opinido
semelhante (e contrdria a da outra metade), simula-se a
situagdo em que, depois da quebra de simetria, a confi-
guracdo de spins deverd evoluir para uma Unica opinido
(correspondente a fase ferromagnética). No modelo votante
de 2 estados o sistema evolui através de uma regra dindmica
simples: cada sitio da rede € consultado e assume o estado
de um de seus vizinhos, escolhido aleatoriamente. Obvia-
mente, pode-se questionar o fato de que um individuo
aceita (sem nenhuma exigéncia) a opinido de seu vizinho,
porém, ressaltamos que este ¢ o modelo mais simples possi-
vel, e que pode ser enriquecido adicionando-se vinculos e
restri¢des, como a probabilidade de que a opinido do vizi-
nho ndo seja aceita, a consulta a todos os vizinhos, a
utiliza¢do de uma regra de maioria, etc. Em redes regulares,
as propriedades do modelo votante sdo bastante estudadas
[11,12]. Especificamente, em redes com dimensdo d = 1 e
d = 2, o modelo votante de confrontacio de pares evolui
convergindo para uma configurag@o na qual todos os sitios
assumem a mesma varidvel de estado. Como o sistema nio
pode escapar desta configuragdo, temos um estado absor-
vente [11,12].

Recentemente, Vespignani er al. [13,14] investi-
garam o modelo votante definido em uma rede Small World
[15,16]. Seus resultados indicam que as conexdes de longo
alcance afetam o processo de ordenamento de maneira ndo
trivial, inibindo o ordenamento e sugerem que, mesmo no
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limite termodindmico, o sistema ndo converge para uma
configuraciio absorvente. Por outro lado, quando a rede
possui um nimero finito de sitios, observa-se que o ordena-
mento total do sistema ocorre em tempos mais curtos do
que aqueles observados para redes regulares de mesmo
tamanho.

Neste trabalho simulamos o modelo votante definido
sobre as redes de escala livre resultantes do modelo de
crescimento de Barabasi-Albert [17]. As redes construidas
segundo o algortimo de Barabasi-Albert resultam de um
modelo de crescimento preferencial no qual cada novo sitio
incorporado a rede conecta-se preferencialmente aos sitios
que possuem maior grau de conectividade. Nossos resulta-
dos revelam que as interagdes de longo alcance presentes
nas redes de escala livre inibem o ordenamento completo
do sistema e tornam os efeitos de tamanho da rede muito
mais pronunciados do que aqueles observados por Vespig-
nani et al. nas redes Small World.

2. Simulacao e resultados

O modelo votante de 2 estados definido em redes
regulares tém sido bastante estudado, tanto analiticamente
quanto através de simulacdes computacionais. Desta for-
ma, muitas de suas propriedades sdo bem conhecidas
[11,12]. Neste trabalho investigamos, através de simula-
¢des de Monte Carlo, o modelo votante definido sobre
redes nao regulares, em especial, nas redes de escala livre.

Recentemente, Vespignani et al. [13] simularam o
modelo votante em redes Small World, comparando seus
resultados com o comportamento do modelo definido em
uma rede unidimensional com interagdes entre primeiros e
segundos vizinhos. Para a construcao da rede Small World,
Vespignani et al. utilizaram uma rede unidimensional, com
condigdes periddicas de contorno e considerando conexdes
entre primeiros e segundos vizinhos. O estabelecimento de
conexdes de longo alcance segue o algoritmo padriao de
Watts-Strogatz: a ligacdo que une o sitio i ao sitio j é
consultada e transferida, com uma probabilidade p, para
algum sitio [ # j escolhido aleatoriamente. Variando o
parametro p no intervalo [0, 1], pode-se interpolar entre
redes unidimensionais (p = 0) e grafos aleatdrios. Embora
este procedimento introduza conexdes de longo alcance, o
ndmero total de ligacdes na rede permanece constante. Nes-
te caso especifico, a exemplo da rede unidimensional com
ligagdes entre primeiros e segundos vizinhos, os sitios da
rede Small World possuem um nimero médio de ligacdes
<k>=4.

Para simular o modelo votante em uma rede de escala
livre, construimos uma rede de sitios interagentes utili-
zando o modelo de Barabasi-Albert [17]. O algoritmo de
crescimento de uma rede de escala livre de Barabasi-Albert
utiliza como ingredientes principais o crescimento da rede
e vinculagdo preferencial de sitio e pode ser descrito da
seguinte forma. Comecamos com um numero inicial de
sitios fixo e aleatoriamente conectados entre si. Em cada
instante de tempo um novo sitio € adicionado a rede, vincu-
lando-se a m diferentes sitios ja presentes na rede com uma
probabilidade p ndo uniforme. A probabilidade de que o
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novo sitio vincule-se a um sitio i ja presente na rede é dada
por

k,
plk) =< (1)
S 2k

J

onde k, ¢ o nimero de conexdes que o sitio i possui,
enquanto a soma € efetuada sobre todos os sitios da rede.
Esta equacdo reflete a hipdtese de que os sitios mais conec-
tados possuem maior probabilidade de vinculagdo. O cres-
cimento ocorre até que a rede atinja uma quantidade total N
de sitios. Independentemente do valor de m, as distribui-
¢oes de conectividades decaem segundo leis de poténcias
(P(k) ~ k"), trago caracteristico das redes de escala livre.
Para uma rede de escala livre formada por N sitios, o
numero médio de conexdes de cada sitio é< k >=2m [17].

Ap6s o processo de preparagdo das redes iniciamos a
simulacdo de Monte Carlo para o modelo votante. Atribui-
mos a cada sitio da rede uma varidvel de estado s = +1 ou
s = -1 com igual probabilidade, ou seja, partimos de uma
configuracio inicial totalmente desordenada. Em seguida
aplicamos as regras de atualizac¢@o: Cada sitio i da rede é
consultado e seu estado é confrontado com o estado um de
seus vizinhos j escolhido aleatoriamente. Se s, # s; 0 sitio i
adota o estado do sitio j, ou seja, fazemos s,=s,. Apés todos
os sitios da rede terem sido consultados temos um passo de
Monte Carlo. As regras de atualiza¢do sdo aplicadas du-
rante t passos de Monte Carlo.

Em nossas simulagdes avaliamos duas quantidades: a
fracdo de ligacdes ativas N, (definida como a razao entre o
nimero de conexdes entre sitios com diferentes estados e o
total de conexdes da rede) e o tempo durante o qual existem
ligagdes ativas na rede, o qual denominamos tempo de
sobrevivéncia (1). A fragdo de ligacdes ativas estd relacio-
nada ao tamanho médio dos dominios formados no sistema.
Em geral podemos relacionar o tamanho médio dos domi-
nios com a quantidade 1/N,. Assim, quando a quantidade
N, — 0 o sistema converge para um estado absorvente. O
tempo de sobrevivéncia nos fornece o nimero médio de
passos de Monte Carlo necessdrio para que o sistema atinja
o estado absorvente.

Na rede regular unidimensional a fragdo de ligagoes
ativas decai com o tempo segundo uma lei de poténcias
(N, ~ "), ou seja, temos um processo de relaxagio para um
estado absorvente. Quando intera¢des de longo alcance sdo
introduzidas na rede, o sistema muda de comportamento.
Segundo Vespignani [13], a andlise da fragdo de ligacGes
ativas revela que, no limite termodinimico, a rede Small
World permanece em um estado de totalmente desorde-
nado, resultando em um conjunto de dominios de tamanho
aproximadamente constante. Em sistemas de tamanho fini-
to, apés um regime de coexisténcia de estados o sistema
converge exponencialmente para uma configuragio absor-
vente. Observa-se que este ordenamento total do sistema
ocorre em tempos mais curtos do que aqueles observados
para redes regulares de mesmo tamanho. Além disso, o
tempo necessdrio para o ordenamento aumenta com o nu-
mero de sitios da rede segundo uma lei de poténcias.
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Para comparag@o simulamos o modelo votante defi-
nido sobre de redes de escala livre com m =2, o que leva a
redes de conectividade média < k> = 4. Na Fig. 1 temos o
gréfico da frag@o de ligacdes ativas como funcdo do tempo
para as redes Small World e de escala livre compostas pelo
mesmo nimero de sitios (e mesma conectividade média).
Em ambos os tipos de rede o sistema evolui exibindo um re-
gime transiente cuja duracdo aumenta com o numero de
sitios da rede. Durante sua permanéncia no regime tran-
siente, dominios de diferentes estados coexistem. Porém,
nas redes de escala livre o tamanho médio destes dominios
(1/(N,)) é menor do que aquele observado para as redes
Small World. Atribuimos a coexisténcia de dominios de
diferentes estados as propriedades de conectividade da re-
de, uma vez que, embora a conectividade média das redes
sejam equivalentes suas distribui¢cdes de conectividades
sdo bastante diferentes. A distribuicdo de conectividades da
rede Small World € do tipo exponencial e, com isso, a maio-
ria dos sitios possuem conectividade em torno do valor
médio < k = 4>, ou seja, a presenca de sitios com elevado
grau de conectividade é rara. Para as redes de escala livre as
distribui¢des de conectividades seguem leis de poténcia.
Isto implica na abundancia de sitios de baixo grau de
conectividade e uma minoria estatisticamente significativa
de sitios de elevado grau de conectividade. Estes sitios, que
interagem com muitos outros sitios através de conexdes de
longo alcance, funcionam como obstaculos para a difusdo
livre das fronteiras dos dominios, dificultando a fusdo entre
os dominios e consequentemente o ordenamento do siste-
ma. Como podemos observar na Fig. 1, apds o regime
transiente, os sistemas convergem rapidamente para um
estado absorvente, sendo que o tempo de permanéncia no
estado transiente, € menor para as redes de escala livre. No
inset da Fig. 1 vemos que o processo de evolucdo para o
estado absorvente (totalmente ordenado) é nitidamente ex-
ponencial. Na Fig. 2 a temos fracdo de ligag¢des ativas como
funcdo do tempo em redes de escala livre de diferentes
tamanhos e m = 2. Como pode ser observado, durante a
evolugdo temporal, sistemas de tamanho finito permane-
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Figura 1 - Fracdo de ligacdes ativas como func@o do tempo para redes
Small World (sw) e de escala livre (sf) formadas pela mesma quantidade
de sitios. A quantidade (1/(N,)) é proporcional ao tamanho médio dos
dominios. Inset: O grafico de N, como fun¢do do tempo para redes de
escala livre em escala mono-log revela que o processo de evolugdo para o
estado ordenado € exponencial.
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Figura 2 - Fracdo de ligagdes ativas com fung¢ao do tempo para redes de
escala livre (m = 2) e diferentes niimero de sitios.

cem em um regime transiente com atividade constante du-
rante um certo intervalo de tempo, quando entdo, devido
grandes flutuacdes espontaneas, convergem exponencial-
mente para uma configuracio estdvel (estado absorvente).
Podemos perceber também que o tempo de permanéncia
em um estado ativo, denominado tempo de sobrevivéncia
(1), cresce com nimero de sitios da rede, sugerindo que nas
redes de escala livre formada por um niimero muito grande
de sitios, o sistema permanece em um estado completa-
mente desordenado.

Na Fig. 3, mostramos o comportamento da fragdo de
ligagdes ativas como fun¢do do tempo para N = 25000 e
diferentes valores de m. Podemos observar que, indepen-
dentemente da conectividade, o sistema exibe 0 mesmo tipo
de comportamento, ou seja, permanece em um estado tran-
siente desordenado durante um certo intervalo de tempo,
convergindo posteriormente para um estado absorvente.
Esta figura também sugere que o tempo de sobrevivéncia
cresce com a conectividade da rede.

No tratamento das redes de escala livre, a extrapo-
lagdo para o limite N — oo deve ser tratada com cuidado.
Para o modelo de Barabdsi-Albert, a distribui¢do de conec-
tividades segue uma lei de poténcias P(k) ~ ke, com isso,
se 0 ndmero de sitios for infinito, a conectividade média
(< k>)diverge. Assim, de acordo com a Fig. 3, que o tempo

0

10
& = H=—0=-0=—
4
N=25x10
Z“ ldl‘
—o—m=15
—a—m= 8§ &
—v—m= 5
v
ldzl T T T TTerTT T T Tr T T TrrrrTT
10° 10! 102 10° 10*

t

Figura 3 - Fracdo de ligagdes ativas com fung¢do do tempo para redes de
escala livre N = 25000 e diferentes valores de conectividade.
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Figura 4 - Tempo de sobrevivéncia como fungdo do niimero de sitios. Esta
figura sugere que T ~ N
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de permanéncia em um estado ativo cresce com a conecti-
vidade e com o tamanho da rede, sugerindo que o sistema
permanece, assintoticamente, em um estado desordenado
independentemente do valor de m.

Durante nossas simulagdes avaliamos também o
comportamento do tempo de sobrevivéncia T com o tama-
nho da rede, para diferentes valores de conectividade. A
Fig. 4 mostra a o tempo de sobrevivéncia para redes de
escala livie com m = 2 e diferentes tamanhos de rede.
Podemos perceber que T aumenta com o tamanho da rede
segundo uma lei de poténcias (t ~ N°), revelando que
quanto maior o nimero de elementos da rede maior é a
dificuldade do sistema em atingir um estado de ordena-
mento completo. Comportamento semelhante é observado
também nas redes de maior conectividade média. O cresci-
mento de T como lei de poténcia revela que, para redes
muito grandes, as interacdes de longo alcance mantém o
sistema em um “estado transiente”, independentemente da
conectividade média da rede, ou seja, sugere que o sistema
permanece assintoticamente em um estado desordenado.

3. Conclusao

Simulamos o modelo votante definido sobre redes de
escala livre. Verificamos que o sistema permanece assin-
toticamente desordenado, ou seja, ao contrario do que ocor-
re em redes regulares o sistema ndo converge para um
estado absorvente. Em redes de tamanhos finitos, o sistema
permanece em um estado ativo durante um tempo T apds o
qual converge para um estado totalmente ordenado. O tem-
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po médio de permanéncia em um estado ativo aumenta com
o tamanho da rede. Nossos resultados estdo de acordo com
as simulacdes do modelo votante em redes Small World,
que sugerem que conexdes de longo alcance possuem in-
fluéncia direta sobre as propriedades de ordenamento do
modelo, acelerando o processo de ordenamento, porém, de
forma néo trivial.
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