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Neste artigo, uma regra de soma para transi¢oes de elétrons entre os estados atéomicos, proposta por Thomas,
Reiche e Kuhn (TRK), apresentada apenas, e quando muito, em cursos avangados, é examinada de forma didatica
para o caso de transi¢bes entre estados de elétrons em dois sistemas familiares, os pocos de potencial finito e
infinito unidimensionais, tradicionalmente estudados em disciplinas introdutoérias de mecénica quéantica nos cursos
de graduacédo em fisica.

Palavras-chave: forca do oscilador, particula em uma caixa, emissdo de radiacgéo.

In this paper, a sum rule for electron transitions between atomic states, proposed by Thomas, Reiche and
Kuhn (TRK), presented only, and at most, in advanced courses, is examined in a didactic way for the case of
transitions between states of electrons in two familiar systems, the one-dimensional finite and infinite potential
wells, traditionally studied in introductory disciplines of quantum mechanics in undergraduate physics courses.

Keywords: oscillator strength, particle in a box, emission of radiation.

1. Introducao

Toda matéria, quer na fase gasosa, liquida ou sélida emite
radiacao, discreta ou continua, cobrindo todo o espectro
eletromagnético, embora em quantidades varidveis, even-
tualmente tdo pequenas em algumas frequéncias, para
alguns materiais e a algumas temperaturas que sao in-
detectaveis com os instrumentos atuais. As estruturas
de atomos e moléculas puderam somente ser reveladas
através de fendmenos observaveis na escala macroscépica.
Dentre estes fendmenos temos os espectros de emissao e
absorcao. Eles correspondem a eventos que ocorrem no
interior dos atomos e moléculas e que nos ensinam sobre
a sua estrutura. Assim, a espectroscopia é um estudo de
importancia fundamental em fisica e quimica.

Em 1885, Balmer encontrou uma férmula empirica
para linhas na faixa do visivel [1]. Entdo, Lyman encon-
trou uma série correspondente no ultravioleta, e Paschen,
Bracket e Pfund encontraram séries no infravermelho [1].
A falha da mecénica classica na descricdo destas séries
levou Henri Poincaré a escrever: “ Nosso primeiro olhar
na distribuicdo das linhas nos faz pensar nos harmonicos
que encontramos na acustica, mas a diferenca é grande.
As leis sao simples, mas elas sao de uma natureza intei-
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ramente diferente.. e eu acredito que seja um dos mais
importantes segredos da natureza” [2].

Nos cursos introdutoérios de Mecanica Quéntica, quando
discutimos, por exemplo, o modelo atdomico de Bohr, men-
cionamos que os dtomos podem sofrer transigoes entre
diferentes estados com as energias E, e Eix, quando um
féton com energia hv = Ex-E, é absorvido ou emitido.
Os experimentos mostram, no entanto, que o espectro
de absorcao ou emissdo de um atomo nao contém to-
das as frequéncias possiveis. Deve haver certas “regras
de selecao” que selecionam entre todas as combinagoes
possiveis E, e Ex apenas aquelas entre as quais uma tran-
sicao radiativa pode ocorrer. Além disso, a intensidade
das linhas espectrais pode variar em muitas ordens de
magnitude, o que significa que a probabilidade de uma
transicdo geralmente depende fortemente da combinagao
especifica dos dois estados atomicos.

Os dipolos oscilantes sdo as fontes mais importantes de
radiagao eletromagnética. Isso é verdade desde ondas de
radio com comprimentos de onda na faixa de metros ou
quilometros, que sdo associados a antenas macroscopicas
até os raios X e gama, onde dipolos induzidos em &to-
mos ou nucleos assumem o papel de antenas. Os dipolos
podem ser induzidos por um campo externo deslocando
a carga do centro de massa das distribuigoes de carga
positiva e negativa, por exemplo, num dtomo neutro.
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As probabilidades de transi¢ao para um problema ideal
de um elétron, levam a alguns importantes teoremas ge-
rais representados pelas chamadas regras de soma. Talvez
a regra da soma mais conhecida na teoria atomica seja a
regra da soma TRK [3-6]. Esta regra relaciona os termos
dipolo entre os niveis energéticos E, e Ey , a saber

2m
3h
Ex—FE,
h

LW |rhal® =1 (1)

onde wi, = é a freqiiéncia do féton absorvido

ou emitido, |rra|® = (x| 7 [0a)|?e m sendo a massa do
elétron.

Entéo, introduz-se uma quantidade adimensional fg,
conhecida como a forca do oscilador. Para um sistema
de um tnico elétron, ela ¢ definida como [3-5]:

2mwy, 2
Jra = Ta |7"ka‘ (2)
No caso unidimensional, as equacdes 1 e 2 ficam, res-
. ‘ 2
pectivamente, >, fra = % oSra = 2";# |Zkal”

Um ponto caracteristico da regra de soma TRK original
para os estados atomicos era sua falta de dependéncia
do estado inicial das transices. As regras da soma tém
desempenhado um papel importante no desenvolvimento
de muitos ramos da fisica desde o primeiros dias da
mecinica quantica [3-8].

Por exemplo, quando uma onda eletromagnética inci-
dente do ar na superficie lisa do vidro, a onda incidente
excita os elétrons das moléculas no vidro, que por sua
vez irradiam ondas secundarias que se combinam para
formar uma onda refletida resultante dada pela lei da
reflexdo e uma onda transmitida resultante dada pela lei
de refracao.

Santos [5] discutiu a origem classica dos varios paré-
metros que descrevem a intensidade das transicdes éticas
em atomos e moléculas, com énfase ao conceito de forga
de oscilador, que faz a ligacdo entre aqueles parametros.

Neste artigo, discutimos como a a regra de soma para
TRK pode ser apresentada de forma didatica para o caso
de transi¢oes em dois sistemas familiares, os pogos de
potencial finito e infinito unidimensionais, tradicional-
mente estudados em disciplinas introdutoérias de mecénica
quantica nos cursos de graduacao em fisica. Na secao II
discutimos o pogo de potencial infinito e na se¢ao III, o
poco de potencial finito. Na se¢do IV apresentamos uma
discussao dos resultados e como estes se relacionam com
fenémenos fisicos importantes. Finalmente, apresentamos
nossas conclusoes.

1.1. Poco de Potencial Infinito

O pocgo de potencial infinito (Fig. 1 a) é um modelo
simples estudado nas disciplinas iniciais de mecanica
quantica e muito utilizado, por exemplo, em quimica ted-
rica para estimativas dos niveis de energia de moleculas
que apresentam uma cadeia carbdnica insaturada (pelo
menos uma ligacao dupla ou tripla, conhecidas como liga-
¢Oes pi) entre os dtomos de carbono. Santos [9], usando
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Figura 1: a) poco de potencial infinito e os seus respectivos
cinco primeiros niveis de energia; b) poco de potencial finito de
altura V.

o modelo de pocgo de potencial infinito, discutiu de forma
didatica a absorcao da luz visivel pelo pigmento visual
rodopsina presente na retina [10], que contém o grupo
retineno, um sistema conjugado, formado por atomos de
carbono carbono simples e duplos, e funciona como uma
antena de luz no processo de absorcao de fétons. Por ser
um modelo simples e bastante discutido em cursos de
graduagao em fisica e quimica, é um candidato perfeito
para discutir a forga do oscilador.

Assim, vamos discutir inicialmente o caso de um elétron
estar confinado dentro de um intervalo finito 0 < x < L
(Fig. 1a), num pogo de potencial infinito. Isso pode ser
realizado, se a energia potencial for escolhida como

0 0<x<L
Ve=q . =<0 (3)
x>1L

Para calcular as possiveis energias da particula com
massa m, temos que resolver a equacao de Schrédinger
unidimensional independente do tempo com as condigoes
de contorno apropriadas. Os niveis de energia Ey e E,
sao dados por [1]:

nihm? nZh?m?

B, = E, = 4
k 2m L2 2m L2 (4)

Osne =1, 2 3, ..en, =1, 2, 3,... representam 0s
ntmeros quanticos. Os auto-estados correspondentes sdo
dados por [1]:

Y = \/gsen (@) g = \/Esen (naLﬂ'x) (5)

Para calcularmos a forga do oscilador, equacao ,
vamos inicialmente calcular o valor esperado do operador
posi¢ao x entre os dois auto-estados acima, que é dado

por:
2 [* a
Tha = Z/o sen (n;gx) xsen (ngmc) dx. (6)

Esta integral pode ser resolvida facilmente (vide o
apéndice para uma tabela com as integrais envolvidas
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neste artigo). Pode-se mostrar que o resultado da integral
acima sera nulo a menos que

ng — Ng = imparng + n, = impar (7)

Este é o primeiro resultado importante, raramente,
para nao dizer nunca discutido, nos cursos iniciais. As
equagoes representam uma regra de selecio para
as transicoes entre os niveis de energia num poco de
potencial infinito. Este resultado serd mais discutido
adiante. O resultado da integral na equagao @ para Xi,
é:

8L  ngn,

T2 9 o\2
™ (ng —nd)

(®)

LTka =

A forga do oscilador (Eq. 2) fica:

2,,2

64 mypng
- 2 2 213
3m (nk - na)

fka (9)

Note que fi, nao estd definido para k=a. Note também
que fi, >0 para k >a (emissdo) e fi, <0 para k <a
(absor¢ao). As figuras 2 e 3 mostram as forgas do oscilador
para as transi¢oes n, = 1 — ni onde ny =2, 4, 6,... en, =
3 — ng ,onde ng = 1, 4, 6, ... Como os fi, caem muito
rapidamente com n, é facil verificar numericamente que
dopfka = %, usando por exemplo uma planilha EXCEL.

A relacgdo entre probabilidades de transicao e a descri-
¢ao da mecéanica quantica por elementos da matriz pode
ser ilustrada de maneira simples por uma comparacao
com osciladores classicos que emitem radiacao eletromag-
nética. Um dipolo elétrico oscilante classico com momento
de transigdo de dipolo elétrico, no caso da particula ser
um elétron de carga de médulo e=1,6x10"1C , é dado
por

D= —eZ (10)
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Figura 2: Forca do oscilador fi; para transicdo do estado fun-
damental n, = 1 para nkx em funcdo de ny.
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Figura 3: Forca do oscilador fis para transicdo do estado n, =
3 para ng . Os valores negativos de fks correspondem ao decai-
mento para um nivel mais baixo, enquanto os valores positivos
correspondem a transices para niveis superiores.

Ainda classicamente, a poténcia irradiada pelo dipolo é
dada pela férmula de Larmor [5, 11]

2
— 4 D]
Povoingy = Mot @) He () (11)
irradiada 6 6rc

Onde p, é a permeabilidade magnética do vicuo e ¢ a
velocidade da luz, também no vacuo.

A poténcia de radiagao emitida é, portanto, proporcio-
nal & média do momento dipolar ao quadrado. Durante
a absorg¢ao ou emissao de um féton, o &tomo passa por
uma transicao entre dois niveis 1, e ¥ , alterando seu
estado. A solugao geral da equagio de Schroedinger é [1]

iEpt

Y (z,t) = Zk Y (x)e” TR (12)

O valor esperado do operador momento de dipolo elétrico
é dado por:

<Z_j> = —6/1/)* (z,8) P (z,t) de =
™ da (13)

,e/zkz/) * () eiETkt:EZa Yo () e

Somente os termos com k#a nao se anulam na inte-
gral . A razao é que ¥*(x,t)¥(x,t) é uma funcao par
na coordenada x, mas x é uma funcao impar. Como os
limites da integral sao de x=-00 até x= +00, a equagao
(13 se anula para integrandos fmpares. Assim, para uma
transicao E, — Ey, as func¢oes de onda de ambos estados
devem ser levadas em consideragao, porque a probabili-
dade de transicao depende de ambas as fungoes de onda.
Portanto, definimos o valor esperado para o momento
dipolo de transicdo Dy, como a integral operador de
momento de transicdo de dipolo elétrico entre os estados
inicial v, e final vy :

—

D}m = —(:’f;m (14)
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onde vemos a relacao do operador de momento de transicao

de dipolo com a forga do oscilador 6tico da equagao (2)).
Podemos interpretar o momento de dipolo Dy, como
representando uma medida do solavanco que o elétron
transmite ao campo eletromagnético quando realiza uma
transicdo. Mais especificamente, grandes mudancas de
carga, envolvendo grandes distancias, transmite grandes
impulsos eletromagnéticos desde que tenham um cardter
dipolar, resultando em transi¢coes intensas. Além des-
sas transi¢coes de dipolo elétrico, também podem ocorrer
transi¢oes de dipolo magnético muito mais fracas ou
(ainda mais fracas) transi¢oes tipo quadrupolo elétrico.
Classicamente, uma carga acelerada produz radiacao.
Isso pode ser melhor descrito por cargas que oscilam
7(t) = 7,e"™“'e que ddo origem a um dipolo oscilante
D=—ef = D_'Oefi‘*’t, que por sua vez da origem a uma
densidade de corrente j = pU, onde p é densidade volu-
mar de carga e U = fl—f é a velocidade dos elétrons. O
andlogo quantico de p é o produto -ey*1) que representa a
norma ao quadrado da fungdo de onda multiplicada pela
carga do elétron e a velocidade ¥ = —iwr. A derivada
temporal da densidade de corrente, sendo proporcional a
aceleracao da particula, é a responsavel pela emissao de
radiacao.

Através das equagoes e , a expressao para o
operador de momento de transi¢ao de dipolo elétrico para
um elétron numa caixa é dada por:

D, = 3¢k __Mfla (15)
(n —n2)

As equagdes 9 e 15 sdo obtidas a partir da chamada de
aproximacao dipolar [1, 3] que é valida apenas quando o
comprimento de onda Ax, =hc/(Ey - E,) da radiagéo é
grande em comparagdo com as dimensoes do dipolo, xi,.
Para o caso de um elétron, isso é facilmente realizado
desde que Ay, seja muito grande em comparagdo com o
tamanho médio xy, do dipolo emissor. Isso significa que

Mea mPLer? (Tli — nﬁ)

|(,C;m‘ h

1
o (16)

que é facilmente realizado. Por exemplo, para a transi¢ao
N, =1 = ng =2e L 210710 m, \,/xa =102, As Egs. 7
e 15 mostram que apenas transicoes eletronicas durante
as quais o momento de dipolo elétrico muda, contribuem
para a absorcao ou emissao de um féton.

2. O Poco de Potencial Finito

Consideramos agora o caso do po¢o de potencial finito,
ilustrado na parte b da Fig. 1. Este poco de potencial
pode ser escrito matematicamente como:

0 -bsosk
_ _ L.
V(IZ?) - Vo §§£2’ (17)
2
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H4 dois tipos de solugoes [1]. A primeira obedece a
relacao

L\ _2mE, [2m(E-V,)
krtg (k12> =krrkr = Tkn =\
(18)

E a segunda, obedece a relagao:

L
krcotg <k12) = —kr1 (19)

As solugdes do primeiro tipo podem ser escritas como [1]:

B () ] b
P(x) = B cos (]:ITLL —% < J:LS %
[Beos (b42) ¥ b w24
(20)
E as solugdes do segundo tipo [1]
[—Asen (42) 4] b
Y(x) = Asen (fITLL) —% <z< %
[Asen(’“L)e ¥ }e"‘”‘”w =
(21)

De modo a simplificar a discussdo, adotamos os valores
que constam no apéndice G da ref. [1], ou seja, considera-

mos o caso onde m;/;{ZLQ = 4, que apresenta trés niveis
de energia:
E; =0,0980V, tipo 1
FEy =0,383V, tipo 2 (22)
FE5=0,808V, tipo 1

Os auto-estados correspondentes aos trés niveis de energia
sdo, respectivamente [1]:

179 L 3,80@
) ﬁe I
r< —3%
— 2
Yr(z) =<{ 1,26 cos | 1,254 —L<y<i
VL L/2 233 L 2
. —3,80572 =2
17, 9—=e
VL
3,16 4% (23)
18,6-c 72 r<—-L
Po(x) = 1,23%sen 2,47135/2) — % <z < %
—3,16 =2~ N L
18,6=e 9 T=7
1,74 4% (24)
—5,80—¢ 2
bl \/Z I
< —%
— 2
Us(a) = ¢ 1,13 cos 3760L’”> -f<z<i
11,74 2 =
~5,80 /7€ 2
(25)
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Repetimos agora os calculos andlogos aos da se¢cdo an-
terior, desta vez para o pogo de potencial finito. Para fa-
cilitar, apresentamos no apéndice as integrais necessarias.
As figuras 4 , 5 e 6 apresentam os respectivos integrandos
para os valores esperados xi, em func¢ao da coordenada
X para as transicoes entre os trés niveis de energia, a
saber, 1—2, 1—3 e 2—3 . Note que os integrandos para
as transicoes 1—2 e 2—3 representam fungoes pares na
coordenada x, enquanto o integrando para a transicao
1—3 representa uma fungdo impar. E facil perceber que
as integrais X152 € Xo3 sd0 nao nulas, enquanto a integral
x13 é nula. Obtemos assim, as regras de transi¢do para os
niveis de energia do poco de potencial finito. Note que os
resultados para o poco de potencial finito e infinito devem
coincidir para o limite V, — oco. A Tabela 1 apresenta os
valores para as for¢as do oscilador fy, para as transigoes
do pogo de potencial finito. E fAcil perceber também que
as fx, obedecem a regra de soma TKR, com excecao de
fx3. Podemos entender esta violagdo devido ao fato do
numero finito de estados para este sistema. No caso do
terceiro nivel, ndo hé niveis discretos acima de Eg, entdo
, se o0 elétron se encontra no terceiro nivel, ele apenas
pode decair, a menos que seja ionizado para o continuo.

2k fm :.1021'1-]"312l 7 772
Z:fk2:f32+f12:§ Zkf’f3*f13+f23f 3
(26)

3. Discussao

Como vimos nas segOes anteriores, a lei da conservagao
da energia é um requisito necessario, mas nao suficiente
para tornar uma transicdo possivel. A razdo para isso é
que, além de conservagao de energia, a conservacao do
momento angular e certas regras de simetria também
devem ser obedecidas, dependendo do sistema. Tudo isso

A

o5 A0 05 00 05 1,0 15 2,0

Figura 4: Grafico da fungdo ¢1(x)xi2(x)/L em fungio da co-
ordenada x/L. Como a fung3o é par, resulta numa integral ndo
nula.
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Figura 5: Gréafico da fungdo 1 (x)xys3(x)/L em fungio da co-
ordenada x/L. Como a fun¢3o é impar, resulta numa integral
nula.
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Figura 6: Gréfico da fungdo 2(x)xy3(x)/L em fungdo da co-
ordenada x/L. Como a func3o é par, resulta numa integral n3o
nula.

Tabela 1: Valores para as forgas de oscilador para transi¢cdes
entre os estados discretos do poco de potencial finito.
Estado Final

Estado inicial processo fka

(¢a) (wk)

1 o absorcao 0,33
P P3 absorcao 0
pa P3 absorcao 0,66
Yo 1 emissao -0,33
P3 Py emissao 0
P3 Pa emissio -0,66

estd incluido nos elementos de matriz de transi¢ao dipolar
(eq. 14) .

Durante uma transicao do estado estacionario inicial 1,
para o estado estacionario de final vy, também conhecido
como quantum jump, a posicdo média do elétron oscila
entre os dois estados a uma frequéncia igual a diferenca
de energias wyx, = (Ex —E,)/k, para Ex >E, ou wy, =
(Ea —Ex)/h, para E, >Ey . Durante a transicao, o elétron
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estd em um estado misto, no qual a probabilidade de
encontra-lo no estado inicial diminui gradualmente da
unidade para zero, enquanto a probabilidade de encontra-
lo no estado final aumenta durante o periodo de transigao
do mesmo. Durante a transicdo, o elétron normalmente
executa milhoes de oscilagoes.

No caso das transi¢coes de um elétron em uma camada
externa do atomo, a diferenga de energia em Ey-E, equi-
vale a alguns elétron-volts. A frequéncia de transigdo
cai entao na regiao espectral entre o infravermelho pro-
ximo e o ultravioleta préximo (1,0 eV corresponde a um
comprimento de onda A de 1,234 m = infravermelho
préximo, enquanto 3,0 eV corresponde a A = 478 nm
= regido espectral do azul). Essas transi¢oes originam
principalmente a emissdo de luz visivel e sdo chamadas
de transicoes oOticas. Por outro lado, se um elétron em
uma camada atémica interna de um atomo multielerc-
nico é excitado em estados desocupados, sua energia de
excitacao pode ser da ordem de varios keV. Quando re-
torna ao seu estado inicial, a radiagdo com comprimentos
de onda curtos (raios-X) sdo emitidos. O espectro de
emissao ou absorc¢ao correspondente a essas transigoes,
portanto, caem entre a regiao ultravioleta distante e a
regiao dos raios X com comprimentos de onda entre 0,01
a 50 nm (comprimento de onda de 0,01 nm corresponde
a uma energia de cerca de 120 keV).

No caso das moléculas, estas podem ter momentos de
dipolo elétrico, induzidos pelo campo elétrico incidente ou
permanente como conseqiiéncia de sua estrutura. Embora
as moléculas sejam eletricamente neutras, seus centros
de carga positiva e negativa podem nao coincidir.

As transi¢oes de um estado inicial para um estado final
ocorrem quando ambas as fungdes de onda dao origem a
uma amplitude de oscilagdo nao nula xi,, conforme indi-
cado pelo elemento da matriz na Eq. @ Se as fungoes de
onda inicial e final forem tais que a integral na Eq. @ é
nao nula, a transicao serd permitida. Examinando a inte-
gral, verificamos que a coordenada x é {fmpar (substituir
x por -x altera o sinal do integrando), exigindo que as
fungoes de onda inicial e final sejam de paridade oposta
(uma par, outra {mpar nas coordenadas de integracao)
para resultar uma integral diferente de zero.

Por exemplo, a vibracdo simétrica de alongamento na
molécula COy (linear com o dtomo de carbono ocupando
a posicao central) é dita inativa no infravermelho, porque
o momento dipolar , Eq. 14, permanece zero durante toda
essa vibracao. No entanto, também existem moléculas
simétricas (como HoO que possui estrutura na forma de
“V” e por isso um momento de dipolo permanente) nas
quais todas as vibracGes normais sao ativadas por infra-
vermelho porque o momento dipolo muda durante todas
elas. Na linguagem da teoria de grupos, dizemos que a
integral 14 corrresponde a uma representagao totalmente
simétrica de um grupo de ponto.
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4. Conclusoes

Em suma, neste artigo, apresentamos como a regra de
soma TKR para transi¢oes de elétrons entre os estados
atomicos, proposta por Thomas, Reiche e Kuhn, pode
ser aplicada de forma didéatica para o caso de transigoes
entre estados de elétrons em dois sistemas familiares,
tradicionalmente estudados em disciplinas introdutérias
de mecanica quantica nos cursos de graduagao em fisica.
Esperamos assim contribuir para a contextualizacao do
estudo destes sistemas e a0 mesmo tempo discutir temas
que sdo apresentados somente em cursos avangados, mas
sdo importantes para a compreensao do mundo em que
vivemos.

Material suplementar

O seguinte material suplementar esta disponivel online:
Apéndice: Integrais utilizadas no texto
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