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Apresentamos uma solugao alternativa para o problema do péndulo cicloidal. Trata-se de um procedimento
hibrido, envolvendo algumas idéias puramente geométricas utilizadas por Huygens e conhecimentos rudimentares
de célculo diferencial e integral. Ao final, discutimos um aparente paradoxo relacionado com esse problema.

Palavras-chave: Chistiaan Huygens, péndulo cicloidal.

We present an alternative solution to the cycloidal pendulum problem. Our procedure is an hybrid one, since
it involves some purely geometrical ideas as well as the rudiments of integral and differential calculus. At the
end, we discuss an apparent paradox related to this problem.
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1. Introducao

Nos séculos XVII e XVIII a medicao precisa do tempo
era extremamente importante para a navegagao, uma
vez que uma boa determinacao das longitudes requeria
métodos confidveis para se medir intervalos de tempo.
Enquanto a medicao de latitudes era feita, nessa época,
com boa precisao, 0 mesmo nao ocorria com relagao a
medicao de longitudes. A elaboracado de métodos para
se medir longitudes desafiou, nesse periodo, mentes de
cientistas brilhantes, como Galileo Galilei, Jean Do-
minique Cassini, Christiaan Huygens, Isaac Newton e
Edmond Halley, entre outros. Governos de paises como
a Espanha e a Holanda costumavam, inclusive, oferecer
grandes prémios para aqueles que resolvessem satisfa-
toriamente o problema da medigéo de longitudes [1].
O fisico, matematico e astréonomo holandés Chris-
tiaan Huygens, nascido em Haia em 1629, esteve en-
volvido, praticamente, durante quarenta anos de sua
vida tentando desenvolver e melhorar crondmetros
maritimos. Em particular, ele estava interessado em
construir um péndulo isécrono, isto é, um péndulo
que tivesse o mesmo periodo qualquer que fosse a sua
amplitude de oscilagdo. Embora Galileo (1564-1642)
soubesse que um péndulo simples com pequenas am-
plitudes de oscilagao tem um periodo que independe
da amplitude, Huygens ja sabia que para grandes am-
plitudes de oscilagao o periodo de um péndulo simples
passa a depender de sua amplitude. Huygens verificou,
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ainda, que o periodo de um péndulo simples é tanto
maior quanto maior for sua amplitude de oscilagao.

Inicialmente, a estratégia de Huygens foi colocar
obstaculos em ambos os lados de um péndulo simples
pois, dessa forma, a medida que o fio encostava no
obstaculo o comprimento efetivo do péndulo se tornava
menor. Como o periodo de um péndulo diminui se en-
curtamos seu comprimento, esse procedimento poderia
fornecer um mecanismo que compensasse 0 aumento
do periodo para grandes amplitudes. Construir um
péndulo isécrono parecia ser de extrema relevancia na
utilizagao de cronometros maritimos que envolvessem
péndulos, uma vez que o balango dos navios alte-
rava, inevitavelmente, as amplitudes de oscilagao de um
péndulo. No entanto, apesar de toda a genialidade de
sua idéia, Huygens tentou em vao determinar a forma
apropriada dos obstaculos a serem colocados ao lado de
um péndulo que cumprissem seus objetivos e decidiu in-
terromper, temporariamente, suas tentativas empiricas.

Por uma feliz coincidéncia, Huygens foi convidado
pelo filésofo, fisico e matematico francés Blaise Pascal
(1623-1662) a participar de uma competicao sobre a
cicléide, uma nova curva que acabara de ser introduzida
por Mersenne (e independentemente por Galileo) e que
estava atraindo a atencao de muitos matemaéticos da
época devido ao seu carater nao-algébrico. Tendo par-
ticipado desse concurso, Huygens se tornou um espe-
cialista nas propriedades peculiares da cicléide e nao
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foi preciso passar muito tempo para que se perguntasse
se essa curva particular nao lhe ajudaria a resolver o
problema do péndulo isécrono. Sua intuicao estava
correta: como veremos, se um péndulo simples tiver
seu movimento restrito por obstaculos que obriguem a
particula presa em seu extremo inferior a descrever uma
trajetéria cicloidal, seu periodo serd o mesmo qualquer
que seja a amplitude de oscilacao. Huygens também
demonstrou que os obstéculos deveriam ter uma forma
cicloidal para que a trajetéria do péndulo fosse cicloidal,
de modo que resolveu completamente o problema que
se propusera inicialmente. Os detalhes dessa histéria
fascinante sdo descritos de um modo extremamente
agraddvel na referéncia [2].

Neste trabalho, nosso principal objetivo é apresen-
tar um método simples e alternativo aos existentes na
literatura para se calcular o periodo de um péndulo
cicloidal. Como veremos, o nosso método permite
demonstrar que o péndulo cicloidal é, de fato, isécrono
sem sequer termos de resolver uma equagao diferencial
ou mesmo realizar uma integracao. No entanto, para
obtermos o valor especifico do periodo de um péndulo
cicloidal, teremos de fazer uma integral simples. Por
esses motivos, acreditamos que, para principiantes, o
nosso método é mais simples do que os encontrados em
alguns livros [3, [4], ou mesmo em artigos, como por
exemplo [5]. Mesmo assim, antes de apresentar a nossa
solugao sera conveniente para a discussao subseqiiente
relembrar a definicao da cicléide e uma de suas princi-
pais propriedades.

2. A cicldéide

Suponha que um disco de raio R role sem deslizar so-
bre uma superficie plana e rigida. A curva descrita por
qualquer ponto localizado na periferia do disco é, por
definicao, uma cicléide. Essa curva estd indicada na
Fig. [1. Essa é a definigao cinematica da cicléide. Por
conveniéncia, uma vez que discutiremos o movimento de
uma particula deslizando sobre uma superficie cicloidal
lisa, desenhamos a cicléide com a sua concavidade para
cima. Além disso, escolhemos os eixos cartesianos de
modo que a superficie plana esté localizada em y = 2R,
a origem estd no ponto mais baixo da cicléide e o eixo
OY é um eixo de simetria dessa curva. O disco de raio
R é chamado circulo gerador da cicléide.
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Figura 1 - Definicao cinematica da cicléide.
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Seja P o ponto da periferia do disco que estd na
origem quando o disco tem o seu centro sobre o eixo
O)Y. Seja 6 o angulo que mede a rotacao do disco a
medida que ele se move rolando sem deslizar sobre a
superficie, ou melhor, o dngulo entre a semi-reta que vai
do centro do disco até o ponto P e a vertical, quando P
estd numa posicao genérica, como indicado na Fig. 1.
Desse modo, quando P estd na origem temos 6 = 0.
Note que qualquer posi¢ao do ponto P(z,y) pode ser
parametrizada pelo angulo 6. Nao é dificil mostrar que

{ () = R(0 + sinf) —r<0<7m, (1)

y(0) = R(1 — cosf)

conhecidas como equacoes paramétricas da cicldide.

Vamos, agora, enunciar duas importantes pro-
priedades geométricas da cicléide. Considere o ponto
P numa posicao genérica de sua trajetéria cicloidal. Se
tracarmos uma reta perpendicular a cicléide passando
por P essa reta ird cruzar a superficie plana precisa-
mente no ponto de contato entre o circulo gerador (o
disco) e a superficie, denotado na Fig. 2 como ponto
A. Essa propriedade pode ser entendida lembrando que,
instantaneamente, todos os pontos do disco se movem
num movimento de rotacao pura em torno de um eixo
que passa pelo ponto A e é perpendicular ao plano do
disco (eixo instantdneo de rotacdo). Portanto, a ve-
locidade de um ponto qualquer do disco (estando ele
na periferia ou nao), é perpendicular a reta que passa
por esse ponto e o ponto de contato A. E como a ve-
locidade de um ponto da periferia do disco é tangente
a trajetoria cicloidal, fica demonstrada a propriedade
que acabamos de afirmar (analise novamente a Fig. 2 e
reflita sobre o que foi dito anteriormente).

//////A//////

Figura 2 - Duas propriedades geométricas importantes da
cicléide.

Além disso, se tragarmos uma reta tangente a
cicléide passando por P, argumentos geométricos sim-
ples mostram que ela interceptara a circunferéncia do
disco no seu ponto mais baixo, designado como ponto
B na Fig. 2. Com a definigdo da cicléide e as pro-
priedades que acabamos de enunciar, estamos prontos
para apresentar o nosso método.
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3. Solucgao alternativa para o péndulo
isécrono

Assim como na solucao original de Huygens, o ponto de
partida de nosso método consiste em analisar a projecao
vertical do movimento de uma particula deslizando sem
atrito sobre uma superficie cicloidal cujo circulo gerador
tem raio R.

Suponhamos que uma particula seja abandonada
a partir do repouso de um ponto Py da superficie ci-
cloidal. Seja H a altura desse ponto em relagdo ao
ponto mais baixo da cicldide, ou seja, y(t = 0) = H,
como indica a Fig. 3. Usando a lei da conservagao
da energia mecanica podemos calcular o médulo da ve-
locidade da particula (v) em sua descida quando ela se
encontra num ponto arbitrario P, cuja altura é dada
simplesmente por y:

—mv* =mg(H —y) =  v=+/29(H-y). (2)

Lembrando que a velocidade da particula é sempre
tangente a trajetéria, a componente vertical de sua ve-
locidade é dada por

dy
v, = — =
Yodt
onde o angulo [ esta definido na Fig. 3 e o sinal nega-
tivo aparece porque estamos considerando a particula
em sua descida.

—V/29(H —y) cos 3, 3)
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Figura 3 - Projecao vertical do movimento da particula sobre a
superficie cicloidal lisa.

Precisamos, agora, relacionar 8 com y a fim de obter
uma equacao diferencial simples para y. Isso pode ser
feito usando-se as propriedades geométricas da cicléide
apresentadas na segao anterior e mostradas na Fig. 2.
Podemos, entao, escrever

d
cosf=— e

¥ y=dcosf,

onde d estd definida na Fig. 3 como um dos catetos
do triangulo retangulo que aparece nessa figura. Con-
seqientemente, temos

Y

cos 3 = R
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Substituindo esse resultado na Eq. (3), obtemos

Y v @

Por um argumento simples de simetria é imediato
concluir que o intervalo de tempo transcorrido desde o
instante inicial até o instante em que a particula atinge
o ponto mais baixo da superficie cicloidal pela primeira
vez, é igual a 7/4, onde 7 é o periodo de suas oscilagoes.
Integrando, entao, a tltima equagao, obtemos

/HO \ﬁ(;y— 0y _\/2/07/4 =
H
- 4\/5/0 (;y —. (5)

Em principio, esperariamos que 7 fosse funcao de
H, uma vez que H aparece no integrando e também
no limite superior da integral anterior. Obviamente,
se quisermos saber quanto vale esse periodo, devere-
mos resolver essa integral. No entanto, se estivermos
interessados apenas na dependéncia de 7 com H, nao
serd necessario resolver essa integral, como veremos
a seguir. Serd suficiente fazer uma simples mudanga
da variavel de integracao, escolhendo apropriadamente
uma varidvel, a fim de extrair toda a dependéncia em H.
Com esse objetivo, definimos a nova varidvel £ := y/H
(dy = Hd¢). Com isso, a equagao anterior toma a forma

=y

r=4,]— 1T, 6
; (6)

onde definimos a integral numérica

o VA=

Uma simples inspecao nas duas ultimas férmulas
mostra que H desapareceu da expressao do periodo.
Conseqiientemente, o periodo para esse movimento
nao depende da amplitude das oscilagoes. Em outras
palavras, qualquer que seja o ponto sobre a superficie
cicloidal de onde a particula é abandonada, ela atin-
gird o ponto mais baixo da superficie no mesmo ins-
tante. Desse modo, se obstaculos forem colocados ao
redor de um péndulo simples de modo a fazer com que
a particula pendurada pelo fio descreva uma cicléide,
esse péndulo terd um periodo independente da ampli-
tude de suas oscilagoes.

Embora tenhamos demonstrado que um péndulo ci-
cloidal é, de fato, isécrono sem termos resolvido ne-
nhuma equacdo diferencial, nés nao obtivemos a ex-
pressao para esse periodo, isto é, seu valor numérico,
uma vez conhecidos os valores de R e g. No entanto,

1 :=
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essa tarefa pode ser feita sem muito esforgo resolvendo-
se a integral anterior. Completando quadrados, rees-
crevemos a integral numérica Z na forma

[
o i€

Fazendo a mudanga de varidveis

(7)

1 1 1
§—§—§sen97 == df—icowd@,
temos
I /”/2 cosf db (8)
= _— =1
_,r/2 \/1 — sen?0

Substituindo a Eq. ( , obtemos, finalmente

T= 47‘(’\/7 = QW\/E (9)

que é precisamente o resultado bem conhecido para
o periodo das oscilagbes de uma particula deslizando
sem atrito sobre uma superficie cicloidal gerada por um
circulo de raio R [5].

4. Um aparente paradoxo

O periodo que acabamos de obter, 7 = 2w\/4R/g,
é vélido para uma particula oscilando sobre uma su-
perficie cicloidal em torno de seu ponto mais baixo com
qualquer amplitude, inclusive, pequenas amplitudes de
oscilagdo em torno desse ponto (que designaremos por
P,). Como vimos, a cicléide é uma curva tragada por
um ponto da periferia de um disco rolando sem deslizar
sobre uma superficie plana. Portanto, esperariamos, in-
genuamente, que o periodo de pequenas oscilagoes em
torno de P, fosse o mesmo que o periodo das peque-
nas oscilagoes de um péndulo simples de comprimento
£ igual ao diametro do circulo gerador da cicléide, isto é,
¢ = 2R (lembre-se de que o eixo instantaneo de rotagao
do disco passa pelo ponto de contato entre ele e a su-
perficie plana).

No entanto, olhando para a Eq. (9), vemos que
o periodo do péndulo isécrono coincide com o de um
péndulo simples, oscilando com pequenas amplitudes,
mas de comprimento £ = 4R e nao £ = 2R. Como
podemos explicar esse aparente paradoxo? A resposta
é bastante simples: embora o raio de curvatura da tra-
jetoria de um péndulo simples de comprimento 2R seja,
obviamente, 2R num ponto qualquer dessa trajetoria, o
raio de curvatura da trajetoria cicloidal gerada por um
circulo de raio R, em seu ponto mais baixo (P,), é 4R.
Na verdade, nao é dificil verificar essa afirmacgao, como
mostramos a seguir.

Para 0 << 1 as equagOes paramétricas da cicléide
tomam a forma

(10)
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Eliminando 6 das equacoes anteriores, obtemos
y = 2%/(8R). Supondo que seja valida a condicdo
r << R (que significa y?> << R?), a relacio anterior
pode ser colocada na forma

24 (y—4R)> ~ 16R? . (11)

A Eq. (11)) define uma circunferéncia centrada no ponto
Cy, = (0,4R) e de raio p, = 4R, como indicado na
Fig. 4. Ou seja, mostramos que o raio de curvatura de
uma cicléide como a da Fig. 1, gerada por um circulo
de raio R, em seu ponto mais baixo, é p, = 4R.

O fato de que pp, > 2R pode ser entendido, pelo
menos qualitativamente, se observarmos que a rotacao
pura do circulo gerador da cicléide se d4 em torno de
um eixo instantaneo de rotacao que se move ao longo da
superficie plana (o contato entre o disco e a superficie
ocorre cada vez num ponto diferente da superficie)
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Figura 4 - Raio de curvatura p, = 4R no ponto mais baixo da
trajetoria cicloidal.

Vale mencionar um outro modo de se obter esse
raio de curvatura. Trata-se de um método baseado
em argumentos puramente cinemdticos [6]. Fazendo
0 = wt na Eq. (1) com w constante, temos, para
t =0 v, =2wR e ay = w?R. Como nesse instante
a, = v2/p, concluimos que p = v2/a, = 4R, de acordo
com a demonstragao anterior.

5. Comentarios finais

Embora Huygens tenha dedicado grande parte de seu
tempo ao estudo de crondmetros maritimos, em par-
ticular ao estudo do péndulo isécrono, ele também deu
enormes contribui¢oes em outras areas, desde a astrono-
mia até a fisica e a matemadtica (o leitor interessado
pode apreciar todas as suas contribuigdes na Ref. [7]).
Num certo sentido, pode-se dizer que ele continuou o
trabalho de Galileo e foi, com justica, considerado por
Lagrange como o sucessor cientifico de Galileo, como
fica explicito nas préprias palavras de Lagrange: “Huy-
gens foi destinado a melhorar e desenvolver a maioria
das descobertas importantes de Galileo”.



Sobre o péndulo isécrono de Christiaan Huygens

A cicléide tem sido tema de muitos estudos e dis-
cussoes depois do trabalho de Huygens sobre o péndulo
isécrono. A sua histéria sempre esteve relacionada com
problemas de fisica, como ocorreu, por exemplo, com o
problema da braquistécrona, proposto por J. Bernoulli
em 1696 e considerado como um marco no desenvolvi-
mento do célculo variacional. De fato, até mesmo
trabalhos experimentais tém sido desenvolvidos basea-
dos nas propriedades da cicléide, como por exemplo o
aparato usado no estudo de conservagao do momento
linear numa colisdo bidimensional [8]. Nesse sentido,
acreditamos que a discussao apresentada em nosso tra-
balho venha a dar, por miniscula que seja, mais uma
contribuicao a linda histéria da cicldide e seja de alguma
utilidade em cursos introdutérios de mecanica.
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