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A fotografia no estudo do eclipse lunar
The photograph in the study of the lunar eclipse
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Obtivemos neste trabalho um valor para o dngulo do cone de sombra da Terra estudando um eclipse lunar total
de duragdo méaxima. Assumimos conhecidos o valor do periodo orbital da Lua, a distdncia média Terra-Lua e o
didmetro equatorial da Terra. Essas quantidades foram combinadas com o valor do pardmetro geométrico, obtido
a partir do tratamento de imagem da fotografia do eclipse. Os resultados foram comparados com os valores atuais

dos didmetros aparente da Lua e do Sol.
Palavras-chave: Eclipse da Lua, didmetro aparente.

In this work we have acquired a value for angle of the cone of the Earth’s shadow, by studing a total lunar
eclipse of maximal duration. We have asssumed knowledge about the value the Moon’s orbital period, the average
distance Earth-Moon and the Earth’s diameter. We have combined these quantities with a geometric parameter
obtained through the image processing of the lunar eclipse photo. The results were compared with the current
values of the apparent diameters of the Moon and the Sun.
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1. Introducao

A determinacgao da distancia absoluta da Terra a Lua es-
tudando os eclipses [1] é um tradicional assunto abordado
em livros textos de Fisica Bésica [2,3]. A partir de uma
engenhosa triangulacao do eclipse da Lua e de medidas ob-
servacionais de algumas grandezas, a distancia Terra-Lua
é obtida com sucesso. No entanto, algumas aproximacoes
sao adotadas, mesmo antes de efetuar completamente
os calculos. Por exemplo, adotar o mesmo valor, tanto
para o didmetro aparente da Lua, quanto para o angulo
do cone de sombra da Terra. Na realidade, o angulo do
cone de sombra assume um valor bem préximo ao do
didmetro aparente do Sol, quando este astro é observado
de um ponto da superficie da Terra. Coincidentemente o
didmetro aparente médio da Lua é também quase igual
ao didmetro aparente médio do Sol. Para confirmar as
afirmacoes anteriores consideramos neste trabalho, os
valores numeéricos atuais dos didmetros aparentes do Sol
e da Lua, que estao disponibilizados na péagina eletronica
oficial da NASAE| [41/5). Apds algumas transformagdes de
unidades, esses valores sdo modificados em uma forma
mais conveniente para as nossas investigacoes, conforme
mostrados na tabela 1.

Chamamos a atencao para a ultima linha da tabela 2,
cujo valor do didmetro aparente médio da Lua é aquele

*Endereco de correspondéncia: acbertuola@gmail.com.
INational Aeronautics and Space Administration.

Copyright by Sociedade Brasileira de Fisica. Printed in Brazil.

que servira para as devidas comparac¢bes com os resulta-
dos obtidos neste trabalho.

Aristarco de Samos (~ 300 A.C.) obteve as distancias
astrondmicas Terra-Sol e Terra-Lua [6] em funcdo do
raio da Terra, estudando os eclipses solar e lunar. A
mesma configuragao geométrica do eclipse lunar usada
por esse antigo astronomo ¢é utilizada aqui como base
de estudo. A abordagem agora é um pouco diferente,
ou seja, inserimos no modelo geométrico e cinematico, a
participagao de um elemento verdadeiramente moderno,
desconhecido na época deste sabio: uma fotografia do
eclipse lunar. As construgoes geométricas caracterizam o
tratamento da imagem fotografica, produzindo um valor
numérico do pardmetro geométrico, que representara
efetivamente a participacao da fotografia neste estudo.
Além disso, consideramos conhecidos, sem apresentar as
incertezas experimentais, os valores do didmetro da Terra,
da distancia média Terra-Lua e do periodo de revolucao
da Lua em torno da Terra. Todos esses valores?] foram
divulgados pela NASA e aqui alocados na tabela 2.

A tabela 2 contém todos os valores daquelas grande-
zas relevantes para os propositos deste trabalho. Alguns

20 valor de uma grandeza experimental sempre deve ser represen-
tado por meio de um valor médio e uma incerteza experimental.
Para os objetivos imediatos de comparagio, adotaremos neste tra-
balho apenas os respectivos valores médios das grandezas. Um
valor estimado para a incerteza experimental da medida do raio
da Terra poderd ser encontrado na referéncia [7]. Um trabalho que
confirma o valor do periodo de revolucdo da Lua é encontrado na
referéncia [8].
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Tabela 1: Valores do tamanho aparente do Sol e da Lua.

Diametro Aparente ~Mdéximo (°) Médio (°) Minimo (°)
Sol 0,542 0,533 0,524
Lua 0,491 0,527 0,548

Tabela 2: Grandezas astrondmicas conhecidas.

Grandeza astronémica valor numérico

Raio equatorial médio da Terra (km) 6,378x103
Distancia média Terra-Lua (km) 3,844x10°
Perfodo sideral de revolugdo da Lua (dias) 27,32

comentarios sdo necessarios a respeito de cada grandeza
astronOmica utilizada. A primeira delas é o raio equa-
torial da Terra (Ry), cujo valor foi determinado por
Eratéstenes (~ 225 A.C.), j4 com uma razodvel precisao.
A obtengéo deste resultado foi uma realizacdo notavel,
se levarmos em consideragdo que esse trabalho foi levado
a cabo, por um fisico da antiga biblioteca de Alexandria
(Egito), em condic¢ao rudimentar quando comparada com
a atual tecnologia. A distdncia da Terra-Lua (dry) é ob-
tida com grande precisao usando a emissdao de um feixe
de laser, a partir de um ponto na superficie da Terra.
Apés a reflexao do feixe na Lua, ele é captado novamente
no ponto original de emissao, em um tempo muito bem
cronometrado. O eclipse estudado neste trabalho, ocor-
reu no dia 15 de junho de 2011 e, nesse mesmo meés,
a Lua alcangou em sua érbita, o periélio e o afélio [9]
respectivamente nos dias 11 e 24. Sabendo que a velo-
cidade angular da Lua préxima do periélio é maior do
que aquela, quando a Lua se encontra nos arredores do
afélio, assumimos que na ocasiao do eclipse, a Lua es-
tava a uma distdncia média da Terra. O periodo sideral
é aquele tempo decorrido, para a Lua percorrer uma
6rbita completa em torno da Terra. O periodo sinédico
é o intervalo de tempo entre as duas fases consecutivas
de Lua cheia. Nao podemos afirmar com certeza qual o
tempo considerado na antiguidade, mas neste trabalho,
T}, sempre representard o tempo sideral.

Admitimos conhecidas as medidas do valor da distancia
média Terra-Lua, do intervalo de tempo decorrido para
a Lua percorrer uma distancia igual ao seu proprio
didmetro e do valor numérico de um pardmetro geométrico,
definido apés um tratamento da imagem fotografada do
eclipse. Usando os valores da tabela 2, calculamos o va-
lor para o dngulo do cone de sombra da Terra, que foi
comparado com o valor conhecido do didmetro aparente
da Lua (tabela 1).

O eclipse lunar [10] escolhido para o estudo é aquele
cuja principal caracteristica é ser um eclipse de maior
tempo de duracao. Ele serd conveniente para uma inves-
tigagdo, pois, apropriadamente, a Lua atravessa o cone de
sombra quase que diametralmente, conforme mostrado
na figura 1.

O desenho da figura 1 é uma composi¢ao de fotos da
Lua, desenvolvendo seu movimento através do cone de
sombra da Terra. A Lua inicia seu percurso para o in-
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U2=19:22:29 UT
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P4=23:00:41 UT

DURAGCAO DO ECLIPSE
PENUMBRAL = 5h36m05s
UMBRAL = 3h39m17s
TOTAL = 1h40m12s

Figura 1: Dados divulgados pela NASA para o eclipse total da
Lua ocorrido no dia 15 de junho de 2011.

terior do cone na posicao Ul, denominada de primeiro
contato. O segundo contato U2 é aquela posicao, quando
a Lua ja percorreu uma distancia igual ao seu préprio
didmetro, se escondendo inteiramente dentro da sombra.
O intervalo de tempo para essa ocorréncia é calculado por
meio da igualdade At = ty, — ty,, ou seja, é a diferenca
entre os hordrios dos dois contatos iniciais. Calcular esse
intervalo de tempo registrando os horarios ty, e ty, €
uma caracteristica propria de um eclipse de duragao total
maxima. Esse intervalo pode ser calculado alternativa-
mente usando At = ty, — ty,, em que ty, e ty, sdo os
respectivos horarios dos contatos U3 e U4, que ocorrem
no final do eclipse. Quando a Lua atingir o terceiro con-
tato U3, ela terd percorrido uma corda de comprimento,
quase igual ao didmetro da secc@o transversal plana e
circular do cone de sombra. O tempo gasto para este
percurso é calculado usando At. = ty, — ty,. Os valo-
res para os hordrios de contatos (ty,, tu,, tus,tu,) estao
apresentados na parte inferior direita da figura 1. Os
valores numéricos de At e At, para esse peculiar eclipse
serdo inevitavelmente usados mais adiante. Eles foram
calculados rapidamente e deixados a disposi¢ao na tabela
3.

Os resultados apresentados na tabela 3 sdo frutos das
importantes e cuidadosas atividades experimentais no
estudo do eclipse.

Tabela 3: Intervalos de tempo observados no eclipse lunar.
Tempo

valor numérico (min)

At =ty, — ty, 59,53
At =ty, — tu, 59,53
At = ty, — ty, 159,75
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Apresentamos na secao imediatamente a seguir: a fo-
tografia do eclipse, acompanhada de um tratamento
geométrico na sua imagem; um conjunto de dados expe-
rimentais produzidos por essas construgoes e a definicao
do pardmetro geométrico. Na secdo seguinte, explicamos
o envolvimento da triangulagao do eclipse lunar com a
cinemaética, resultando a importante conexao entre os
parametros fisico e geométrico na forma de equagdes, que
sado usadas para calcular o valor do angulo do cone de
sombra. Os resultados obtidos sdo apresentados exclu-
sivamente em uma secao consecutiva. Encerramos este
artigo com uma secdo final explicativa.

2. Fotografando o Eclipse Lunar

O eclipse lunar do dia 15 de junho de 2011 foi muito bem
estudado [11] e rigorosamente documentado de diversas
maneiras. Entre todos os sucessivos quadros de um video
deste eclipse, selecionamos um com boa qualidade de
imagem. O quadro escolhido é mostrado na figura 2 com
todas as construcoes geométricas inseridas.

A figura 2 mostra dois pares de anéis circulared’] cada
um deles englobando as respectivas fronteiras, da Lua e
da sec¢ao transversal circular do cone de sombra da Terra.
Essas construgoes geométricas sdo feitas na pratica, com
finos tracos e cuidadosos ajustes. Nessa mesma figura, em
cada regiao indicada por I, II, I1] e IV, dois pontos sdo
determinados pelo cruzamento dos circulos concéntricos
e a extremidade de uma reta vertical diametral. Por
exemplo, quatro valores de distancias entre os pontos das
regides I e I sao obtidos, combinando os pontos destas

Figura 2: Um quadro fotografico do eclipse lunar.

3Na imagem néo se verifica uma borda circular perfeita para Lua e
nem para a fronteira da proje¢do do cone de sombra sobre ela. Por
isso, usamos dois circulos concéntricos para envolver as fronteira e
levar em consideragdo as deformagoes registradas na foto.

DOI: http://dx.doi.org/10.1590/1806-9126-RBEF-2017-0104

el301-3

regides por meio de subtragoes. As distdncias obtidas ser-
vem de estimativas para o tamanho do didmetro da Lua
(D) na figura 2. Da mesma forma, quatro distancias
entre os pontos das regides II1 e IV sao relativos ao
didmetro do cone de sombra (D¢). Um dos tratamen-
tos de imagem realizado, produziu os valores numéricos
apresentados na tabela 4.

Os valores conhecidos dos didmetros das imagens da
Lua e da secc¢ao do cone de sombra sao relacionados pela
defini¢do do pardmetro geométrico (1) na forma da razao

Dy,
"= Do (1)

Por construgao, os valores dos didmetros Dy e D¢
sdao independentes entre si. Quando sdo combinados pela
equagao , para cada tratamento de imagem realizado,
dezesseis valores sdo obtidos para o pardmetro geométrico
(n). A estatistica do pardmetro geométrico pode ser en-
riquecida realizando mais tratamentos de imagem do

eclipse lunar.

3. Cinematica e a Triangulacao do
Eclipse

A triangulagao do eclipse lunar adotado neste trabalho
estd esbogada na figura 3.

A figura 3 mostra um plano vertical que secciona
transversalmente o cone de sombra. Nele estdo conti-
dos uma secc¢éo equatorial da Terra e o vértice (V') do
cone de sombra, que tem uma certa abertura («). Na
triangulacdo plana as igualdades OP = Ry e OQ = drp,
sao identificadas sem dificuldades. O deslocamento da
Lua durante o eclipse sofre uma conveniente aproximacao,

Tabela 4: Tamanhos das imagens no eclipse lunar.

Dy, D¢
3,1 9,8
41 10,1
41 10,1
4,3 104

Figura 3: Triangulagdo no fendmeno do eclipse lunar. As
posicdes de contatos da Lua com a umbra s3o representadas por
(U1,U2,U3,U4).
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substituindo a pequena trajetéria curva QQN, por um se-
guimento de reta QN. Fazendo uso da trigonometria
bésica nos tridngulos retdngulos @ e O/Z\RZ e, relaci-
onando todos angulos na regiao do ponto O, obtivemos
o sistema de equagoes geométricas

)= 2
Sem (3) = zaz (2)
2 Tr T3 =3

Os dados da tabela 3 revelam que a Lua percorre
distancias equivalentes ao seu proprio didmetro, em mesmo
intervalos de tempo, em relacdo a uma precisao conside-
rada, seja eles medidos no inicio ou no final do eclipse.
Esta base experimental indica que o movimento da Lua
em torno da Terra, na escala de tempo de duracao do
eclipse é aproximadamente circular uniforme. Se a velo-
cidade angular da Lua é constante durante o fendmeno,
entdo o pardmetro geométrico pode ser reescrito na
forma

At
U_E . (3)

A invaridncia da velocidade angular da Lua em torno
da Terra, durante a ocorréncia do eclipse, permite escre-
ver também

De = (27TdTL> At, . (4)
Ty,

Combinando , 13) e e adicionando uma certa
quantidade de manipulagoes matematicas, obtém-se

sl (2w (9]

em que § = ”T—ALt é um paradmetro fisico, definido natural-

mente no desenvolvimento das contas. A equacao é
aquela que permite determinar o valor para a abertura
do cone de sombra.

4. Resultados e Analises

Considerando os valores dos didmetros obtidos pelos auto-
res no tratamento da imagem, obtém-se um conjunto de
valores numéricos para o angulo do cone de sombra, que
foram distribuidos na forma de um histograma, conforme
é mostrado na figura 4.

Os valores mais provaveis apontados pelo histograma
da figura 4, se assemelham aos tipicos valores para o
didmetro aparente da Lua, quando comparados com aque-
les apresentados na tabela 1.

Dois resultados numéricos experimentais para o dngulo
do cone estao divulgados na tabela 5.

O primeiro valor numérico na tabela 5 é uma estima-
tiva do dngulo do cone, que é calculado por meio das
equagoes e e dos valores nas tabelas 1 e 3. Sabendo
que o valor do angulo do cone de sombra deve ser menor
que o didmetro aparente da Lua, entdao este valor parece
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Figura 4: Histograma dos valores do angulo do cone de sombra.

Tabela 5: Valores experimentais do angulo do cone de sombra.
a(®)
0,46
0,56 £ 0,05

bem razoavel deste ponto de vista, mas certamente subes-
timado. O segundo valor foi obtido usando o parametro
geométrico definido na equagao , cujo resultado experi-
mental é um valor médio (0, 56°) muito préximo daquele
atribuido ao didmetro aparente médio da Lua (ou do
Sol) na tabela 1. A barra de erro que acompanha este
valor, emerge principalmente das préprias construcoes
geométricas. A pouca nitidez na fronteira do cone de
sombra é opositora ao ajuste perfeito. Na pratica, apds
vérias construgbes, o valor médio do angulo resulta maior
do que aquele da tabela 1. A incidéncia da luz do Sol
sobre a superficie esferoidal da Lua pode estar alterando
localmente a curvatura real da fronteira do cone. Por
exemplo, se a curvatura do cone de sombra sofresse um
aumento local, o didmetro do cone de sombra diminuiria.
Pela equagao , 0 parametro geométrico seria amplifi-
cado e de acordo com a equagao , o angulo do cone de
sombra teria seu valor levemente superestimado. A figura
5 mostra duas imagens em dois momentos distintos do
eclipse lunar, quando a Lua estd adentrando a regiao
escura, para o interior do cone de sombra da Terra.

Conforme a figura 5, a melhor nitidez na fronteira da
sombra é aquela em que metade da Lua esta iluminada.
Essa foto é aquela mais adequada para o estudo em
questao.

5. Comentario Final

Para estudar o eclipse lunar usando uma fotografia desse
fendmeno, recorremos ao estudo do eclipse lunar total
de duragdo maxima. Nesse tipo de eclipse, o intervalo de
tempo entre os dois contatos no inicio do eclipse, coincide
com aquele tempo em que a Lua percorre uma distancia
igual ao seu préprio didmetro. A medida experimental
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Figura 5: Dois momentos no eclipse da Lua.

do valor deste intervalo de tempo é realizada com grande
precisdo. Por outro lado, os valores do didmetro da Lua e
do didmetro do cone de sombra sdo coletados diretamente
da fotografia do eclipse, com suas prévias construgoes
geométricas. Eles sao substituidos na razao matemaética
(1)) e o valor numérico do pardmetro geométrico é obtido.
Em seguida, todos os valores pertinentes sao substituidos
na equacao , que ¢é obtida de uma triangulacdo plana
combinada com um modelo cineméatico simples. Final-
mente o angulo do cone de sombra da Terra é calculado e
o valor encontrado neste trabalho vale o = 0, 56° £0, 05°,
mostrando um surpreendente e agradavel resultado, ou
seja, o valor do dngulo do cone de sombra da Terra obtido
no fenémeno do eclipse lunar é, dentro do intervalo de
erro estimado, igual aos valores dos didmetros aparentes
da Lua e do Sol. Este resultado satisfaz completamente
as nossas expectativas didaticas iniciais.
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