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O problema de estados ligados em um potencial delta duplo é revisto com o uso do método das transformadas

seno e cosseno de Fourier.
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The problem of bound states in a double delta potential is revisited by means of Fourier sine and cosine

transforms.
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1. Introducgao

Em 1927, a quantidade § (x) definida por

+o0
/ deéd(z)=1, 6(x)=0 para z#0, (1)

—00

foi utilizada por P.A.M. Dirac para mostrar a equi-
valéncia entre trés diferentes formalismos da mecanica
quéntica [0]. Embora seja atualmente conhecida como
fungao delta de Dirac, tal quantidade apareceu pela pri-
meira vez em trabalhos de O. Heaviside ja em 1895
(veja, e.g., [B]). Conquanto ¢ (z) ndo seja uma fungdo
no sentido usual da palavra, ela pode ser entendida
como o limite de uma sequéncia de funcoes, e a teo-
ria das distribuig¢oes permite que ela possa ser conside-
rada efetivamente como uma fungéo ordindria [B]. A
utilidade da funcao delta estende-se muito além de seu
uso original em mecanica quantica e na definicao de
funcio impulsiva. E proveitosa no célculo de soma de
séries de Fourier [@] e de integrais [B], além de ser fun-
damental na busca de solugoes particulares de equagoes
diferenciais nao-homogéneas com o método da funcao
de Green (veja, e.g., [B]). Outrossim, a funcao delta
tem serventia para simular fungoes com valores extre-
mamente grandes em um intervalo extremamente pe-
queno e para generalizar o conceito de densidade as-
sociado com quantidades continuas para quantidades
discretas, sendo a densidade de massa de um objeto
pontual um dos exemplos mais elementares. Em mui-
tas circunstancias, a razao da substituicao de fungoes
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ordinarias por fungoes delta é porque, via de regra, tais
modelos tornam-se mais simples, e as vezes exatamente
soluveis [@,8]. De fato, as fungdes delta tém sido uti-
lizadas em uma pletora de trabalhos em situagoes va-
riadas em fisica estatistica [H], eletromagnetismo [[],
Gtica M), modelos nucleares [, 3], fisica do estado
sélido [B,Md], fisica de particulas elementares [[H], teo-
ria do espalhamento [[@], simulagdo do comportamento
de dtomos e moléculas [[[4,F], fotoionizacao [M], efeito
Hall quantizado [E0], fisica multidimensional [P, efeito
Casimir [2], regularizacdo e renormaliza¢ao em teoria
quéantica de campos [E3].

A equacdo de Schrédinger com um potencial cons-
tituido de uma soma de duas fungoes delta de Dirac,
doravante denominado potencial delta duplo, tem sido
usada na descri¢ao da transferéncia de um nicleon de
valéncia durante uma colisdo nuclear [[32] tanto quanto
para para modelar as forgas de troca entre os dois
nucleos no fon de hidrogénio molecular [[H]. A bem da
verdade, os estados estacionarios de uma particula em
um potencial delta duplo ocupa as paginas de muitos
livros-texto [E4]- [BO]. Costumeiramente, os possiveis
estados ligados sao encontrados pela localizagao dos po-
los complexos da amplitude de espalhamento ou por
meio de uma solugao direta da equagao de Schrodinger
baseada na descontinuidade da derivada primeira da
autofuncao, mais a continuidade da autofungao e seu
bom comportamento assintotico. Os estados ligados da
equagao de Schrodinger com potenciais delta também
tem sido alvo de investigacao tanto com a transformada
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de Laplace [B] quanto com a transformada exponencial
de Fourier [B2], e no caso de potenciais constituidos
de fungbes delta de Dirac a equacdo de Schrodinger
independente do tempo transmuta-se numa equacao
algébrica de primeira ordem para a transformada da
autofuncao. O uso de transformadas integrais para re-
solver uma equagao diferencial é louvéavel se a equagao
transformada puder ser resolvida com maior simplici-
dade. No entanto, deve-se executar a inversao da trans-
formada para obter a fungao original do problema. Esta
ultima tarefa pode ser penosa mas é extremamente fa-
cilitada pelo uso de tabelas de integrais.

Neste trabalho usamos as transformadas seno e cos-
seno de Fourier na busca de solugoes de estados ligados
da equacao de Schrodinger com o potencial delta duplo.
A abordagem da equagado de Schréodinger com o poten-
cial delta duplo via transformadas seno e cosseno de
Fourier fornece uma aplicacao adicional do método de
transformadas integrais em um problema fisico simples
que pode ser do interesse de professores e estudantes
de fisica matematica e mecanica quantica dos cursos de
graduagao em fisica. O procedimento adotado envolve
contato com equacoes diferenciais e o comportamento
assintético de suas solugoes, funcgao delta de Dirac,
condicoes de contorno, paridade e extensoes simétrica e
antissimétrica de autofungoes, degenerescéncia em sis-
temas fisicos unidimensionais, et cetera.

2. As transformadas seno e cosseno de
Fourier

As transformadas seno e cosseno de Fourier de ¢ (z),
denotadas por ®g (k) e D¢ (k) respectivamente, sdo de-
finidas como [B]- [E3]

Fs{o(z)} = \/E/OOO dx ¢ (x) sen kx,
(2)

Fe{o ()} = \/Z/OOo dx ¢ (x) cos kz,

e as transformadas inversas sao dadas por

dg (k)

e (k)

FeH{® ()} = /2 [ dk @s () sen ki,
¢ (x) =

FoH{@(0)} = /2 [ dk @c (k) cos k.
3)
A existéncia das transformadas seno e cosseno de Fou-
rier, e de suas inversas, é assegurada se as fungoes envol-
vidas nos integrandos forem absolutamente integraveis
no intervalo [0,00), e para isto acontecer ¢ (x) — 0
quando x — oo, e também Pg (k) e ¢ (k) devem ten-
der a zero quando k — oo. Neste caso, o teorema de

Castro

Parseval garante que

/Ooodx|¢<x>|2=/0°°dk|¢s<k>2=/0°Cdk|<bc<k>2.
(1)

Além disto, se d¢ (z) /dx for também absolutamente in-
tegravel valerao as seguintes propriedades diferenciais

Fs{d%(z)} _

dx?

RS (9] + ) 2k 0),

(5)
~k*Fc{¢ ()} ~ \/2(25’ (0),

d*¢ (x) _
Fel T} -
onde
¢(0)=Ilgg+¢>(x), ¢’(0)=Ilgggl+ %Ef)- (6)

Somente quatro integrais relacionadas com as transfor-
madas seno e cosseno de Fourier de sen kc/(k2 + d2)
e coske/ (k2 + al2)7 serao necessarios na analise dos es-
tados ligados de um potencial delta duplo. Apesar de
que apenas duas integrais sejam utilizados na expressao
final das autofungoes.

3. Os estados ligados de um potencial
delta duplo

O potencial delta duplo simétrico pode ser visto como o
caso limite de um potencial de pogo (ou barreira) qua-
drado duplo como esté ilustrado na Fig. 1, onde L e ¢
sao quantidades positivas.

V(x)

-L-0/2 L4672 | +L-0/2 +L+6/2

Figura 1 - Esbogo do poco duplo simétrico. Cada pogo tem lagura
0 e profundidade Vj.

O limite apropriado deve ser realizado impondo
6 — 0 e |Vh] = oo de tal forma que o produto 6V}
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permanega constante. Usando as definigoes

a=0Vy, (7)

K2 2mE
= omal’ H_\/ Rz’ (8)

a equagao de Schrodinger independente do tempo para
uma particula de massa m sujeita a um potencial delta
duplo simétrico

V(z)=—ald(x+L)+d(x— L), (9)
pode ser escrita na forma

Po(x) 1
dx? alL

[6(x+L)+d(x—L)]¢(x)+rK%p(x) =0.
(10)
Para estados ligados, devemos procurar autofungoes
que se anulam & medida que |z| — oco. Tendo em vista
que a Eq. (B) é invariante sob reflexdo através da ori-
gem (z — —x), se ¢(z) satisfaz & equagao de Schrédin-
ger para um dado E, assim acontece com ¢(—zx), e
portanto também satisfazem as combinacGes lineares
¢(x)+ ¢(—x). Dal, assegura-se que autofungdes com
paridades bem definidas podem ser construidas, sendo
suficiente concentrar a atengao sobre o semieixo e im-
por condicoes de contorno adicionais sobre ¢ na ori-
gem. Autofuncoes em todo o eixo podem ser cons-
truidas tomando combinagoes lineares simétricas e an-
tissimétricas de ¢ definida no lado positivo do eixo =

¢ (2) = [0 (x) = 6 (—2)]o (|z]) , (11)

onde 6 (x) é a fungao degrau de Heaviside (1 para z > 0,
e 0 para x < 0). Estas duas autofuncoes linearmente
independentes possuem a mesma energia, entao, em
principio, existe uma dupla degenerescéncia. Por causa
da continuidade da autofuncao e sua derivada em x = 0,
as condigoes de contorno sobre ¢ na origem podem ser
combinadas de duas formas distintas: a funcao par obe-
dece & condi¢ao de Neumann homogénea ¢’ (0) = 0, en-
quanto a fungao impar obedece a condicao de Dirichlet
homogénea ¢ (0) = 0. Haja vista que ¢ (x) e d¢ (x) /dx
sao nulas no infinito, temos a garantia da existéncia
de Fs{d?¢ (z)da?} e Fo {d*¢ (x)da?} caso existam
as transformadas de ¢ (z) e d¢ (z) /dz. As transforma-
das seno e cosseno de Fourier da Eq. (I) resultam em
equagoes algébricas de primeiro grau

(k* — K?) @5 (k) = % [¢;[Lj) senkL + k¢ (0)} ,
(12)
(k* — k%) ®c (k) = % [":(f) coskL — ¢/ (0)} .

A condicao de contorno na origem dita qual o tipo de
transformada é mais apropriado: transformada seno de
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Fourier para uma autofuncao impar e transformada cos-
seno de Fourier para uma autofuncdo par. A transfor-
mada seno (cosseno) de Fourier atende & conveniéncia
da autofungéo fmpar (par) porque a transformada in-
versa requer ¢ (0) = 0 (¢’ (0) = 0) como pode ser de-
preendido da Eq. (B). Destarte, obtemos as solugdes

Bo) = | ZOULIEL e,
(13)
bo(k) = f22LICOskL - ).

m al k?— k2’

Das integrais tabeladas na Ref. [B3] e transcritas no
Apéndice em (A3) e (A4) concluimos sobre a ine-
xisténcia de transformadas inversas no caso em que
k € R (E > 0). Isto sucede porque a presenca de cos K&
ou sen kz faz com que ¢ (x) nao seja absolutamente in-
tegravel. Entretanto, diante das integrais tabeladas ex-
pressas por (Al) e (A2), concluimos que a existéncia
das transformadas inversas é assegurada para k = i€/L
com £ > 0 de tal forma que
h2€2

E = o7 - (14)

Neste caso, a transformada inversa da Eq. (I3) pode

ser obtida usando os resultados tabelados expressos por
(Al) e (A2). Assim, para ¢ (—z) = +¢ (z) temos

cosh %, |z] < L,
¢ (x) = ¢(0) x (15)
cosh & e §U=l/L=1) " 1g| > L,
onde Iyt
o) = HE (16)
Por outro lado, para ¢ (—x) = —¢ (z) temos
senh %, x| < L,
¢ (x) = 2¢"(0)x
¢ e (x) senh e~ €Uzl/L=D) " |g| > I,
(17)

onde ¢ (x) é a fungao sinal de = (+1 para z > 0, e —1
para x < 0), e

o€
o (0= LB

Note que, considerando as Eqs. (Id) e (), podemos
escrever

(18)

¢ (0) COShEa ¢ (7‘T) = +¢ (I’) )
¢(L) = (19)
L/ (0)senh€, ¢ (—x) = —6 (x).

A consisténcia das Eqgs. (IH), (3) e (I) requer que ¢
seja solugao das equagoes transcendentais

L+e %, ¢(—z)=+0(z),
2a€ = (20)
L—e %, ¢(—2) = —(a).
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A condigéo de quantizacdo surgiu, além da exigéncia
de normalizabilidade das autofungoes, como uma ne-
cessidade de consisténcia no ajuste dos valores de ¢ (0),
¢’ (0) e ¢ (L). H4 de se notar que a condigdo de quan-
tizacdo também poderia ter sido obtida pela férmula
de conexao entre d¢/dx a direita e a esquerda de
x = L. Tal férmula pode ser avaliada pela integracao
da Eq. (@) numa pequena regidgo em redor x = L, e
pode ser sumarizada por

(21)

Ja que as funcées 1 + e % e 1 — e~ 2¢ sdo limita-
das a valores positivos ao passo que 2a€ € limitada a
valores negativos quando a < 0, podemos inferir que
nao ha possibilidade de solucao para estados ligados se
a < 0 (potencial repulsivo). Para um potencial atrativo
(a > 0), a natureza do espectro resultante das solugoes
das equagoes transcendentais (E0) podem ser visualiza-
das na Fig. B, onde constam esbogos do membro di-
reito da Eq. (), e do lado esquerdo da Eq. (EO) para
a=3/2ea=1/4. As curvas representadas por 1+e~2
e 2a¢ sempre se interceptam. Note que 1 — e™ 2 ~ 2¢
para |[¢] < 1 e assim a curva representada por 2a os-
cula a curva representada por 1 —e~2¢ em ¢ = 0 quando
a = 1, e estas duas curvas se interceptam em algum
ponto com abscissa & > 0 se e somente se a < 1. As
abscissas das intersecdes de 1 4+ e 2¢ e 2a¢ correspon-
dem aos valores permitidos de €. Pode-se depreender da
Fig. 2 que sempre hd uma e somente uma solugao para
o caso de uma autofuncao simétrica, correspondendo
A intersecdo das curvas 1 + e %€ e 2a€. A existéncia
de uma adicional solucao, necessariamente para o caso
de uma autofuncao antissimétrica, sucede tao somente
quando a < 1, correspondendo & intersegao das curvas
1 — e % e 2a¢. Em todo caso, os valores permitidos
de £ aumentam a medida que a diminui. Além disto, o
valor permitido de £ para a solugao impar é menor que
o valor permitido de £ para a solucao par. A relacdo
entre E e ¢ dada pela Eq. (@) permite concluir que a
energia dos estados ligados diminui com o aumento de &
e consequentemente a solucao com autofungao par cor-
responde ao ubiquo estado fundamental. Relembrando
a relacdo entre a, L e a dada pela Eq. (8), podemos
concluir que a existéncia de uma solugao impar, cor-
respondendo ao estado excitado, ocorre somente se o
potencial for suficientemente forte (o > h2/2mL). E
também instrutivo observar que, para a < 1, o espectro
torna-se degenerado no limite £ — co (£ — —o0) com
a— 0 (a— 00).
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Figura 2 - Esboco da condicio de quantizacio 2a€ = 1+e~2¢ para
a > 0. Curva continua espessa para 1 + e~2¢. Curva continua
delgada para 1 —e~2¢. Curva pontilhada para 2a€ com a = 3/2,
e curva tracejada para 2a§ com a = 1/4.

4. Comentarios finais

Este trabalho apresentou uma abordagem alternativa
para a busca de estados ligados do potencial delta du-
plo baseada nas transformacées seno e cosseno de Fou-
rier. Com essa abordagem a equacao de Schrodin-
ger independente do tempo transmutou-se em equacoes
algébicas de primeira ordem para as transformadas da
autofuncao. O processo de inversao das transformadas
tornou-se amigavel porque as integrais envolvidas no
procedimento estao presentes em tabelas, do contréario
a abordagem, ainda que licita, perderia o seu valor pe-
dagogico.
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Apéndice - Integrais uteis

As férmulas 3.742.1, 3.742.3, 3.742.6 e 3.742.8 da
Ref. [B3] sdo as integrais 1teis para nossos propésitos:

—cd
/OO dk senkcsenkx e “senh dz,
0

z < c,

= —x
2 2
ke +d 2d senhed e %, x> ¢,

(A1)
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e “coshdr, = <c,
/ ) SO8 ke cos bz coskccoskx  w y
2 2 T 94
k*+d 2d coshed e x> c,
(A2)
00 coscd sendx, x <c,
/ e senkcsenkr  w y
PR 94
0 k*—d 2d sencd cosdzr, x> c,
(A3)
00 sencd cosdr, x <c,
/ i cos kccos kx o
T2 _ 2 94
0 k*—d 2d coscd sendx, T > c,
(A4)

comzxz>0,c>0edeR.
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