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De bando de aves a internet, varios dos sistemas complexos que encontramos na natureza ou em nosso cotidiano
podem ser modelados como redes. Cada elemento (ou né) de uma rede, por sua vez, pode ser um sistema dinamico,
ou seja, com suas varidveis evoluindo ao longo do tempo conforme alguma(s) regra(s). Mas ao se conectar sistemas
dindmicos numa rede, diversos fenémenos coletivos podem se manifestar. Dentre esses fend6menos a sincronizacéo
completa (SC) de uma rede pode ter papel indispensdvel em algumas aplicagdes préticas, o que tem levado
varios pesquisadores a investigar, por exemplo, quais as condigdes e/ou estrutura de uma rede que garantem sua
sincronizacdo, ou entdo como controlar uma rede de modo a leva-la para a SC. Neste manuscrito tentaremos
abordar essas questdoes tomando o modelo de Kuramoto como ponto de partida, analisando a estabilidade de
suas solugbes e apresentando alguns resultados que possa nos ajudar a compreender alguns aspectos dindmicos
de redes de osciladores e a responder a pergunta enunciada no titulo.

Palavras-chave: Sistemas complexos, dindmica de redes, sincronizagcao.

From flocks of birds to the internet, many of the complex systems that we find in nature or in our daily lives
can be modeled as networks. Each element (or node) of a network, in turn, can be a dynamical system, i.e.,
with its variables evolving over time according to some rule(s). But when connecting dynamical systems in a
network, several collective phenomena can manifest. Among these phenomena the complete synchronization (CS)
of a network can play an indispensable role in some practical applications, which has led several researchers to
investigate, for example, what are the conditions and/or structure of a network that guarantee its synchronization,
or how to control a network in order to take it to CS. In this manuscript we will try address these issues by taking
Kuramoto model as a starting point, analyzing the stability of its solutions and presenting some results that can
help us to understand some dynamic aspects of oscillator networks and to answer the question stated in the title.
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1. Introducao

Os mais variados sistemas complexos encontrados tanto
na natureza (cadeia alimentar, neurdnios no cérebro,
bando de aves, etc.) quanto em nosso cotidiano (internet,
redes sociais, sistema financeiro, etc.) podem ser mo-
delados como redes complexas. Intuitivamente podemos
pensar numa rede como uma representacao das relagoes
existentes entre pares de elementos de um conjunto. Os
elementos da rede sao, geralmente, chamados de nds ou
vértices e as relagdes entre eles podem ser chamadas de
arestas, ligagoes ou conexrdes. Numa rede social como o
Facebook, por exemplo, cada usuario é um né dessa rede
e a “amizade” entre dois usuarios pode ser representada
por uma aresta/conexao entre os nos.

Ademais, cada né de uma rede pode ser um sistema
dindmico, ou seja, com as varidveis (que o caracterizam)
evoluindo ao longo do tempo conforme um conjunto de
regras. Claramente uma parte dessas regras diz respeito
a maneira como cada né evolui no tempo independente-
mente dos outros nés e a outra parte diz respeito & ma-
neira como a evolugao do noé é influenciada pela interacgéo
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com os outros nds. Como resultado dessas interagoes,
podemos esperar manifestagoes de diversos fenémenos
coletivos na rede. A sincronizacdo é, certamente, um
fenémeno de grande relevancia, sendo observada nas
mais variadas situagoes.

Um bom exemplo é a sincronizacao de relogios aco-
plados, tal como foi observado por Huygens [I]. Uma
demonstracao que ilustra muito bem a sincronizagao
entre “relogios” pode ser feita utilizando—se alguns me-
tronomos (uma espécie de marcador de tempo) sobre
uma placa Foam (foam board: placa de poliestireno
recoberto por papel)ﬂ quando a placa com os metrd-
nomos estd apoiada sobre a mesa, os mesmos oscilam
com frequéncias muito proximas e fora de fase. Ao
se colocar o conjunto (metrdnomos sobre a placa) em
cima de duas latas (de refrigerante ou cerveja) vazias,
o suporte (placa + latas) é tao leve que pode reagir ao
movimento oscilatério dos bragos dos metrénomos, pro-
porcionando um pequeno acoplamento mecanico entre os
metréonomos. Em pouco tempo os metronomos entram

1 Veja o video em: http://sciencedemonstrations.fas.harvard.
edu/presentations/synchronization-metronomes/ ou em http:
//youtu.be/Aaxw4dzbULMs.
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em sincronia completa. Apos atingir a sincronizagao, a
placa com os metréonomos é retirada de cima das latas e
colocada novamente sobre a mesa. Em poucos segundos
os metrénomos voltam & situacdo inicial (oscilam fora
de fase com frequéncias préximas), evidenciando que a
sincronizagao desaparece ao se eliminar o acoplamento.
Uma abordagem didatica sobre sincronizacdo de metro-
nomos e relogios de péndulo pode ser encontrada na
Ref. [1].

A sincronizagdo também ocorre em diversos sistemas
biol6égicos e, em alguns casos, parece ter um papel
crucial na reprodugdo. Como exemplo podemos citar
o fato curioso de algumas espécies de vaga-lumes do
Sudeste Asidtico [2]: & noite milhares de vaga-lumes
machos se juntam em &rvores e piscam sincronizada-
mente para atrairem as fémeas. Recentemente também,
observou-se que [3] um alto nivel de sincronizagio bio-
comportamentaﬂ entre homem e mulher é um potencial
mecanismo de atragdo sexual/interesse romantico.

Por outro lado, o modelo de Kuramoto (MK) [4] é,
sem duvida, um dos modelos mais importantes para o
estudo de sincronizagdo em redes [5]. No MK considera-
se uma rede com N osciladores de fase (ou ainda rotores,
ou seja, o estado de cada né é caracterizado apenas por
um angulo ) globalmente acoplados e cuja evolugao
temporal é governada por um conjunto de N equagsoes
diferenciais de primeira ordem (notagéo/convengdo: um
ponto sobre a varidvel indica derivada da mesma em
relacdo ao tempo):

. K
Or = wi + ~ zj:sen(ﬁj —6y), (1)

onde wy é a frequéncia natural do k-ésimo oscilador e
K >0.

E importante notar que o titulo do manuscrito pode
sugerir algo bem mais amplo como, por exemplo, a
sincronizagao de sistemas dindmicos mais complicados
(do que meros osciladores de fase) conectados em redes
complexas. Tudo isso seria com certeza mais realista e
interessante, mas exigiria uma analise mais complicada
e, muito provavelmente, com pouca ou nenhuma possi-
bilidade de se obter resultados analiticos. Optamos por
estudar aqui um modelo que é, essencialmente, um toy
model, devido a sua simplicidade matematica, entretanto
o MK e suas variantes podem conter dindmicas ricas
e complicadissimas, tendo sido amplamente utilizados
para estudar sincronizagdo nos mais variados sistemas
complexos. Para se ter uma nocao da relevancia do MK,
mencionamos abaixo alguns exemplos que, apesar de
poucos, evidenciam o vasto espectro de aplicagoes do
MK (e suas variantes):

2 No artigo citado, atividades bio-comportamentais sio padrdes
de atividade eletrodérmica e de comportamento motor que foram
observados nos experimentos.
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o oscilagdes de neutrinos [6],

e sincronizacdo de aplausos em uma sala de con-
certo [7],

 sincronizagdo em redes (ladder arrays) de jungdes
Josephson [§],

 sincronizagdo em redes elétricas [9],

e para mineracao de dados (data mining): um MK
modificado foi proposto como algoritmo para “sin-
cronizar dados” em grandes bancos de dados [I0],

e estudo do comportamento de redes de neurdnios
(spiking neurons) [11],

e aauto-organizagdo de enxames, bandos de passaros
ou cardumes [12].

Uma rede com vérios osciladores (sistemas di-
namicos) acoplados pode apresentar diversos com-
portamentos coletivos, mas em varias aplicagoes a
sincronizagdo completa de seus nés pode ser de grande
relevancia, como em sistemas distribuidos (redes) de
sensores sem fio [13], de rddios de baixa poténcia [14]
e também na dindmica de opinides [I5]. Por outro
lado, como podemos entdo garantir que uma rede estara
sempre (ou quase sempre) sincronizada? Para simplifi-
car, vamos considerar uma rede de sistemas dindmicos
idénticos ou quase idénticos: (i) em que condigdes essa
rede entrard em sincronia, com todos seus nés agindo
como um s6? (ii) como a capacidade de sincronizagéo de
uma rede depende da maneira como os nés estao conec-
tados? e (iii) qual é a melhor topologia para alcangar a
sincronizagao completa — ou entao para evita-la quando
indesejavel? No presente artigo pretendemos abordar
tais questoes, tentando apresentar de forma didatica
e compacta alguns aspectos relevantes da dindmica do
MK. O artigo é organizado nas seguintes partes: na
préoxima secdo apresentamos um estudo analitico para
o MK com osciladores idénticos, ou seja, todos eles
possuem a mesma frequéncia natural: w = w, Vk. Na
secao 3 apresentamos algumas aplicacoes dos resultados
analiticos e na se¢fio 4 apresentamos nossas conclusoes.

2. Estudo analitico do MK com
osciladores idénticos

Em seu trabalho seminal, Kuramoto [4] considerou uma
rede com N osciladores de fase globalmente acoplados
e com evolugdo temporal governada pelo sistema de
equagoes e com as frequéncias naturais wy distribui-
das aleatoriamente de acordo com alguma densidade de
probabilidade simétrica em relacdo a frequéncia média
(gaussiana ou lorentziana, por exemplo). Um estudo
detalhado do modelo original de Kuramoto pode ser
encontrado na Ref. [I6]. Mas aqui nosso objetivo é
estudar o MK com osciladores idénticos, ou seja, wp =
w, Vk na Eq. . Outra diferenga em relagdo ao MK
original é que aqui vamos considerar uma situacao mais
geral no que diz respeito a forma como os nés estao
acoplados: no MK original cada n6 é acoplado a todos os
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outros noés da rede — dito “acoplamento global” — com
a mesma intensidade. Aqui vamos considerar que cada né
estd acoplado a seus R vizinhos mais préximos de cada
lado (com K > 0). Com essas alteragoes o sistema
vira:

. K
9k:w—|—N<Zk>sen(9j—9k), (2)
j

onde k = 0,1,2,...,(N — 1) identifica o k-ésimo os-
cilador. A notagdo (j,k) significa que a somatéria é
feita sobre os R vizinhos mais proximos do né k, de
ambos lados, entdo j assume os valores k — R, k —
R+1,...,k,...,k+ R. (lembrando que temos condigoes
periddicas de contorno: o né k = 0 é o vizinho a “direita”
do n6 k = (N —1) e assim por diante, entdo a somatdria
é, na verdade, no indice ||j|| = j mod N). Podemos
reescrever a somatoéria de como:

R

. K
0 =w+ N ;R sen (9”]9"‘”“ — Hk) . (3)
Note que R pode variar de R = 1 (acoplamento

local) a R = (N — 1)/2 (acoplamento global, todos
ligados com todos) para N impalﬂ E se R > 1 mas
0s né6s nao estao totalmente acoplados, o acoplamento
é dito nao local. Mas antes de analisar um sistema com
muitos osciladores, vamos tentar entender a dinimica
de sincronizacao considerando o caso mais simples com
apenas dois osciladores.

2.1. Dois osciladores acoplados

Para um sistema com dois osciladores, com frequéncias
naturais wy 2, vamos considerar inicialmente que néo sao
idénticos. A dindmica da dupla é governada pelo sistema
de equagoes:

{9:1 wy + (K/2).sen(f2 — 07) (4)
02 = wo + (K/2).sen(0; — 63)

Vamos considerar, sem perda de generalidade, que wo >
wy e que a constante de acoplamento K > 0. Definimos
entao r = 0> —601, a diferenca de fase entre os osciladores,
e, subtraindo a primeira da segunda equagao, ficamos
com:

& = Aw — K.sen(z), (5)

onde Aw = wy — wy > 0. Para entender a sincronizacao
aqui, podemos nos concentrar na Eq. que é um
sistema com apenas uma dimensao.

3 Note que, para um sistema com um ndmero par de nds
globalmente acoplados, a somatéria no indice n ndo podera ser de
n = (—N/2)modN a n = (N/2)modN, pois, devido as condi¢des
periédicas, correspondem ao mesmo no e contribuiriam duas vezes
para a somatoria.
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Para facilitar, vamos dividir os dois lados da Eq.
por K. No lado esquerdo podemos considerar que fize-
mos um escalonamento no tempo: t — 7 = Kt, ou seja,

T i dr dr

K-Kd (6)

e é facil notar que 7 é uma variavel adimensional, ja que
K tem unidade de inverso de tempo. Para nao utilizar
uma notacdo carregada demais, vamos utilizar & para
denotar dx/dr, definimos também r = Aw/K e, assim

a Eq. vira:
& =r—sen(z), r>0. (7)

Vamos agora analisar os pontos/estados de equilibrio
da Eq. . Para isso devemos procurar solugdes para
f(z) =7 —sen(z) =0, com —7 < z < =[]

S6 podemos encontrar solugdo para r = sen(x) se
r < 1. Como podemos observar no grafico da Fig. [T} com
r < 1, temos dois estados de equilibrio: * = arcsen(r)
e z* = m — arcsen(r). Entretanto, apenas a primeira
solugdo (da esquerda) é estdvel. Aqui podemos dizer
que ocorre o travamento de fase (em inglés phase
locking): os dois osciladores se movimentam com mesma
velocidade angular (2 = (w1 +ws)/2) e com diferenga de
fase constante igual a x*. Aqui s6 teremos sincronizacéo
completa (01(t) = 02(t), para t > 1) com r = 0, ou seja,
se w1 = wsy. Mas, em principio, se tivermos osciladores
quase idénticos, ou seja, com frequéncias bem préximas
e também com acoplamento K suficientemente forte,
temos r — 0 numa situagdo muito préxima da SC.

Se r = 1, ha apenas um estado de equilibrio z* =
/2. E para r > 1, ndo existe solu¢do para r = sen(z),
o que significa que ndo hd ponto/estado de equilibrio
e, por conseguinte, nao haverd travamento de fase nem
sincronizacao.

A

Figura 1: Gréfico de © = r — sen(z), com 0 < r < 1. A “bola
cheia e (vazia o)" representa que a solucdo/ponto de equilibrio
é estavel (instavel). Note que a varidvel = é mod 2.

4 Aos leitores com pouca ou nenhuma experiéncia no estudo de
dindmica nao-linear, recomendamos fortemente que leiam antes
o Apéndice A (um breve resumo sobre solugdes/estados de equili-
brio de sistemas 1D) e, em seguida, retomem a leitura desta parte
do texto.
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2.2. MK com varios osciladores idénticos

Vamos agora considerar uma rede com varios oscilado-
res idénticos acoplados. Mas, antes de mergulhar nos
célculos, vamos tentar ganhar alguma intuicao sobre a
dindmica do sistema .

Caso 1. Osciladores desacoplados: Primeira-
mente, vamos considerar a situagdo em que w # 0,
mas com os nés desacoplados (K = 0). Neste caso, a
solucao pode ser obtida diretamente pela integragao das
equacoes com K =0:

O = w = Oi(t) = 0,(0) + wt, (8)

indicando que cada né estd oscilando/rodando com
frequéncia/velocidade angular w = constante. E um
sistema com osciladores desacoplados mas com todos na
mesma frequéncia angular e com as diferencas de fase
Ajk(t) = 0;(t) — Ox(t) constantes ao longo do tempo.

Caso 2. Osciladores acoplados: Agora vamos con-
siderar o sistema acoplado (K > 0) e, para isso, que
tal tratar o problema como se a somatéria no lado
direito de fosse uma “perturbagao” do sistema desa-
coplado? Seguindo esse raciocinio podemos nos inspirar
na solucao acima e tentar uma solucdo do tipo
01 (t) = ¢r(t) + wt. Derivando nosso “chute” em relagao
ao tempo ficamos com 0, = (Z)k + w e, substituindo nas
equagoes ([3]), obtemos:

. K &
L = N Z sen (Q|krn| — Pk) » (9)

n=—R

que podem ser interpretadas como as equacoes de movi-
mento no referencial em rotagdo, com velocidade angu-
lar w. Os estados de equilibrio sdo aqueles para os quais
q'Sk (t) = 0 para t > 1. Devido & simetria das equagoes
e as condigoes periddicas da rede, pode-se mostrar que
distribui¢bes homogéneas das fases em um circulo sdo
estados de equilibrio. Uma classe conhecida de estados
de equilibrio sdo os chamados estados g-torcidos (em
inglés g-twisted states), em que a defasagem entre dois
osciladores consecutivos é:

2
Orr1— Op = b1 — P = =g = A, (10)

N
com ¢ = 0,1,2,..., (N — 1); ndo é dificil ver que a
somatéria no lado direito de @ fica:

R

> sen(n.A) =0. (11)

n=—R

O inteiro ¢ é chamado “ntmero de voltas” (em inglés,
winding number), pois pode ser pensado como o nimero
de voltas que se da ao se distribuir as fases dos oscilado-
res ordenadamente ao longo de um circulo. O estado com
q = 0 é o estado de sincronizagdao completa, ou seja,
com todos os nés em fase e, obviamente, com mesma
frequéncia/velocidade angular. Os demais estados (com
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g # 0) sdo caracterizados por um mesmo angulo de
defasagem (27q/N) entre dois ndés consecutivos e todos
com mesma frequéncia angular.

Uma observacdo sobre os casos 1 e 2 acima: como
estamos considerando o sistema com osciladores idénti-
cos (e supostamente com mesma frequéncia w > 0), em
ambas situagbes teremos geralmente sincronizacdo em
frequéncia. Entretanto, a sincronizagdo completa (SC)
s6 serd um estado estével’] da rede no caso 2. J4 no caso
1 (nés desacoplados), a SC s6 é possivel se o estado
inicial da rede também for de SC (ou seja, 6p(0) =
01(0) =---=60xn-1(0)). Mas é um estado instével, pois
qualquer perturbacgado externa, mesmo que pequena, em
um dos nds pode tirar o sistema da sincronia completa.
Uma outra maneira de se pensar nesses casos é que sé ha
travamento de fase (phase locking) quando os osciladores
estdo acoplados (caso 2), fazendo com que o estado de
equilibrio com 0y — 01 = constante, V k, seja estavel.

Por outro lado, devemos lembrar que A é mod 2,
entao podemos notar que para um estado com ¢ = N —n,
onde 1 <n < N/2, temos:

:%(N—n)z%’—%nz—%n<0, (12)
entdo os angulos dos osciladores sdo distribuidos (em
ordem: ¢, ¢1, . . .) no sentido horario ao longo do circulo,
de tal modo que o nimero de voltas desse estado poderia
também ser representado por ¢ = -—n, denotando
n voltas no sentido horério. Assim, podemos mudar
a faixa de valores do nimero de voltas para: ¢ =
-m,...,—1,0,1,....m com m = (N — 1)/2 para N
fmpar; e m = N/2 para N par, mas nesse caso nio é
dificil notar que os estados com ¢ = N/2 e ¢ = —N/2
correspondem & mesma situagao fisica.

Em resumo, as solugéeﬂ do sistema podem ser
escritas como:

A

2
O (1) = cm.%q +uwt, (13)

onde C' é uma constante real.

2.3. Estabilidade linear das solugoes

Vamos agora analisar a estabilidade dos estados g-
torcidos e, para isso, vamos adicionar uma pequena
perturbagao & a solugao (|13) acima:

2
ek(t)=c+k.% +wt + E(t), (14)

No lado esquerdo de fazemos 0, — £, 4w e no lado
direito expandimos até a primeira ordem de £ e ficamos
com:

R

& = N ZR [Ehan (t) — Ex(t)] cos(n.A).  (15)

5 Aqui significa estabilidade em relacdo a pequenas perturbacdes.
6 Da classe conhecida como “estados g-torcidos”.
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Supondo agora uma forma & () = Axet, o sistema (15
pode ser reescrito, apés algumas manipulagoes, como:

R
K
MM = i Z [Al\k—nl\ + Ajjkgn) — 2Ak] cos(n.A)
n=1
K& K
= 5 2_ o [Ae—al + Ajsny] = 5754k, (16)
n=1
onde:
R
pn = cos(nd), B=23"p,. (17)
n=1
A equagdo de autovalores (16) pode ser rees-
crita na forma matricial: AMA = M /T’ onde A =
[Ao,Al,...,Ak,...,A(Nfl)}TeMé
=B p1 p2 o p2 ;1
pr =B p1 - p3 P2
K B ...
M==—1|pr2 p —B P P3| (18)
N | . . . .. .
pr p2 p3s - p1 B

Por sua vez, M é uma matriz circulanteﬂ com autove-

tores [17]

- 1 T
Ay = —[0,..., 28, ... N1 19
‘ \/N[Z ¢ ¢ ] (19)
‘27r£
Zw=e —
l Xp Z]\/v )
onde £ =0,1,2,...,(N — 1). Os autovalores sdo reais e
dados por [I§]:

K & 2m s
— A =7 2 e
WES 4]\7 n§:1 cos (n q) sen (an) (20)

A anélise acima permite descrever o comportamento
do sistema nas vizinhangas dos estados de equili-
brio , ou seja, qualquer perturbacao g (t) pode ser
escrita em termos dos automodos E(t) = S, CoFul(t),
com ﬁg(t) = Ayt ou, sem notagdo vetorial, & (t) =
>, Co Fy(k,t) com Fy(k,t) = 2 e, que é a funcdo:

Fy(k,t) = eMexp (z (2N7T€k>) . (21)

Note que o modo ¢ = 0, com autovalor Ay = 0
e autovetor Ay ~ [1,1,..., l]T, resulta da invaridncia
do sistema Eq. sob rotacoes globais: 0, — 6 +
C, Vk. Entdo, apesar de N equagbes no sistema ,
os estados de equilibrio sdo (N — 1)-dimensionais ji
que sao relacionados a diferencas de fase. Daqui para
frente vamos nos referir apenas a autovalores/modos com
£>0.

7 £ uma matriz quadrada, com elementos reais, em que cada linha
i é o deslocamento ciclico de ¢ — 1 posi¢oes para a direita de uma
lista de elementos. Veja, por exemplo, https://pt.wikipedia.org/w
iki/Matriz_ circulantel
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3. Aplicacoes

3.1. Estabilidade dos estados g-torcidos

Os autovalores , com ¢ > 0, determinam se um
estado serd estavel ou nao. Quando o sistema, que é
uma rede com N osciladores, estd préximo de um estado
g-torcido, o estado de cada oscilador (indice k) pode
ser descrito por e (21I). Mas se existir algum(ns)
autovalor(es) A\¢ = A¢(q) > 0, os osciladores comegarao
a se afastar do estado ¢-torcidd®] sendo assim o estado
g-torcido é instdvel. Em contraste, o estado sera estavel
apenas se todos os autovalores (com ¢ > 0) forem
negativos.

Sendo assim, cada um dos estados g-torcidos pode ser
classificado como [I8]:

(a) atrator se Ay <0,V¢>0;

(b) repulsor se Ay >0, V£ >0 ;

(c) selase IN Ay <0

(d) néao-hiperbdlico se I\, = 0, para algum ¢ > 0.

Como exemplo consideramos uma rede em anel com
N = 20 osciladores acoplados. Nés variamos R de
acoplamento local (R = 1) a nédo-local e testamos a
estabilidade dos estados g-torcidos observando os sinais
de A\¢, V£ > 0. O resultado estd compilado na Fig. [2] com
a seguinte convencao de cores nos diagramas: atratores
em azul; selas, repulsores e também estados instaveis
nao hiperbdlicos em branco.

Os estados estdveis, destacados em azul na Fig. [2| po-
dem ser comparados com os da Figura 1(a) da Ref. [19)]

S s
18 s r r r
s r r s s s
16 s T n s s s r
0 n n s s s s s
144 r i s s n s s s n
r T s s s s s s s
124 r s s s s s s s n
r s s s s s s s s
- 104 r s s s s s s s n
r s s s s s s s s
84 r s s s s s s s n
r r s s s s s s s
64 r r s s n s s s n
0 n n s s s s s s
4 s T n s s s r n
r s s s s
2 s r r r n
s s

R

Figura 2: Estabilidade dos estados ¢-torcidos de uma rede com
N = 20 e de acordo com o valor de R. Classificacdo conforme as
condi¢des (a—d) descritas no texto, estados instaveis em branco
e estados estaveis em azul [18].

8 Em que cada oscilador se comporta conforme lb
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que foram obtidos exclusivamente através de grande e
intenso trabalho de integragdo numérica das equagdes
de Kuramoto.

Finalmente, os estados com ‘0’ na Fig.[2] possuem A\, =
0, V¢ e nossa andlise de primeira ordem nao é capaz de
determinar sua estabilidade.

3.2. A bacia de sincronizacao

O modelo f acima, apesar de representar uma
enorme simplificacio de uma rede de osciladores real,
tem recebido consideravel atencdo na literatura [I8-
23], com o intuito de compreender como a estrutura
da rede influencia na sua capacidade de sincronizacao
completa, ou seja, as questoes (i)—(iii) enunciadas na
Introdugdo. Um desses primeiros estudos foi realizado
por Wiley, Strogatz e Girvan [20] em 2006. Com base
em um intenso e sistematico trabalho de experimentos
numéricos/computacionais, os autores estudaram os ta-
manhos das bacias de atracao dos estados de equilibrio,
ou seja, os estados g-torcidos e como as bacias variavam
com as configuracoes da rede.

Obviamente, o método “tradicional” de se mapear
bacias de atracdo (ou seja, faz-se uma grade/reticulado
no espago de fase e evolui-se as equagdes do sistema a
partir de cada ponto da grade e anota-se em qual dos
atratores o sistema termina) torna-se computacional-
mente inviavel para sistemas com alta dimensionalidade.
Entao eles utilizaram uma abordagem estatistica para
realizar a tarefa: tomaram um grande niimero de pontos
aleatorios no espaco de fase, evoluiram as equagoes
a partir de cada um dos pontos e anotaram em qual
dos estados g-torcidos o sistema terminava. Tal proce-
dimento foi realizado para diferentes valores de IV e de
R (ou seja, redes com diferentes configuragoes) e, apos
extenso trabalho de experimentos numéricos, os autores
conclufram que [20]:

I. a estabilidade de cada estado g¢-torcido depende
da configuracdo da rede, ou seja, de N e de R, e
observaram que para R/N 2 0.34 apenas o estado
q = 0 (de sincronizacio completa) é estédvel,

II. para cada configuragdo de rede (N,R fixos) o
histograma dos estados g¢-torcidos finais tem a
forma de uma distribuicdo gaussiana ~ exp(—gq?),
centrada em ¢ =0 e

III. o desvio padrao da distribuicdo depende de N, R
dessa maneira: o ~ 0.2,/N/R.

O item I pode ser melhor entendido com base no sinal
dos autovalores [I8], como vimos nas segdes anteriores e
estd ilustrada na Figura [2| para o caso de uma rede com
20 osciladores. A sincronizagdo completa (estado com
g = 0) é sempre estével para o MK com K > 0, mas
de acordo com o niimero de conexoes entre os osciladores
(ou seja, do valor de R) vérios outros estados com g # 0
podem ser estaveis também e, portanto, diminuem a
bacia de atragdo do estado de SC. Os autores da Ref. [20]
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chamaram a bacia do estado de SC como “sync basin”,
ou seja, a bacia de sincronizagao.

Os itens II e III indicam que a fracdo do volume
do espaco de fase ocupada pela bacia de atracao de
um estado g¢-torcido pode ser estimada [20] como a
probabilidade de que, para um estado inicial qualquer,
o estado final terd nimero de voltas ¢:

1 r=q+1/2 12
P, = exp (2) dz, (22)
OV2T Jp=q-1/2 20

sendo que o estado de SC (¢ = 0) é o estado com
maior probabilidade, ou seja, com maior bacia de atragao
(“sync basin”), mas seu volume dependerda da razdo
N/R.

Para o caso de acoplamento local (R = 1), este
problema foi revisitado em [2I] com um método nu-
mérico preciso para medir o volume da bacia de cada
estado estavel. Os autores obtiveram o tamanho linear
tipico [a-(q)] da bacia de atragdo de cada estado ¢-
torcido estavel, de modo que o volume da bacia de cada
estado estavel é proporcional a V, ~ a2 (q).

Recentemente foi demonstrado que para um fluxo de
gradiente de Morse-Smald’] atuando em uma variedade
lisa, compacta e orientada sem fronteira, o espectro do
operador de transferéncia (um operador de evolucao
temporal, com informagoes sobre a dindmica global
de um sistema) é dado por combinagoes lineares dos
expoentes de Lyapunov nos pontos criticos da fungao de
Morse (isto é, os autovalores do jacobiano nos estados
de equilibrio) [24] e vale globalmente na variedade.

Por outro lado, devemos notar que o sistema de equa-
¢oes 7 acima é um sistema de fluxo de gradiente de
Morse-Smale com fung¢ado de Morse dada pelo potencial
V(0o,01,...) ~ >, jcos(0; —0;), os pontos criticos de V
sao os estados g-torcidos e os expoentes de Lyapunov,
nos pontos criticos, sdo os autovalores \¢(q). Mas os
resultados matematicos [24] garantem que Ay(q), apesar
de serem obtidos por métodos locais, de alguma forma
contém informacdes globais do sistema e, portanto, é
possivel usar os autovalores para explorar as bacias
de atracido dos estados g-torcidos. Para representar a
estabilidade de um estado g-torcido estavel, em todas
as dire¢des do espago de estados, consideramos a soma
de seus autovalores

N—-1

Aa= > Mla),

=1

Ae(g) <0 (23)

que se assemelha ao funcional de entropia para dife-
omorfismos de Morse-Smale, no contexto do principio
variacional para sistemas dinamicos [25].

Entao define-se Iy, a medida de estabilidade do estado
g-torcido, como a soma dos autovalores de um estado
g-torcido estavel, normalizado pelo 4, mais negativo que

9 Sistema de equacdes diferenciais do tipo: £ = —VV(Z).
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Figura 3: Dependéncia de I'; com g, para diferentes tamanhos
de rede. Comparando com a insercdo da Fig. 3 da Ref. [21],
podemos notar que I'; comporta—se de modo muito parecido
com o tamanho linear das bacias de atracdo dos estados
g-torcidos.

neste caso é 4o [206]:

Ya
T —. 24
=3, (24)
Para se ter uma nocao de como I'; depende do valor
de g apresentamos na Fig. [3| o grafico de I'; versus ¢

para diferentes tamanhos de rede com acoplamento local

(R = 1). E notavel a semelhanca entre o grafico da Fig.

e o grafico de a;(g), o tamanho linear tipico da bacia de
atragdo apresentado na (insercao da) Fig. 3 da Ref. [21].

Portanto, se I'; tem comportamento semelhante ao
tamanho linear da bacia de atragdo, é razoavel esperar
que, para uma rede com N osciladores o volume do bacia
de atracdo de um determinado estado g se comportara
como ~ Fflv. Na Fig. 4| apresentamos o gréafico de I‘fl\’
versus ¢, para N = 60 e R = 2; que pode ser bem
aproximado por uma curva gaussiana (linha vermelha).

Na Ref. [26] o(a) leitor(a) podera encontrar os detalhes
do célculo aproximado de Fév , que resulta em uma
fungdo gaussiana ~ exp(—g¢?), centrada em ¢ = 0 e com
desvio padrao:

3 1/2
= N =
o=VNF(R), F(R) [271'2(2R+1)(R—|—1)
(25)
Por outro lado, para pequenos valores de R (R <

0.1N) pode-se obter a seguinte aproximacao numérica

N
o~ 0.2014/ i 0.04188V/N, (26)

que possui 0 mesmo comportamento o ~ 0.24/N/R
observado nos estudos numéricos da Ref. [20].
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Figura 4: Grafico de Pflv, para N = 60 and R = 2 (circulos
pretos), e a curva gaussiana ajustada (linha vermelha).

4. Consideragoes Finais

No presente trabalho tentamos apresentar alguns aspec-
tos dindmicos da sincronizagdo em redes de osciladores
de fase, tomando o modelo de Kuramoto (MK) com
osciladores idénticos como nosso principal objeto de
estudo. O MK, apesar de sua relativa simplicidade
matematica, é um dos principais modelos utilizados para
a investigagdo de diversos fenomenos coletivos que se
manifestam em redes.

Consideramos uma rede de osciladores de fase em
uma dimensdo e com condigoes periddicas de contorno
(ou seja, em “anel”). Cada oscilador (indexado com k)
é acoplado a seus R primeiros vizinhos de cada lado
e com evolugdo temporal governada pela equacao di-
ferencial . Apresentamos solugoes do sistema, os
estados (chamados) g-torcidos e fizemos uma andlise
de estabilidade linear dessas solugbes (obtivemos os
autovalores e autovetores) que nos permitiu classificar
o tipo de estabilidade de cada estado/solucao e vimos
também como a estrutura da rede, caracterizada pelos
pardmetros N (nimero de osciladores da rede) e R,
influencia nessa estabilidade.

Estudos recentes (veja, por exemplo, [27] e referéncias
contidas nesta) indicam que é necesséria alta conectivi-
daddﬂ para assegurar que qualquer rede com osciladores
de Kuramoto idénticos sincronize completamente para
(quase) qualquer condigao inicial. Para o caso de redes
regulares que consideramos aqui, vimos que é necessario
uma conectividade 2 p. ~ 2R/N = 68% para garantir
a sincronizacao completa (SC). Entretanto, para redes

10 Em uma rede com N nés, a conectividade p é definida [27]
como o menor grau dos nés da rede, dividido por N — 1. O grau
de um né é o seu namero de conexdes.
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mais gerais (em que cada nd, por exemplo, pode estar
conectado a um ntimero aleatério de nds) a conectividade
critica p. deve ser maior e os autores da Ref. [27]
conjecturam que qualquer rede (com osciladores de
Kuramoto idénticos) atigird a SC para p. = 75%. Os
autores também estabelecem que uma rede esparsa (com
baixa conectividade) pode se tornar “globalmente sin-
cronizante” adicionando-se O(N log, N) conexdes “nos
lugares certos” [27].

Por outro lado, dependendo da aplicacdo, a im-
plementacio de uma rede densa (ou seja, com alta
conectividade) pode ndo ser vidvel do ponto de vista
pratico e/ou econémico, sendo assim, outras alternativas
devem ser conhecidas para garantir a SC da rede em
questdo. Recentemente, foi descoberto um mecanismo
que vai na contraméo do que é preconizado pela Ref. [27]:
para conduzir uma rede esparsa para a SC, ao invés
de adicionar conexoes, podemos diminuir o nimero de
conexoes, a sincronizacdo “dirigida pela esparsidade”
(sparsity-driven synchronization) [28].

Por fim, uma caracteristica muito importante de
qualquer sistema dindmico sao suas bacias de atracao e
o conhecimento delas pode ser também um elemento
decisivo para o projeto de redes e/ou na elaboracao de
operagoes de controle que garantam a sincronizacao
completa. Vimos que no caso do sistema existe uma
relagdo direta entre os autovalores dos estados ¢-torcidos
e os tamanhos (relativos) de suas respectivas bacias de
atracdo [26]. Esse resultado é, de certo modo, surpreen-
dente, pois geralmente nao se espera que quantidades lo-
cais (como autovalores de estados de equilibrio) tenham
alguma relagdo direta com caracteristicas/quantidades
globais, como as bacias de atracao.

Vimos alguns aspectos da dindmica da sincronizagao
de osciladores de fase em redes regulares, mas ainda
existe muito para se aprender sobre as condigoes que
garantem a sincronizacgao completa (SC), principalmente
para o caso de redes complexas. Mesmo no modelo
simplificado de Kuramoto, permanecem ainda muitos
problemas fascinantes sobre o impacto da topologia da
rede na SC [27].
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